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Изучается влияние анизотропии проницаемости пористой среды и изменения проницаемо-

сти дна на конвективную неустойчивость в морских донных отложениях. Донные отложе-

ния моделируются как горизонтальная двухслойная система, состоящая из верхнего слоя 

пористой среды, насыщенной водой (наличие примесей не учитывается), и нижнего непро-

ницаемого полубесконечного массива. Рассматриваются два типа граничного условия для 

фильтрационного потока на верхней границе (дне водного тела): открытая и непроницаемая 

граница. Линейный анализ устойчивости проводится в рамках сопряженной задачи о кон-

векции в горизонтальном слое пористой среды с жидкостью и теплопередаче в непроница-

емом массиве снизу. Получены аналитические выражения для функции тока и температуры 

конвективной неустойчивости в зависимости от значений параметра анизотропии проница-

емости пористой среды. Мерой анизотропии проницаемости принято отношение коэффи-

циентов проницаемости в вертикальном и горизонтальном направлениях. Показано, что с 

увеличением анизотропии симметрия конвективного течения относительно центра слоя по-

ристой среды нарушается: центр конвективного вала смещается к нижней границе слоя в 

среде с бóльшей анизотропией. Поле температуры глубже проникает во второй слой непро-

ницаемой среды с ростом анизотропии проницаемости. Получены выражения, определяю-

щие кривые нейтральной устойчивости для различных значений параметра анизотропии и 

при разных граничных условиях сверху. Определены критические значения числа Рэлея-

Дарси и волнового числа. Порог возникновения конвекции повышается в системе с непро-

ницаемой верхней границей по сравнению с открытой верхней границей. Увеличение ани-

зотропии существенно понижает порог конвективной неустойчивости, а также уменьшает 

критическое волновое число. В пределе сильной анизотропии проницаемости, когда в гори-

зонтальном направлении жидкость просачивается через пористую среду практически без 

сопротивления, конвекция становится длинноволновой, порог ее – ниже на порядок в срав-

нении с изотропной средой. 
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We study how the surface boundary condition and permeability anisotropy influence the convec-

tive instability in seabed sediments. The sediments are modeled as a horizontal two-layer system 

consisting of an upper porous layer saturated with water (impurities are neglected) and a lower 

impermeable semi-infinite massif. Two types of boundary conditions for the filtration flow at the 

upper surface (the bottom of the water body) are considered: an open boundary and an impermea-

ble boundary. A linear stability analysis is performed within the adjoint problem of convection in 

the porous layer and the heat transfer in the impermeable massif below. The stream function and 

the temperature of convective instability are calculated depending on the values of the permeabil-

ity anisotropy parameter. It is shown that the stagnation point within the convective roll shifts 

down to the lower boundary of the porous layer in a medium with greater anisotropy. The temper-

ature field penetrates deeper into the impermeable massif with increasing permeability anisotropy. 

We obtained equations defining the neutral stability curves for different values of the anisotropy 

parameter and under different upper boundary conditions. The convective threshold increases with 

the decreasing permeability of the upper boundary. An increase in anisotropy significantly lowers 

the convective instability threshold and decreases the critical wave number. In the limit of strong 

permeability anisotropy, when the liquid flows through the porous medium in the horizontal direc-

tion almost without resistance, convection becomes longwave, the convective threshold is an order 

of magnitude lower compared to an isotropic medium. 
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1. Введение 

В данной работе исследуется тепловая конвек-

ция, возникающая в донных отложениях под дей-

ствием геотермического градиента. Изучается 

влияние таких осложняющих факторов, как анизо-

тропия свойств пористой среды, а также измене-

ние проницаемости границы. 

1.1. Донные отложения 

Изучение конвективных процессов в донных 

отложениях важно с точки зрения проблемы фор-

мирования природных депозитов гидрата метана, а 

также потенциальной возможностью захоронения 

промышленных выбросов углекислого газа [1, 2]. 

Под действием геотермического теплопотока в 

донных отложениях естественным образом может 

возникать тепловая конвекция в той части отложе-

ний, которая насыщена морской водой. Однако в 

современных работах по моделированию образо-

вания гидратов возможность возникновения кон-

векции обычно не учитывается [3]. При этом в мо-

делях содержится механический параметр – 

скорость восходящего фильтрационного потока 

жидкости через отложения, которая не поддается 

измерению и при моделировании используется в 

качестве свободного параметра для «подгонки» 

результатов численного моделирования к данным 

натурных наблюдений. В работе [4] предложена 

модель донных отложений, которая позволяет свя-

зать восходящий фильтрационный поток с конвек-

тивным течением. 

В рамках упомянутой модели донные отложе-

ния рассматриваются как двухслойная система 

(рис. 1). Из данных геофизических наблюдений 

известно, что в донных отложениях на глубине 

300-400 м возникает эффективная непроницаемая 

граница [5]. В результате разложения гидратов из-

за повышения температуры пузырьки газа закупо-

ривают поры в породе [6]. Так что в донных отло-

жениях слой пористой среды, насыщенный водой, 

граничит снизу с непроницаемым массивом. При 

изучении конвекции решается сопряженная задача 

о неустойчивости в слое пористой среды с жидко-

стью и распространении тепла в непроницаемом 

массиве. 

 

Рис. 1. Математическая модель донных 

отложений 

Сверху пористая среда граничит с океаном; 

температура на верхней границе фиксирована, по-

скольку эта температура определяется независи-

мыми внешними условиями. Действительно, на 

масштабах океана конвективный (турбулентный) 

теплоперенос в водном теле существенно более 

эффективен, чем теплоперенос в пористой среде. 
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Проницаемость границы с водным телом мо-

жет быть разной. Для богатых органикой донных 

отложений характерно отсутствие выраженных 

гидроизолирующих слоев [7]. В таком случае сле-

дует полагать отсутствие горизонтальной компо-

ненты градиента давления на верхней границе (см. 

раздел 2.2). Для других провинций характерно 

наличие гидроизолирующих слоев в пределах 

верхних нескольких метров отложений. Для таких 

случаев требуется ставить условие непротекания 

на верхней границе (см. раздел 2.3).  

1.2. Анизотропия свойств пористой среды 

Механизм формирования донных отложений 

создает сильную анизотропию структуры породы, 

что неизбежно приводит к анизотропии ее 

свойств, например, проницаемости. [2] 

Изучение влияния анизотропии свойств пори-

стой среды на конвективную неустойчивость про-

водилось в ряде работ российских и зарубежных 

авторов [9]. Стандартный подход заключается во 

введении эффективных коэффициентов проницае-

мости Kx и Kz вдоль горизонтального и вертикаль-

ного направлений, соответственно [10]. В уравне-

нии течения жидкости коэффициент 

проницаемости рассматривается в виде тензора 

второго ранга: 
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2. Тепловая конвекция в донных  

отложениях 

2.1. Определяющие уравнения 

В представленной двухслойной системе тепло-

вая конвекция, развивающаяся в верхнем слое по-

ристой среды, описывается уравнениями Дарси-

Буссинеска с учетом анизотропии проницаемости 

(уравнение движения спроецировано на оси Ox и 

Oz):  
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где p, T –давление и температура жидкости, 

u = (ux,0,uz) – скорость фильтрации, ν – динамиче-

ская вязкость жидкости, β – коэффициент теплово-

го расширения жидкости, g – ускорение свободно-

го падения, κcp – эффективная теплопроводность 

пористой среды, насыщенной жидкостью, (ρcp)ж – 

теплоемкость в единице объема жидкости, (ρcp)ср – 

теплоёмкость единицы объема, насыщенной жид-

костью пористой среды. 

В нижнем непроницаемом массиве учитывает-

ся теплоперенос, описываемый уравнением тепло-

проводности: 
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где Tm – температура непроницаемого массива.  

После обезразмеривания система уравнений (2)

-(6) выглядит следующим образом: 
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Здесь знаком «~» обозначены безразмерные вели-

чины. Для удобства мы опустим «~» всюду в 

дальнейшем. Масштабы величин при обезразме-

ривании выбраны следующие: 
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Здесь H – толщина верхнего слоя пористой среды, 

насыщенной жидкостью, Θ – перепад температуры 

в верхнем слое, вызванный геотермическим гради-

ентом (характерные значения для донных отложе-

ний 40 К/км). 

В уравнениях (7) и (8) появляются безразмер-

ные параметры: 
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K
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это параметр анизотропии проницаемости и число 

Рэлея–Дарси, которое определено через эффек-

тивную вертикальную проницаемость Kz.  

Отметим, что в нашем исследовании мы огра-

ничиваемся значениями ε, лежащими в интервале 

[0; 1]. Действительно, для донных отложений ха-

рактерна такая анизотропия, когда проницаемость 

в вертикальном направлении меньше проницаемо-

сти в горизонтальном направлении, т.е. ε < 1. Пре-

дельные случаи ε = 1 и ε = 0 соответствуют изо-

тропной проницаемости и сильной анизотропии 

(см. раздел 2.4).  
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Система уравнений (7)–(11) дополняется гра-

ничными условиями. На границе между слоями 

ставятся условия непротекания, а также сшивки 

температуры и теплопотока: 

1:z   0
z

u  , m
T T , m

TT

z z




 
. (14) 

На удалении от слоя насыщенной пористой 

среды (глубоко внизу) задан постоянный (геотер-

мический) теплопоток: 
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Верхняя граница системы соответствует грани-

це донных отложений и водного тела (океана). На 

этой границе, как упоминалось, могут реализо-

ваться две противоположные ситуации: отсутствие 

(I) или наличие (II) гидроизолирующего горизон-

та: 
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Здесь учтено, что верхняя граница поддерживается 

при постоянной температуре Tu. 

Задача (7)–(11), (14)–(16) (с любым из гранич-

ных условий на верхней границе) допускает ста-

ционарное решение, соответствующее состоянию 

механического равновесия с линейным профилем 

температуры: 
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Для дальнейшего анализа устойчивости реше-

ния (17) относительно малых двумерных возму-

щений вводится функция тока: 
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Мы рассматриваем стационарные возмущения. 

Линейная задача устойчивости для таких возму-

щений имеет вид: 
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Решение можно представить в виде плоских 

возмущений периодических вдоль оси Ox: 

( 1)
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где k – волновой вектор конвективных возмуще-

ний. 

После подстановки решения (25) получаем 

краевую задачу для функций f(z) и g(z): 
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Далее мы рассматриваем влияние анизотропии 

проницаемости на конвекцию по-отдельности для 

ситуации отсутствия (I) и наличия (II) гидроизо-

лирующего горизонта сверху.  

2.2. Открытая верхняя граница (I) 

В случае проницаемого дна океана система (26)

–(29) решается с граничным условием (I) в (28). 

Решение находится аналитически: 
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где  
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Константы C1 и C2 имеют вид: 
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Вид нейтральной кривой определяется из сле-

дующего трансцендентного уравнения: 
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1 2

2 2

1 2

2 2

1 2 1 2

( ) sh sin

( )

( ch sin sh cos )

( ) ch cos 2 0.

s s

k

s s

s s s s

   

 

     

   

 

 

 

   




 (32) 

Уравнение (32) решалось нами численно, ме-

тодом секущих. Результат численного решения 

представлен на рис. 2, а. Нейтральные кривые 

имеют характерный вид «мешка» с одним мини-

мумом, соответствующий критическим значениям 

числа Рэлея-Дарси и волнового числа. Видно, что 

нейтральная кривая смещается вниз влево с 

уменьшением параметра анизотропии. 

На рис. 2, в, г жирными линиями изображены 

зависимости критических значений Rpc и kс от па-

раметра анизотропии. Из графиков видно, что с 

уменьшением ε уменьшаются значения Rpc и kс, 

следовательно, порог возникновения конвекции 

понижается. Неустойчивость становится более 

длинноволновой при уменьшении ε, т.е в среде с 

более сильной анизотропией проницаемости. 

На рис. 3 приведены графики функций f(z) и 

g(z) при разных значениях коэффициента анизо-

тропии. Сплошной линией построены графики для 

случая ε = 1 при критических значениях Rpc = 21.7 

и kс = 1.92, штриховой линией – для ε = 0.1 при 

Rpc = 9.49 и kс = 1.04, пунктирной – ε = 0.001, 

Rpc = 3.89 и kс = 0.32. Видно, что уменьшение ε 

 
Рис. 2. Нейтральные кривые конвективной неустойчивости жидкости в слое с открытой (а) и 

непроницаемой (б) верхней границей. Линии 1–5 соответствуют ε = 1, 0.5, 0.1, 0.001, 0. Зависи-

мость критического числа Рэлея-Дарси (в) и критического волнового числа (г) от параметра ани-

зотропии ε . Жирные линии соответствуют открытой верхней границе, тонкие – непроницаемой 

верхней границе 

  
 

Рис. 3. Графики функций f(z) и g(z) при раз-

ных значениях коэффициента анизотропии: 

ε = 1 (сплошные линии), ε = 0.1 (штриховые 

линии), ε = 0.001 (пунктирные линии) 

Рис. 4. Графики функций f(z) и g(z) при разных 

значениях коэффициента анизотропии: ε = 1 

(сплошные линии), ε = 0.1 (штриховые линии), 

ε = 0.001 (пунктирные линии) 
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(т.е. увеличение анизотропии) приводит к смеще-

нию экстремумов функции тока и температуры к 

нижней границе пористого слоя.  

На рис. 5, а–е представлены двумерные изоб-

ражения полей возмущения температуры и функ-

ции тока при разных значениях коэффициента 

анизотропии: ε = 1, 0.1, 0.001. Критические значе-

ния числа Рэлея–Дарси и волнового числа взяты  

такими же, как и при построении графиков функ-

ций f(z) и g(z) (см. выше). 

Как видно, с уменьшением значения ε возму-

щения температуры проникают в нижний непро-

ницаемый слой глубже. 

Течение жидкости имеет характерный вид кон-

вективных ячеек и сосредоточено в верхнем слое 

пористой среды. Поскольку верхняя граница си-

стемы проницаемая, конвективные ячейки неза-

мкнуты в этом месте. При уменьшении коэффици-

ента анизотропии центры конвективных ячеек 

смещаются вниз, это же можно увидеть и на гра-

фиках функций f(z). 

2.3. Непроницаемая верхняя граница (II) 

В случае непроницаемого дна океана система 

(26)-(29) решается с граничным условием (II) в 

(28). Функции f(z) и g(z) определяются как: 

 
1 2

2 2

sh( ) sin( )
( ) ,

sh sin

s s z z
f z

rk

 

  

 
  

  
  (33) 

2 12 2

1 sh( ) sin( )
( ) .

sh sin( )

z z
g z s s

 
    

 

  
 (34) 

Вид нейтральной кривой определяется в этом 

случае уравнением 

2 2

2 1
cth ctg ( ) 0s s k         . (35) 

Результат численного решения уравнения (35) 

показан на рис. 2, б. Нейтральные кривые имеют 

 
    (а)                                            (б)                                               (в) 

 
    (г)                                             (д)                                              (e) 

 
         (ж)                                             (з)                                            (и) 

Рис. 5.  Поля возмущений температуры (а-в) и поля функции тока для открытой (г-е) и непро-

ницаемой (ж-и) верхней границы при разных значениях коэффициента анизотропии. (а,г,ж) 

ε = 1, (б,д,з) ε = 0.1, (в,е,и) ε = 0.001 
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такой же вид, что и в случае с открытой верхней 

границей, однако минимумы кривых при соответ-

ствующих значениях ε расположены правее и вы-

ше, в отличие от предыдущего случая. Это означа-

ет, что конвекции в слое с непроницаемой верхней 

границей развиться сложнее, чем в слое с откры-

той границей. На рис. 2, в, г тонкими линиями 

изображены зависимости критических значений 

числа Рэлея-Дарси и волнового числа от ε. Как и в 

случае с проницаемой верхней границей, при 

уменьшении коэффициента анизотропии умень-

шаются Rpc и kс.  

Вид функций f(z) и g(z), построенных при раз-

личных значениях коэффициента анизотропии, 

представлены на рис. 4. Сплошной линией постро-

ены графики для случая ε = 1 при критических 

значениях Rpc = 32.99 и kс = 2.65, штриховой – для 

ε = 0.1 при Rpc = 11.01 и kс = 1.33, пунктирной –

ε = 0.001, Rpc = 3.92, kс = 0.34. Видно, что вид 

функции g(z) качественно не поменялся. Это гово-

рит о том, что изменение граничного условия на 

верхней границе практически не влияет на темпе-

ратуру. Решение для функции тока, представлен-

ное на рис. 4, б, меняет свой вид вблизи z = 0 по 

сравнению с кривыми на рис. 3, б, что согласуется 

с изменением граничного условия в этом месте.  

Поля функции тока представлены на рис. 5, ж–

и. Принципиальное отличие формы конвективных 

ячеек обусловлено изменением граничного усло-

вия. Жидкость не может просачиваться через 

верхнюю границу, поэтому конвективные ячейки 

замкнуты. При уменьшении коэффициента анизо-

тропии центры конвективных ячеек смещаются 

вниз. Поля возмущений температуры в данном 

случае практически совпадают с полями на 

рис. 5, а–в. 

2.4. Предельный случай ε = 0 

В предельном случае очень сильной анизотро-

пии, ε = 0, мы имеем дело с ситуацией, когда про-

сачивание жидкости через пористую среду в гори-

зонтальном и вертикальном направлениях 

отличается на порядки. Для донных отложений это 

означает конечность вертикальной проницаемо-

сти, Kz = O(1), и почти бесконечную горизонталь-

ную проницаемость, Kx >> 1. Жидкость течет в 

вертикальном направлении с неким конечным со-

противлением, а в горизонтальном – вовсе без со-

противления. 

Строго положив ε = 0 в уравнении (26), мы по-

лучаем из (26)–(29) краевую задачу для темпера-

турной функции g(z): 

2 (0)

(0) 2 2

2
( ) 0

d g
g r k

dz
   ,  (36) 

(0)
0 :  0z g  ,  (37) 

(0)

(0)
1:  1,  

dg
z g k

dz
    . (38) 

Решение данной задачи: 

2 2

(0)

2 2

sin( )
( )

sin

r k z
g z

r k





.  (39) 

Решение для функции тока также может быть 

найдено из (26): 

2 2

(0)

2 2

sin( )
( )

sin

r r k z
f z

k r k


 


.  (40) 

Отметим, что выражения (39) и (40) могут быть 

получены из (33), (34) предельным переходом при 

ε → 0. Следует учесть, что в таком пределе коэф-

фициенты λ и σ преобразуются как 

2 2 2
( )r k O    , (41) 

2

2 2
( ).

k
r O 


    (42) 

Важно, что решение, описывающее конвекцию, 

«не чувствует» изменений граничных условий на 

верхней границе. Действительно, при таком режи-

ме, когда в горизонтальном направлении жидкость 

течет практически без сопротивления, открытость 

верхней границы не способна влиять на течение. 

На рис. 5, е, и представлены поля функции тока 

при ε = 0.001 для открытой и непроницаемой 

верхней границы, соответственно. Как видно, изо-

линии функции тока на рисунке рис. 5, е вблизи 

верхней границы стремятся замкнуться, что, без-

условно, происходит при строгом ε = 0. 

Уравнение, определяющее вид нейтральной 

кривой, можно получить, подставив решение (39) 

во второе граничное условие из (38): 

2 2 2 2
ctg + 0r k r k k   . (43) 

Данное выражение также является результатом 

вычисления предела выражений (32) и (35) при 

ε → 0. 

Вид нейтральной кривой (43) отличается от 

кривых для конечных значений параметра анизо-

тропии ε. Для ε = 0 нейтральная кривая конвектив-

ной неустойчивости пересекает вертикальную ось 

на плоскости Rp–k, см. кривые 5 на рис. 2, а, б. 

Как видно из этих рисунков, для двух разных гра-

ничных условий на верхней границе нейтральные 

кривые при ε → 0 сходятся в пределе к одной кри-

вой, описываемой уравнением (43). 

В рассматриваемом случае критические воз-

мущения носят длинноволновый характер, kc = 0. 

Критическое значение числа Рэлея-Дарси при этом 

на порядок отличается от соответствующего зна-

чения для изотропной среды: Rpc = π2/4 ≈ 2.47. 

Отметим, что для критических длинноволно-

вых возмущений решение (40), описывающее вид 

течения, кажется парадоксальным, поскольку 

f (0)(z) не удовлетворяет граничному условию при 

z = 1. Мы предполагаем, что в предельном случае 

очень сильной анизотропии образуется погранич-
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ный слой вблизи z = 1. Действительно, на рисун-

ках полей функции тока можно заметить тенден-

цию к сгущению изолиний вблизи z = 1 при 

уменьшении ε. 

3. Заключение 

Изучено влияние анизотропии проницаемости 

пористой среды и изменения проницаемости гра-

ницы на конвективную неустойчивость в морских 

донных отложениях. Для моделирования донных 

отложений использовалась двухслойная модель, 

предполагающая наличие эффективной границы 

снизу в слое отложений из-за закупорки породы 

пузырьками газа, высвобождающегося из гидра-

тов. Решалась сопряженная задача о конвекции в 

горизонтальном слое пористой среды с жидкостью 

и теплопередаче в непроницаемом массиве снизу. 

Рассматривались два типа верхнего граничного 

условия для фильтрационного потока: открытая и 

непроницаемая границы. Анизотропия проницае-

мости определялась через отношение коэффици-

ента проницаемости в вертикальном направлении 

к коэффициенту проницаемости в горизонтальном 

направлении.  

В рамках линейного анализа устойчивости по-

лучены аналитические выражения, описывающие 

функцию тока и температуру конвективных воз-

мущений в зависимости от параметра анизотропии 

проницаемости ε. Показано, что с увеличением 

анизотропии симметрия относительно центра слоя 

пористой среды нарушается. Экстремум функции 

тока (отвечающий точке стагнации в центре кон-

вективного вала) смещается к нижней границе 

слоя в среде с бóльшей анизотропией. Поле тем-

пературы глубже проникает во второй слой 

непроницаемой среды с ростом анизотропии. Дан-

ные выводы согласуются с результатами других 

авторов, полученными для однослойной системы 

[9, 10]. Значения Rpc и kс для изотропного случая 

ε = 1 полностью совпадают с опубликованными 

ранее результатами без учета анизотропии [4, 11].  

Получены выражения, определяющие кривые 

нейтральной устойчивости для различных значе-

ний параметра анизотропии и при разных гранич-

ных условиях сверху. Определены критические 

значения числа Рэлея-Дарси и волнового числа. 

Непроницаемая верхняя граница приводит к по-

вышению порога возникновения конвекции по 

сравнению с открытой верхней границей. Увели-

чение анизотропии существенно понижает порог 

конвективной неустойчивости, а также уменьшает 

критическое волновое число.  

В пределе сильной анизотропии проницаемо-

сти, когда в горизонтальном направлении жид-

кость просачивается через пористую среду прак-

тически без сопротивления, конвекция становится 

длинноволновой, порог ее ниже на порядок в 

сравнении с изотропной средой. Вид течения в 

этом случае плохо описывается полученным ре-

шением вблизи нижней непроницаемой границы. 

Вблизи этой границы образуется аналог погранич-

ного слоя: изолинии течения сгущаются в окрест-

ности нижней границы.  

Работа выполнена в рамках бюджетной темы 

№ 124021600038-9. 
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