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О статистических свойствах  каскадных  

моделей турбулентности 
А. В. Шестаков†, П. Г. Фрик‡ 

Институт механики сплошных сред УрО РАН, Пермь, Россия 
† shestakov@icmm.ru 
‡ frick@icmm.ru 

Проведен статистический анализ характеристик пульсаций поля скорости, спектрального 

потока энергии и скорости диссипации энергии в рамках двух типов каскадных моделей 

развитой турбулентности. Показано, что функция распределения вероятности спектрального 

потока энергии у рассмотренных моделей отличается принципиально – в одной поток энер-

гии флуктуирует, но остается в основном положительным, с очень небольшой долей отри-

цательных значений, в то время как в другой модели размах флуктуаций значительно шире 

и вероятность отрицательных значений сопоставима с вероятностью положительных. Для 

одинаковых начальных условий совпадает только статистический момент первого порядка. 

Качественное совпадение демонстрирует функция распределения скорости диссипации 

энергии. Важно, что, не смотря на столь разные статистические свойства каскадного потока 

энергии, обе модели одинаково хорошо воспроизводят статистику моментов высокого по-

рядка для пульсаций поля скорости. Этот факт заслуживает внимания, так как считается, что 

поведение структурных функций высокого порядка определяется функцией распределения 

вероятности поля скорости диссипации энергии и/или поля плотности спектрального потока 

энергии. 
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We have conducted statistical analysis of the characteristics of the velocity field pulsations, spec-

tral energy flux, and energy dissipation rate in the framework of two types of shell models of de-

veloped turbulence. It is shown that the probability distribution functions of the spectral energy 

flux of the considered models differ fundamentally: in one model the energy flux fluctuates but re-

mains mainly positive, with a very small fraction of negative values, while in the other model the 

range of fluctuations is much wider and the probability of negative values is comparable to the 

probability of positive values. For the same initial conditions, only the first-order statistical mo-

ment coincides. Qualitative coincidence is demonstrated by the distribution function of the energy 

dissipation rate. It is important that, in spite of such different statistical properties of the cascade 

energy flux, both models reproduce equally well the statistics of the high-order moments for the ve-

locity field pulsations. This fact is noteworthy because the behavior of the high-order structural 
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functions is believed to be determined by the probability distribution function of the energy dissi-

pation rate and/or the spectral energy flux density. 
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1. Введение 

В серии классических работ 1941 года А. Н. 

Колмогоров сформулировал базовые гипотезы о 

существовании в развитой турбулентности инер-

ционного интервала масштабов, в котором стати-

стические свойства турбулентности определяются 

средней скоростью диссипации энергии  , кото-

рая, в свою очередь, равна средней скорости спек-

трального переноса энергии вдоль инерционного 

интервала π [1]. Для структурных функций скоро-

сти эти гипотезы и соображения размерности дают 

степенные законы вида 

 
/3
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qq
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где vl есть разность какой-либо компоненты ско-

рости в двух точках, отстоящих на расстоянии l 

друг от друга, а порядок q равен любому целому 

числу. 

Для структурной функции третьего порядка со-

отношение (1) представляет собой точный закон 

(S3(l) = -4/5(l) – это знаменитый закон Колмого-

рова «4/5»), а для всех остальных представляет со-

бой оценку, на нестрогость которой еще в 1942 го-

ду указал Л. Ландау (подробно обсуждается во 

многих книгах, например, [2–4]). Проблема состо-

ит в том, что скорость диссипации энергии, как и 

спектральный поток энергии, есть величина слу-

чайная, а это означает, что возведение в степень 

средней величины в (1) становится некорректным. 

Влияние неоднородности поля скорости диссипа-

ции на турбулентность получило название «пере-

межаемости» и стало предметом исследований, не 

завершившихся и до настоящего времени. По сути, 

речь ведется о законе распределения вероятности 

для скорости диссипации энергии (так, А. Н. Кол-

могоров в теории локально-однородной турбу-

лентности предположил логнормальное распреде-

ление [5], а ряд авторов – логпуассоновское [6, 7]). 

Одним из самых простых инструментов иссле-

дования каскадных процессов в развитой турбу-

лентности являются каскадные модели (в англо-

язычной литературе принят термин «shell models»), 

которые, не смотря на свою простоту, воспроизво-

дят многие свойства реальных турбулентных пото-

ков. Модели этого типа предложили независимо 

друг от друга А. М. Обухов [8] и Е. Лоренц [9] в 

начале 1970-х, но популярными они стали после 

работы М. Ямады и К. Охитани [10], которые на 

базе модифицированной модели Е. Гледзера [11], 

рассмотрели поведение аналогов структурных 

функций высоких порядков и обнаружили, что они 

очень хорошо воспроизводят известные экспери-

ментальные данные. Соответствующий класс мо-

делей получил название GOY (Gledzer-Okhitani-

Yamada) и в течение почти двух десятков лет оста-

вался самым популярным типом каскадных моде-

лей (см. обзор [12]). Что касается структурных 

функций высокого порядка, наиболее подробный 

анализ целого класса моделей типа GOY был про-

веден в работе [13], в которой было показано, что 

при наборе параметров, отвечающих однородной 

изотермической трехмерной турбулентности, 

функции распределения потока энергии действи-

тельно напоминают логпуасоновские распределе-

ния. 

В начале 2000-х на смену моделям GOY при-

шли модели нового поколения, приспособленные 

для корректного описания каскада различных спи-

ральных инвариантов в турбулентности (снова от-

сылаем к обзору [12]), но как ни странно, попыток 

проверить в рамках этих моделей вопрос о функ-

циях распределения вероятности не было. 

В данной работе сделана попытка восполнить 

этот пробел. В начале исследования ответ казался 

почти очевидным (оснований ждать других зако-

нов не было), но результат оказался не совсем три-

виальным – структурные функции ведут себя в 

обоих классах моделей практически идентично, а 

функции распределения плотности вероятности 

для спектральных потоков отличаются сильно. 

Этот результат и стал основным содержанием ра-

боты. 

2. Каскадные модели 

Вопрос о статистических свойствах различных 

каскадных моделей рассмотрим на основе двух 

каскадных моделей турбулентности. Одна из них – 

известная модель GOY [13], вторая модель разра-

ботана авторами и подробно описана в работе [14]. 

Каскадные модели турбулентности подробно 

описаны в литературе, например, в [4, 12], поэтому 

описание принципов их построения и особенно-

стей опустим. Все каскадные модели турбулентно-

сти записываются для переменных Un, каждая из 

которых является коллективной характеристикой 

пульсаций скорости в сферической оболочке 

(shell), определяемой в пространстве Фурье так, 

что kn < |k| < kn+1 , а kn=n (величина определяет 

толщину оболочек). Каскадные уравнения имеют 

вид 

2
( , )

t n n n n n
d U W U U k U F   .  (2) 
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Конкретный вид модели определяется структурой 

оператора ( , )
n

W U U , который моделирует нели-

нейное слагаемое уравнения Навье-Стокса и опи-

сывает взаимодействие вихрей разного масштаба. 

Слагаемое 2

n n
k U описывает действие вязкости, 

n
F описывает внешнюю силу. Разные каскадные 

модели отличаются друг от друга видом оператора 

( , )
n

W U U . 

2.1. Модель GOY 

Каскадная модель GOY сформулирована в 

комплексных переменных и для однородной изо-

тропной трехмерной турбулентности имеет вид [4] 
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Модель GOY в невязком пределе и отсутствии 

внешней силы имеет два интеграла движения (как 

и трехмерные уравнения Эйлера). Это энергия 

пульсаций скорости  
*

2

n n

n

U U
E  , 

и второй интеграл 
*

( 1)
n

n n n

n

H k U U  , 

выступающий аналогом спиральности (спирально-

стью называется интеграл от скалярного произве-

дения векторов скорости и завихренности). 

Модель GOY по классификации обзора [12] от-

носится к моделям типа L2 (нелинейный оператор 

включает локальные взаимодействия масштаба n с 

соседними масштабами, от n–2 до n+2). 

2.2.Модель ND-C 

Вторая модель, которую будем обозначать аб-

бревиатурой ND-C (комплексное обобщение моде-

ли Новикова-Деснянского), относится по той же 

классификации к моделям типа L1 (нелинейный 

оператор включает локальные взаимодействия 

масштаба n с соседними масштабами, от n–1 до 

n+1). Уравнения модели запишем в виде  
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Модель (5) также имеет два интеграла движе-

ния. Энергия определена точно также, как и в мо-

дели GOY (4), а второй интеграл, являющийся 

аналогом спиральности и имеющий соответству-

ющую размерность, имеет вид  

 2 * 21
( )

4
n n n

n

H k U U
i

  . 

Модель содержит два весовых коэффициента 

1
1   и 5/2

2
 

  . Свойства этой модели по-

дробно описаны в [14]. 

3. Показатели скейлинга 

структурных функций 

 

 
Рис. 1. Структурные функции Sq в зависи-

мости от S3, полученные с помощью модели 

GOY (а) и модели ND-C (б) для Re=105 

Уравнения (4) и (5) решались численно для 

числа Рейнольдса Re=105 и внешней силы Fn, дей-

ствующей с единичной мощностью только на са-

мом большом масштабе (k0 = 1) – на макро, или 

внешнем масштабе турбулентности. Решения 

уравнений носят хаотический характер и структур-

ные функции определяются путем осреднения на 

значительном интервале времени (порядка тысяч 

безразмерных единиц времени). Инерционный ин-

тервал со степенной зависимостью для структур-

ных функций вида 

~
q

q n n
qS U k
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устанавливается в интервале волновых чисел 

k2 < k < k12. Для определения показателей скейлин-

га q  используется метод, известный под аббреви-

атурой ESS (Extended Self-Semilarity [15]) и состо-

ящий в том, что структурные функции 

произвольного порядка строятся не как функции 

масштаба l, а как функции структурной функции 

третьего порядка, которая в инерционном интерва-

ле строго линейна по l. Метод широко использует-

ся при определении скейлинговых показателей по 

экспериментальным и численным данным [4], так 

как позволяет существенно точнее определить зна-

чения показателей q  

Результаты вычислений структурных функций 

в рамках обеих моделей показаны на рис. 1 в двой-

ном логарифмическом масштабе. Можно отме-

тить, что на одинаковой выборке данных (интерва-

лы интегрирования обеих моделей были равны) 

модель (5) дает более гладкие зависимости, но вы-

численные методом наименьших квадратов значе-

ния показателей q оказались практически одина-

ковыми. Эти значения, вычисленные по 

результатам расчета обеих моделей, приведены на 

рис. 2 вместе с аналитической кривой, получаемой 

по формуле Ше–Левека [6]  

  /3
2 1 2 / 3

9

q

q

q
    , 

которая до настоящего времени остается лучшей 

аппроксимацией имеющихся экспериментальных 

данных. Можно видеть, что обе модели воспроиз-

водят эту зависимость практически точно. 

 
Рис. 2. Скейлинговые показатели q струк-

турных функций, для модели GOY и ND-C, 

полученные с применением гипотезы ESS, в 

сравнении с аналитической формулой Ше-

Левека (SL) 

4. Плотность распределения 

вероятности спектральных потоков 

и скорости диссипации энергии 

Для середины инерционного интервала (n=6) в 

течение всего расчета регистрировались значения 

спектрального потока энергии π и по полученным 

выборкам строилась функция распределения веро-

ятности ( )P  . Одновременно вычислялась инте-

гральная скорость диссипации энергии 
2 *

n n n

n

k U U  , для которой также строилась 

функция распределения плотности вероятно-

сти ( )P  .  

На рис. 3 приведены функций распределения 

плотности вероятности для спектрального потока 

энергии для модели GOY и модели ND-C. Расчеты 

выполнены для числа Рейнольдса Re=105, длина 

выборки в обоих случаях одинакова и составила 

2×106 точек. Время выборки – 1000 единиц време-

ни оборота крупномасштабного вихря.   

 

 

Рис. 3. Функция распределения плотности 

вероятности спектрального потока энер-

гии P(π) в середине инерционного интервала 

для моделей GOY (вверху) и ND-C (вни-

зу), 1   

Рисунок 3 свидетельствует о принципиально 

разной структуре спектрального потока энергии в 

двух моделях. В модели (4) функция распределе-

ния вероятности уходит в область отрицательных 

значений, но плотность вероятности в отрицатель-

ной области быстро падает, а отрицательные зна-

чения не превышают значения –0.2. Максимальное 
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значение потока достигает 4.2. Наиболее вероят-

ное значение составляет порядка 0.5 и максимум 

достаточно пологий. Модель (5) дает значительно 

более широкий разброс значений потока (пример-

но от -7 до +10), причем плотность вероятности 

имеет острый максимум при  ~0. Следует под-

черкнуть, что средний поток при этом в обеих мо-

делях одинаковый, <> =1. 

 

 
Рис. 4. Функция распределения плотности 

вероятности скорости диссипации энергии 

P(ɛ) для модели GOY (вверху) и ND-C (вни-

зу), 1   

На рис. 4 показаны распределения плотности 

вероятности скорости диссипации энергии. В этом 

случае результаты, полученные двумя моделями, 

различаются не столь существенно. Скорость дис-

сипации энергии всегда положительна и ее среднее 

значение в обеих моделях одинаково. Разброс зна-

чений в модели (5) несколько больше (максималь-

ные значения достигают 5, а в модели (4) – при-

мерно 4), а максимум более острый. Нужно 

напомнить, что каскадные модели являются спек-

тральными моделями и не описывают простран-

ственное распределение каких-либо величин. По-

этому значения скорости диссипации энергии, 

получаемые суммированием диссипации по всем 

масштабам, оказывается существенно более сгла-

женной величиной, чем спектральный поток энер-

гии. 

Сравнение распределений плотностей вероят-

ности обеих величин, полученное в разных каскад-

ных моделях турбулентности позволяет сделать 

вывод о том, что конкретный вид нелинейного 

слагаемого определяет характер пульсаций спек-

трального потока энергии (несмотря на то, что 

скейлинг структурных функций модели дают прак-

тически идентичный). В модели ND-C размах 

пульсаций значительно выше (коэффициент экс-

цесса равен 550 против значения 130 в модели 

GOY) – устойчивый средний поток энергии к ма-

лым масштаба формируется на фоне сильных 

флуктуаций, в которых максимальные значения 

обратного (инверсного) потока энергии значитель-

но превышают его среднее значение.  

5. Заключение 

Проведен статистический анализ характеристик 

пульсаций поля скорости, спектрального потока 

энергии и скорости диссипации энергии в рамках 

двух типов каскадных моделей развитой турбу-

лентности. Показано, что функция распределения 

вероятности спектрального потока энергии ( )P   у 

рассмотренных моделей отличается принципиаль-

но – в модели GOY поток энергии флуктуирует, но 

остается в основном положительным, с очень не-

большой долей отрицательных значений, в то вре-

мя как в модели ND-C размах флуктуаций значи-

тельно шире и вероятность отрицательных 

значений сопоставима с вероятностью положи-

тельных. Для одинаковых начальных условий сов-

падает только статистический момент первого по-

рядка  . Остальные статистические моменты, 

коэффициенты асимметрии, эксцесса и т.д. не сов-

падают. Качественное совпадение демонстрирует 

функция распределения скорости диссипации 

энергии ( )P  , но и в этом случае количественные 

различия имеют место, хотя момент первого по-

рядка   также совпадает. Важно, что, не смотря 

на столь разные статистические свойства каскад-

ного потока энергии, обе модели одинаково хоро-

шо воспроизводят статистику моментов высокого 

порядка для пульсаций поля скорости. Этот факт 

заслуживает внимания, так как считается, что по-

ведение структурных функций высокого порядка 

определяется функцией распределения вероятно-

сти поля скорости диссипации энергии и/или поля 

плотности спектрального потока энергии. 
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