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Для оценки условий получения однородного электрического поля численно решена задача 
растекания электрического тока в проводнике, заключенном в канал произвольной проводи-
мости. В качестве числового критерия однородности растекания выбрана длина участка, на 
котором величина радиальной компоненты плотности электрического тока не превышает 1% 
максимума вдоль оси канала. Установлен нелинейный характер зависимости длины участка 
однородного растекания тока от аспектного отношения канала и толщины стенок. Увеличе-
ние длины канала при фиксированном диаметре позволяет достигнуть однородного растека-
ния тока на более чем 80% длины канала при аспектном отношении более 10. Зависимости 
длины участка однородного растекания от толщины стенок имеет локальный экстремум при 
толщине стенки менее 0.4 радиуса трубы. В зависимости от отношения проводимостей 
стенки и среды экстремальная точка может быть как локальным минимумом (хорошо прово-
дящая стенка), так и локальным максимумом (плохо проводящая стенка). Зависимость длины 
участка однородного растекания тока от протяженности токоподводов линейна, однако 
наклон графика определяется отношением проводимостей среды и стенки. 
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The problem of electric current flow in a conductor enclosed in a channel of arbitrary conductivity 
is solved numerically to estimate the conditions for obtaining a homogeneous electric field. The 
length of the section at which the value of the radial component of the electric current density does 
not exceed 1% of the maximum along the channel axis was chosen as a numerical criterion for the 
homogeneity of the flow. We detected the nonlinear character of the dependence of the length of the 
section of homogeneous current flow on the aspect ratio of the channel and on the wall thickness. 
By increasing the channel length at a fixed diameter, it is possible to achieve uniform current flow 
along more than 80% of the channel length with an aspect ratio greater than 10. The dependence of 
the length of the homogeneous spreading section on wall thick-ness has a local extremum at wall 
thickness less than 0.4 of the pipe radius. Depending on the ratio of conductivities of the wall and 
the medium, the extreme point can be either a local minimum (a well conducting wall) or a local 
maximum (a poorly conducting wall). The dependence of the length of the section of homogeneous 
current flow on the length of current conduits is linear, but the slope is determined by the ratio of 
conductivities of the medium and the wall. 
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1. Введение 

Многофазные МГД-течения становятся акту-
альной научной задачей современности [1]. Моде-
лирование течений жидких металлов с частицами 
примесей (оксидов, солей и др.) является важным 
при разработке технологических устройств для по-
лучения сверхчистых материалов, а также компози-
тов с заданными физическими и механическими 
свойствами (так называемых функциональных ма-
териалов). Применение той или иной модели мно-
гофазной среды требует определения значений 
большого числа коэффициентов, зависящих как от 
свойств отдельных фаз, так и от характеристик про-
цесса [2]. 

Наиболее информативным подходом к модели-
рованию двухфазных потоков является метод Эй-
лера-Лагранжа. Он заключается в решении уравне-
ний движения (1) для определения положения 
отдельных частиц примеси и континуальных урав-
нений (2), (3) (Навье-Стокса и неразрывности) для 
описания движения несущей жидкости [3, 4]: 

=
8

− − + , (1) 

+ ⋅ ∇ = −
1

∇ + + , (2) 

∇ ∙ = 0.                                                                (3) 

Здесь mp – масса частицы, Xp – радиус вектор поло-
жения центра масс частицы в выбранной системе 
координат, точками обозначены производные по 
времени, Uf – скорость, Pf – давление, ρ – плот-
ность, ν – кинематическая вязкость, d – диаметр ча-
стицы. Нижний индекс p обозначает величины, от-
носящиеся к примесным частицам, индекс f – к 
несущей жидкости. 

Слагаемые  и  обозначают внешние 
силы, воздействующие на примесь и несущую жид-
кость соответственно. Примерами таких сил могут 
послужить сила тяжести, сила плавучести или элек-
тромагнитная сила Ампера. 

Слагаемое  

8
− −  

описывает взаимодействие несущей жидкости и 
примесных частиц. Частица, имеющая отличные от 
несущей жидкости физические свойства, оказывает 
сопротивление набегающему потоку. Величина 
силы сопротивления пропорциональна разности 

скоростей частицы и потока и площади попереч-
ного сечения частицы. Коэффициентом пропорци-
ональности служит безразмерная величина CD, 
называемая коэффициентом сопротивления. 

Выбору коэффициента CD посвящено множе-
ство работ (обзоры, обобщающие существующие 
ныне модели, могут быть найдены в [3, 4, 5]). Пред-
ложенные авторами этих работ определения коэф-
фициента сопротивления базируются на весьма 
ограниченном экспериментальном материале. Бо-
лее того, описанные в литературных источниках 
модели вводятся для классических непроводящих 
сред. Стоит отметить, что получить аналитическое 
или численное выражение для коэффициента со-
противления весьма затруднительно [6], что обу-
словливает необходимость разработки надежных 
экспериментальных методик. 

Электрическая проводимость жидкости услож-
няет определение коэффициента CD, поскольку при 
протекании по среде электрического тока примес-
ные частицы с проводимостью, отличающейся от 
проводимости среды, являются источниками ло-
кальных возмущений линий электрического тока. 
Это приводит к возникновению мелкомасштабных 
электровихревых течений вокруг частиц [7], что 
еще сильнее усложняет картину обтекания и потен-
циально может изменить коэффициент сопротивле-
ния.  

С другой стороны, экспериментальное исследо-
вание влияние МГД-эффектов на величину коэф-
фициента сопротивления также требует обеспече-
ния условий однородности поля тока и 
минимизации вторичных течений, вызванных несо-
вершенством установки. Более того, в силу оптиче-
ской непрозрачности и высокой химической актив-
ности расплавов лишь ограниченное число 
измерительных техник может быть применено для 
получения информации о течении [8, 9, 10] и дви-
жении частиц в расплаве [11, 12]. Таким образом, 
исследование должно быть разбито на ряд подза-
дач, решение каждой из которых позволит обеспе-
чить реализацию комплексного измерения. 

Целью данной работы является поиск условий 
для обеспечения максимальной однородности рас-
текания электрического тока в цилиндрическом 
объёме проводящей среды, заключенном в трубу 
произвольной проводимости. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим электропроводящий цилиндр диа-
метром 2ρ, длиной L, имеющий электрическую про-
водимость σ1. Цилиндр помещен коаксиально 
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внутрь цилиндрической трубы диаметром 2R, тол-
щиной стенки d и проводимостью σ2 таким обра-
зом, что внешняя поверхность цилиндра находится 
в контакте с внутренней поверхностью трубы, как 
показано на рис. 1. На торцах цилиндра располо-
жены коаксиальные токоподводы (выделены цве-
том на рис. 1) длиной b, имеющие ту же проводи-
мость, что и материал трубы. 

 

Рис. 1. Постановка задачи: цилиндр в трубе 
отличной электропроводности с двумя ци-
линдрическими токоподводами 

Такая постановка задачи моделирует участок 
трубопровода, заполненного жидким металлом, по 
которому протекает подведенный к трубопроводу 
извне ток. 

Постановка задачи включает в себя уравнение 
неразрывности для плотности электрического тока  

∇ ∙ = 0, (4) 

закон Ома 

= , (5) 

связь вектора напряженности электрического поля 
и электрического потенциала 

= −∇ . (6) 

С учетом неоднородности электропроводности, 
объединяя уравнения (4) – (6), получим уравнение 
для электрического потенциала  

∇ ∙ (− ∇ ) = 0. (7) 

На части внешней цилиндрической поверхности 
токоподводов заданы постоянные по величине и от-
личающиеся по знаку значения электрического по-
тенциала φ+ и φ–, остальные внешние границы явля-
ются электрически изолированными. Под 
действием заданного в рассматриваемой системе 
градиента потенциала через проводящую среду те-
чет электрический ток. При этом картина растека-
ния тока зависит от геометрических параметров за-
дачи и соотношения проводимостей трубы и 
цилиндра. 

Решение задачи осуществлялось в осесиммет-
ричной постановке (рис. 2) методом конечных эле-
ментов. Использовалась неструктурированная три-
ангулярная сетка, суммарное число элементов в 
зависимости от аспектного соотношения цилиндра 
составляло порядка 104. 

 
Рис. 2. Схема расчётной области задачи 

3. Обработка результатов расчётов 

Численное решение позволяет получить дву-
мерное поле плотности электрического тока с ком-
понентами Jr и Jz. В центральной части цилиндри-
ческого объёма наиболее выраженной является 
аксиальная компонента тока Jz. Радиальная компо-
нента демонстрирует принципиальное отличие от 
нуля в области вблизи токоподводов. Будем счи-
тать, что ток протекает однородно в данном сече-
нии по координате z = z0, если 

( , ) 0.01 ∙ max ( , ) , (8) 

т.е. величина тока, протекающего в радиальном 
направлении, не превышает 1% своего максимума 
вдоль оси z. 

Таким образом можно ввести величину δ, кото-
рая по сути является длиной области однородного 
растекания тока. Рис. 3 демонстрирует графики ин-
тегрального тока, протекающего вдоль радиуса и 
оси цилиндра. Вертикальными пунктирными лини-
ями отмечена область однородного растекания 
тока, в которой величина радиального тока близка 
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к нулю и величина аксиального тока не изменяется 
вдоль оси. 

Для анализа результатов полезно ввести не-
сколько безразмерных критериев: δ/L – относитель-
ная длина области однородного растекания тока, 
d/R – относительная толщина стенки, b/L – относи-
тельная длина токоподвода, Γ = 2R/L – параметр ас-
пектного отношения и относительная электропро-
водность стенки K = σ2/σ1. 

 
Рис. 3. Определение области однородного 
растекания электрического тока. Пунктир-
ными линиями обозначены границы области 
однородного растекания тока 

4. Результаты 

Последовательно рассмотрим влияние аспект-
ного отношения, относительной длины и толщины 
токоподводов на размер области однородного рас-
текания токов. 

Поскольку целью работы является получение 
практических рекомендаций, то при рассмотрении 
описанной системы мы имеем в виду трубопровод 
реального технологического устройства, заполнен-
ный металлическим расплавом. Характерный диа-
метр трубопровода выберем 100 мм, что согласу-
ется с размерами жидкометаллических переме-

шивателей [13, 14], насосов [15, 16], кристаллизато-
ров [16, 17]. Характерная толщина стенок промыш-
ленно выпускаемых труб порядка 2–5 мм.  

Зафиксируем R = 50 мм, d = 2 мм, b = 25 мм и 
рассмотрим влияние аспектного отношения канала 
на однородность растекания тока. На рис. 4 приве-
дена зависимость относительной длины области 
однородного растекания от аспектного отношения 
области для случаев хорошо и плохо проводящей 
стенки канала.  

 
Рис. 4. Относительная длина области одно-
родного растекания тока в зависимости от 
аспектного отношения цилиндра для двух 
соотношений проводимостей среды и внеш-
ней стенки 

Выбор значений K обусловлен свойствами жид-
ких металлов. Характерные величины проводимо-
сти жидких металлов составляют порядка 3 МСм/м. 
В таком случае K = 20 соответствует стенке из элек-
тролитической меди – наилучший из доступных в 
промышленных масштабов материалов, К = 0.01 
моделирует плохо проводящую стенку. Проводи-
мость подавляющего большинства веществ лежит в 
диапазоне от 0 до ≈ 60 МСм/м, а проводимость 
жидких металлов ~ 1–10 МСм/м, поэтому выбор 
нижнего значения K является достаточно произ-
вольным в том смысле, что предельное значение 
K = 0 достижимо на практике, но является триви-
альным в контексте рассматриваемой проблема-
тики, а все K << 1 являются в широком смысле 
слова эквивалентными. Таким образом, представ-
ленные на рис. 4 графики являются предельными 
кривыми, которые отмечают границы изменения 
протяженности участка однородного растекания 
тока при удлинении канала с разным материалом 
стенок. 

Как видно из рис. 4, относительная протяжен-
ность δ/L слабо зависит от соотношения проводи-
мостей сред и существенно нелинейно зависит от 
аспектного отношения Γ канала. При Γ > 10 эта за-
висимость выходит в область плато и в более чем 
80% канала наблюдается равномерное растекание 
электрического тока (т.е. все искажения линий тока 
сосредоточены в области размещения токоподво-
дов). 
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Рис. 5. Относительная длина области одно-
родного растекания тока в зависимости от 
относительной толщины стенок цилиндра 
при нескольких отношениях проводимостей 
среды и внешней стенки 

Далее зафиксируем аспектное отношение Γ = 6 
и рассмотрим влияние толщины стенок на процесс 
растекание тока (см. рис. 5). Изменение относи-
тельной толщины приводит к нелинейной зависи-
мости однородности растекания тока. Более того, 
график зависимости имеет точку экстремума в диа-
пазоне от 0 до 0.4 R. В зависимости от соотношения 
проводимостей материалов стенки и среды эта 
точка может быть как локальным максимумом 
(K < 1 – плохо проводящая стенка) или минимумом 
(K > 1 – хорошо проводящая стенка).  

 

Рис. 6. Относительная длина области одно-
родного растекания тока в зависимости от 
относительной длины токоподводов при не-
скольких отношениях проводимостей среды 
и внешней стенки 

В районе K = 1 зависимости δ(d) претерпевают 
изменение второй производной, т.е. при σ1 ≈ σ2 
длина участка однородного растекания тока не за-
висит от толщины стенки. Для обеспечения одно-
родности растекания предпочтительным является 
малая величина отношения проводимости стенки к 
проводимости среды, однако при этом проводи-
мость стенки должна быть достаточной для обеспе-
чения возможности протекания электрического 

тока. Предпочтительным также является выбор 
толщины стенок порядка ⅕ – ¼ радиуса канала. 

Зафиксировав аспектное отношение Γ = 6 и тол-
щину стенки d = 2 мм, рассмотрим также влияние 
протяженности токоподводов на однородность рас-
текания тока. На рис. 6 приведены зависимости 
длины участка однородного растекания от относи-
тельной длины электродов. Вне зависимости от со-
отношения проводимостей, все зависимости демон-
стрируют нисходящий тренд близкий к линейному. 
Тем не менее величина относительной проводимо-
сти стенки влияет на наклон графика (и, следова-
тельно, значение вблизи 0). Для обеспечения 
наибольшего участка однородного растекания тока 
следует выбирать слабопроводящий (в сравнении 
со средой) материал для канала и использовать как 
можно более локализованные токоподводы. Оче-
видной проблемой при таком выборе становится 
тепловыделение вследствие джоулева нагрева в об-
ласти контакта разнородных материалов. 

5. Заключение 

В работе изучено влияние аспектного отноше-
ния, толщины стенок и протяженности токоподво-
дов на однородность растекания электрического 
тока в канале, заполненном электропроводящей 
средой. Установлен нелинейный характер зависи-
мости длины участка однородного растекания тока 
от аспектного отношения. При аспектном отноше-
нии более 10 зависимость выходит в область плато 
и слабо зависит от дальнейшего увеличения длины 
канала. Наиболее сильная зависимость наблюда-
ется при аспектных отношениях меньше 5. 

Зависимость длины участка однородного расте-
кания тока от толщины стенок канала нелинейна и 
имеет локальный экстремум в области значений ме-
нее 0,4 радиуса канала. Характер точки экстремума 
определяется соотношением проводимостей стенки 
и среды. Это позволяет управлять степенью одно-
родности электрического поля за счет выбора гео-
метрии и материала канала как минимизировать 
возмущения поля, так и вызывать вихревые течения 
для реализации пассивного перемешивания. 

Линейная зависимость длины участка однород-
ного растекания тока от аксиального размера токо-
подводов позволяет сформулировать рекоменда-
цию: уменьшить площадь поперечного сечения 
контакта токоподводов. Тем не менее это неиз-
бежно вызовет дополнительное тепловыделение за 
счёт джоулева нагрева в области контакта. Таким 
образом, при выполнении данной рекомендации 
требуется решение конкретной тепловой задачи для 
защиты установки от выхода из строя вследствие 
перегрева и подавления возможных конвективных 
течений. 

Работа выполнена в рамках государственного 
задания Министерства науки и высшего образова-
ния Российской Федерации, тема №  
122030200191-9. 
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