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Изучено влияние слабой закупорки на процесс транспорта тяжелой примеси через горизон-
тальный слой пористой среды. На границах слоя задан постоянный перепад концентрации, 
течение вдоль слоя создаётся постоянным перепадом давления. Настоящая задача является 
концентрационным аналогом известной задачи Хортона-Роджерса-Лапвуда (ХРЛ). Получе-
ны уравнения, описывающие транспорт примеси с учетом осаждения (иммобилизации) ча-
стиц примеси на пористом скелете. Процесс осаждения описан в рамках известной линей-
ной модели сорбции (линейной MIM модели). Закупорка предполагалась слабой, в том 
смысле, что влияние иммобильных частиц на пористость среды считалось незначительным 
и учитывалось только в уменьшении проницаемости среды. Найдено, что основное решение 
этой системы допускает режим стационарной фильтрации вдоль слоя. При этом распределе-
ние примеси линейно, что совпадает с известным решением ХРЛ. Численно проанализиро-
вана устойчивость основного состояния. Получены и проанализированы нейтральные кри-
вые, а также минимальные значения критических параметров (числа Релея-Дарси, 
волнового числа и частоты) в зависимости от параметров системы. Показано, что возника-
ющая неустойчивость, как и в задаче ХРЛ, носит колебательный характер. Учет закупорки, 
наряду с учетом осаждения, приводит к повышению устойчивости режима стационарной 
фильтрации и затуханию колебаний. Определены границы применимости распространенной 
в литературе линейной MIM модели без учета закупорки. 
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The influence of weak clogging on the process of a heavy impurity transport through a horizontal 
layer of a porous medium is studied. A constant concentration drop is set at the boundaries of the 
layer, the flow along the layer is maintained by a constant pressure drop. The present problem is a 
concentration analog of the well-known Horton-Rogers-Lapwood (HRL) problem. The equations 
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describing the transport of the impurity taking into account the deposition (immobilization) of the 
impurity particles on the porous skeleton are obtained. The deposition process is described in the 
framework of the well-known linear sorption model (linear MIM model). Clogging is assumed to 
be weak in the sense that the influence of deposited particles on porosity is considered to be negli-
gible and is taken into account only with respect to the reduction of the permeability of the medi-
um. It is found that the basic solution to this system admits the regime of stationary filtration along 
the layer. In this case, the impurity distribution is linear, which coincides with the known HRL so-
lution. The stability of the basic state is analyzed numerically. Neutral curves as well as minimum 
values of critical parameters (Rayleigh-Darcy number, wave number, and frequency) depending on 
the system parameters are obtained and analyzed. It is shown that the arising instability, as in the 
HRL problem, is oscillatory by nature. Taking into account the clogging (along with taking into ac-
count the deposition) leads to an increase in the stability of the stationary filtration flow and attenu-
ation of the oscillations. The study determines the limits of applicability of the linear MIM model, 
widespread in the literature, that does not taking into account the clogging. 
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1. Введение 

Процесс транспорта примеси в пористой среде 
осложняется взаимодействием частиц примеси со 
скелетом среды. В наиболее простых случаях этим 
взаимодействием пренебрегают и описывают 
транспорт с помощью стандартной модели адвек-
ции диффузии (ADE) [1]. Однако результаты, по-
лученные в рамках такого подхода, противоречат 
многим экспериментальным данным [2]. Наиболее 
широко используемым в настоящее время подхо-
дом к описанию такого транспорта является MIM 
модель (mobile/immobile media) [3]. В рамках этой 
концепции предполагается, что примесь можно 
разделить на две «фазы»: подвижную (движущую-
ся с потоком жидкости) и неподвижную (сцеплен-
ную или адсорбированную). В этом случае перенос 
примеси осуществляется через подвижную фазу и 
описывается моделью ADE с дополнительным сла-
гаемым, которое описывает отток примеси в непо-
движную фазу.  

Поскольку концентрация выражается двумя 
функциями, необходимо дополнительное уравне-
ние, описывающее кинетику обмена примеси меж-
ду фазами [4]. Конкретный вид кинетического 
уравнения определяется характером взаимодей-
ствия примеси со скелетом среды [3]. В случае, ес-
ли концентрация примеси велика, появляется 
необходимость учитывать эффект насыщения не-
подвижной фазы. Поскольку только конечный 
объем примеси может осесть на стенку необходи-
мо ограничивать интенсивность адсорбционного 
потока, что приводит к нелинейной модели с 
Ленгмюровской изотермой сорбции [5]. В случае 
же, если объемная концентрация примеси суще-
ственно ниже объема порового пространства, ли-
нейная MIM модель [6] дает хорошее согласие с 
экспериментальными данными. Более подробную 

информацию о различных моделях можно найти в 
работе [7]. 

Задача о конвекции в горизонтальном слое по-
ристой среды довольно подробно изучена в лите-
ратуре. Настоящая задача аналогична классиче-
ской задаче Хортона–Роджерса–Лэпвуда (ХРЛ) [9, 
10]. Режим течения в рамках задачи ХРЛ опреде-
ляется двумя безразмерными параметрами: без-
размерным горизонтальным волновым числом и 
числом Рэлея–Дарси. Последнее число характери-
зует действие сил плавучести, которые приводят к 
возникновению конвективного течения. В работе 
[10] также было проведено исследование случая 
проницаемой верхней границы – в такой ситуации 
минимальное значение критического числа Рэлея и 
волновое число уменьшаются. 

Устойчивость режима однородной фильтрации 
жидкости вдоль горизонтального слоя пористой 
среды при наличии заданного внешнего потока 
изучалась в работах [11, 12]. В этом случае ско-
рость внешнего потока описывается дополнитель-
ным безразмерным параметром – числом Пекле. В 
работе [11] показано, что наличие горизонтальной 
прокачки вдоль слоя приводит к замене монотон-
ного режима неустойчивости на колебательный 
режим. Однако критические значения волнового 
числа и числа Рэлея–Дарси не меняются, а частота 
колебаний оказывается пропорциональной числу 
Пекле. Более того, позже в работе [13] показано, 
что модулированный во времени внешний поток 
влияет на колебательный режим течения, но порог 
остается неизменным. 

В дальнейшем задача была усложнена учетом 
иммобилизации частиц растворенного вещества с 
использованием MIM-подхода [13, 14]. Исследо-
вание проводилось численно в рамках линейной 
[14] и фрактальной [15] MIM-модели. Показано, 
что учет иммобилизации частиц приводит к появ-
лению зависимости критических параметров (чис-
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ла Релея-Дарси, волнового числа, частоты) от па-
раметров задачи: интенсивности внешнего поток, 
параметров адсорбции и десорбции.  

В настоящей работе проведено уточнение мо-
дели, описанной в работе [15], а именно, произве-
ден учет влияния немобильных частиц на проница-
емость. Рассмотрение проведено для случая малой 
концентрации примеси, поэтому для описания 
транспорта примеси была использована линейная 
MIM модель [6]. Поскольку наличие адсорбиро-
ванных частиц приводит к сокращению объема 
пор, что, в свою очередь, обусловливает увеличе-
ние гидравлического сопротивления среды или па-
дение проницаемости. В настоящей работе пред-
полагается, что пористость меняется медленно и 
можно использовать модель с однозначной зави-
симостью. Как показывают экспериментальные 
данные, наиболее универсальной моделью такого 
типа является формула Козени-Кармана [8], кото-
рая и используется в настоящей работе. 

Настоящая статья состоит из трех частей. В 
первой части обсуждается уточнение модели 
транспорта примеси при наличии слабой закупор-
ки, применение полученных уравнений к течению 
в горизонтальном слое, а также вид основного со-
стояния системы. Во второй части исследована 
устойчивость основного состояния, получены 
нейтральные кривые в пространстве параметров 
системы. Последняя часть является заключением и 
посвящена обсуждению результатов работы. 

2. Постановка задачи 

2.1. Основные уравнения 

Для описания транспорта примеси рассмотрим 
некоторый объем насыщенной пористой среды V . 
Обозначим за 0V  объем порового пространства 

чистой (незагрязнённой) пористой среды объема 
V . При фильтрации через пористую среду смеси 
предположим, что часть примеси может оседать на 
стенках скелета и, как следствие, объем порового 
пространства будет уменьшаться. Обозначим за iV  

объем, занимаемый примесью, осевшей на стенки 
пор, при этом  пусть lV  обозначает объём несущей 

жидкости, а mV  – объём свободной примеси, пере-

носимой общим потоком жидкости. Следователь-
но, можно ввести новую величину p l mV V V   – 

текущий объем поры, т.е. объём пространства, в 
котором несущая жидкость и свободная примесь 
могут перемещаться. При этом, очевидно, что  

0 p iV V V  . Поделив этот объем на объем пори-

стой среды V , получаем 

0 p i
VV V

V V V
 . (1) 

В этом соотношении по определению величина 

0 0 /V V   является пористостью чистой среды 

(без примеси). Тогда отношение /pV V   можно 

назвать текущей пористостью среды, а слагаемое 

/iV V Q   определяет объемную концентрацию 

осевшей части примеси. В этих терминах равен-
ство (1) перепишется следующим образом: 

0 Q    . (2) 

Определим объемную концентрацию подвиж-

ной части примеси как /m pC V V , разделив для 

этого выражение p m lV V V   на текущий объем 

поры: 

1 l

p

V

V
C   , (3) 

где /l pV V  есть объемная концентрацией несущей 

жидкости в текущем поровом пространстве. 
Уравнение для эволюции концентрации полу-

чим из законов сохранения массы. Запишем закон 
сохранения массы для частиц примеси:  

   divm i
c

V V
C Q

t V V t
 

         
J  . (4) 

Здесь поток массы cJ  – это поток подвижной при-

меси и, согласно закону Фика, может быть записан 

как c D C C  J v  , где D  – эффективный ко-

эффициент диффузии, v – скорость жидкости в 
поре. Тогда уравнение (4) можно переписать как  

   divC Q D C C
t
      


v    . (5) 

Аналогичным образом можно записать закон 
сохранения для массы несущей жидкости: 

div ,l l lV V V
D

t V V V

                                  

v  (6) 

что с учетом (3) имеет вид 

       1
div 1 1 ,

C
D C C

t




 
    


v


   (7) 

суммируя выражения (5) и (7) с учетом (4), полу-
чаем, что для скорости верно условие несжимае-
мости: 

 div div 0,  v u  (8) 

где u v  – скорость фильтрации.  

В настоящем исследовании мы ограничиваемся 
случаем слабой закупорки и малой начальной кон-
центрации, в этом случае можно считать, что по-
ристость постоянна 0   везде, кроме проница-

емости. Таким образом, транспорт примеси 
описывается системой уравнений: 
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   0 0div ,

div 0.

C Q D C C
t
     




u

u

   
 (9) 

Данную систему уравнений необходимо допол-
нить еще двумя соотношениями: уравнением, свя-
зывающим поле скорости с внешними задаваемы-
ми параметрами, а также уравнением, 
описывающим переход примеси из подвижного 
состояния в неподвижное (кинетическим соотно-
шением). Для связи скорости фильтрации с при-
ложенным внешним давлением будем использо-
вать известное уравнение Релея-Дарси [16]: 

  ,cp C
 

 
 u g   (10) 

где     – проницаемость среды,  – коэффици-

ент динамической вязкости,  – плотность несу-

щей жидкости, c – коэффициент концентрацион-

ного расширения, g – гравитационное ускорение. 

Поскольку мы ограничены случаем малых кон-
центраций, можно предположить, что оседание ча-
стиц на стенки пор происходит достаточно мед-
ленно без существенного изменения формы 
пористой среды. В этом случае можно использо-
вать соотношение Козени-Кармана [8]: 

 
 

3

2
,

1

  





 (11) 

где   – параметр Козени-Кармана, связанный с 

геометрическими свойствами пористой среды.  
Переход примеси из подвижного состояния 

(фазы) в неподвижное будем описывать в рамках 
MIM подхода [3]. В случае слабых концентраций, 
как было показано в [6, 14], линейная модель 
сорбции является применимой, ее и будем исполь-
зовать в настоящем исследовании 

 d

Q
C K Q

t
  


   , (12) 

где , dK – коэффициенты массопереноса и рас-

пределения примеси, соответственно [17]. 
Таким образом, замкнутая система уравнений, 

которая описывает транспорт примеси в пористой 
среде с учетом слабой закупорки, имеет вид: 
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div 0,

,
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.

c

C Q D C C
t

p C

Q
C KQ

Q
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u

u g

u

   







   (13) 

Применим описанную модель к задаче о филь-
трации примеси в горизонтальном слое пористой 
среды. 

2.2. Задача о горизонтальном слое 

Рассмотрим фильтрацию примеси через беско-
нечный горизонтальный слой пористой среды (рис. 
1). Будем считать, что смесь состоит из несущей 
несжимаемой жидкости и мелкодисперсной тяже-
лой примеси. Фильтрация обеспечивается задан-
ным постоянным градиентом давления в горизон-
тальном направлении. Между верхней и нижней 
границами поддерживается постоянный перепад 
концентрации. Горизонтальные границы предпола-
гаются непроницаемыми для жидкости.  

 

Рис. 1. Конфигурация задачи 

Представим уравнения (13) в безразмерной 
форме, выберем следующие единицы измерения 
для искомых переменных:  

 
   
   

2

0

0 0 0

, [ ] / ,

/ , ,

, .

L h T h D

u D h p Ah

q C c C C C


  

 
 
   

 

Тогда уравнения (13) перепишутся в следую-
щем виде: 

 
  

 0 0

,

,

,

div 0,

1 ,

t

p

t

C Q C C

Pe P R C

Q aC bQ

C Q

U

U j

U

 

 

      





  

  




   (14) 

где вектор j – единичный вектор, направленный 

вдоль поля тяжести.  
В данной задаче мы ограничимся случаем сла-

бой начальной концентрации, поэтому будем счи-
тать, что величина 0 1C Q  . Раскладывая прони-

цаемость в ряд по этому малому параметру, 
получаем 

  00 0 11 C Q Q     .  
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Здесь   23
0 0 01      – проницаемость чистой 

среды,    1

1 0 0 0 03 1 C        – малая добавка, 

связанная с возможной адсорбцией примеси и опи-
сывающая слабую закупорку среды. 

Таким образом, система (14) содержит следу-
ющие безразмерные параметры: безразмерные ко-
эффициенты адсорбции и десорбции 

2 2
0 / , /da C L D b K L D   , число Пекле 

 0/Pe AL D   , описывающее интенсивность 

фильтрации вдоль слоя, и число Релея-Дарси 

 0 0/сRp С g L D    , описывающее интенсив-

ность течения возникающего из-за сил плавучести. 
Кроме того, систему характеризуют пористость 
чистой среды 0  и начальная концентрация мо-

бильной компоненты 0С . 

Обсудим граничные условия. Будем считать, 
что на границах слоя задан постоянный перепад 
концентрации и они не проницаемы для жидкости. 
Поток вдоль слоя создается постоянным перепа-
дом давления: 

1 00
0, ,

/ 1.

yy

x

c c С

P x





 

  
 (15) 

2.3. Основное состояние 

Рассматриваемая задача (14)–(15) допускает 
решение, соответствующее режиму стационарной 
горизонтальной фильтрации, которое может быть 
записано в следующем виде: 

   
  

0 0

0

, ,

,0 .

q Q y c C y

U U y

 


  (16) 

Подстановка (16) в (14) дает следующее реше-
ние в основном состоянии  
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Как и ожидалось, концентрация примеси имеет 
линейное распределение, что совпадает с получен-
ными ранее результатами без учета закупорки [3, 
14]. Следует отметить, что несмотря на то, что ре-
шение (17), полученное для случая слабой заку-
порки отличается от решения, полученного без 
учета [14], лишь коэффициентом, это приводит к 
тому, что скорость жидкости вдоль слоя уже не яв-
ляется постоянной и зависит от проницаемости 
среды. 

2.4.Малые возмущения 

Перейдем к изучению устойчивости этого со-
стояния, для этого рассмотрим задачу о малых 
возмущениях вида: 

0Q Q q  , 0 ,C C c    

 0 / , /U U y x      


. 

Для удобства перейдем к функции тока для 
возмущений  . В этом случае задача (14) с гра-

ничными условиями (15) с учетом линеаризации 
по возмущениям может быть записана в виде: 
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Стоит отметить, что без учета закупорки 
( 1 0   ) система переходит в 
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что совпадает с видом, полученным в работе [14]. 
Для случай нормальных возмущений система 

(18) перепишется в виде 
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3. Результаты 

Система (19) решалась численно методом диф-
ференциальной прогонки [18]. Решение системы 
(19) имеет вид стандартной нейтральной кривой, 
представленной на рис. 2. 

Как видно из рисунка, в случае от отсутствия 
иммобилизации и закупорки, т.е. при значениях 
a=0 и 0( ) const    , результаты вычислений 

совпадают с классически результатами, получен-

ными в работе [11]:  22 2 2Rp k k  . При учете 

иммобилизации, но постоянной проницаемости 

0( ) const    , как отмечено в работе [14], 

устойчивость системы повышается. Результаты, 
полученные в данной работе, совпадают с резуль-
татами, полученными ранее в [14]: 

     22 2 2 2 2 2 2 2 2Rp k k k k a b         . 

Учет слабой закупорки приводит к еще большему 
повышению устойчивости (сплошная линия на 
рис. 2). 
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Обратимся к зависимостям минимальных зна-
чений числа Релея, частоты нейтральных колеба-
ний и волнового числа от параметров задачи. 

Как можно увидеть из рис. 3, интенсивный ре-
жим горизонтальной фильтрации более устойчив, 
так как интенсивный поток делает возмущения 

концентрации примеси более однородной. Одно-
родность растворенного вещества также приводит 
к ускорению перехода примеси между фазами, что, 
в свою очередь, увеличивает частоту колебаний. 
Волновое число критических возмущений не явля-
ется монотонным, но его вариация  в  зависимости 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 2. Зависимости числа Релея (а) и частоты (б) от волнового числа. Для случая отсутствия за-
купорки и иммобилизации – штрих-пунктирная линия, для случая отсутствия закупорки но с уче-
том иммобилизации –пунктирная линия, с учетом закупорки и иммобилизации  сплошная 
( 0 0.005C  ). Значения остальных параметров  0 0.4  , 4a b  , 4Pe  . 

 
(а) 

 
(б) 

 
(в) 

Рис. 3. Зависимости критического числа Релея (а), критической частоты (б) и волнового числа 
(в) от числа Пекле. Для случая отсутствия закупорки – штрих-пунктирная линия, с учетом за-
купорки сплошная линия ( 0 0.005C  )  0 0.4  , 4a b  . 
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(а) 

 
(б) 

 
(в) 

Рис. 4. Зависимости критического числа Релея (а), критической частоты (б) и волнового числа (в) от 
параметра адсорбции. Для случая отсутствия закупорки – штрих-пунктирная линия, с учетом заку-
порки: сплошная ( 0 0.005C  ) и пунктирная ( 0 0.01C  ). 0 0.4  , 4b  , 2Pe   

 
(а) 

 
(б) 

 
(в) 

Рис. 5. Зависимости критического числа Релея (а), критической частоты (б) и волнового числа (в) от 
параметра десорбции. Для случая отсутствия закупорки – штрих-пунктирная линия, с учетом заку-
порки: сплошная ( 0 0.005C  ) и пунктирная ( 0 0.01C  ). 0 0.4  , 4a  , 2Pe   
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от числа Ре не превышает 10%. Это позволяет кон-
тролировать распределение примеси, регулируя 
скорость внешнего потока. Влияние закупорки при 
этом заметно только на графике Релей–Пекле. То 
есть учет закупорки незначительно повышает 
устойчивость системы, но не оказывает влияния на 
частоту и форму колебаний. 

При малых значениях параметра адсорбции, 
как видно из рис. 4, критическое число Релея–
Дарси возрастает почти линейно, как это было по-
лучено ранее без учета закупорки [17]. Этот рост 
можно объяснить переходом примеси из подвиж-
ной фазы в неподвижную. Рост достигает макси-
мума при одном и том же значении параметра а, 
но при этом максимальное число Релея увеличива-
ется с ростом эффекта закупорки.  

При больших же значениях числа адсорбции 
поведение существенно отличается. Если без учета 
закупорки, как и ожидается, число Релея уменьша-
ется, то при учете даже слабой закупорки идет воз-
растание числа Релея. Это связано с тем, что все 
большее число примеси находится в немобильной 
фазе и, следовательно, значительно меняется про-
ницаемость среды, и становится сложнее возбу-
дить конвекцию. Таким образом, увеличение па-
раметра адсорбции приводит к засорению среды, 
что в свою очередь стабилизирует горизонтальную 
фильтрацию и замедляет колебательную динамику. 
При этом учет закупорки практически не влияет на 
частоту колебаний. 

На размер критических конвективных ячеек 
влияние ещё заметнее. С ростом закупорки, проис-
ходит увеличение минимального волнового числа, 
но оно не достигает максимального значения, по-
лученного, как и в случае отсутствия закупорки и 
соответствующего состоянию, когда наиболее ин-
тенсивный переход между фазами (адсорбция 
примерно равна десорбции). 

Эффекты десорбции обратны эффектам ад-
сорбции (рис. 5). С ростом параметра десорбции 
устойчивость повышается. Учет закупорки осо-
бенно заметен при малых значениях b . В этом 
случае он приводит к повышению устойчивости и 
замедлению колебательной динамики. Видно, что 
зависимость критической длины волны и частоты 
колебаний от коэффициента десорбции носит не-
монотонный характер. 

4. Заключение 

В ходе работы был исследован транспорт тяже-
лой примеси через горизонтальный слой пористой 
среды при наличии осаждения (иммобилизации) 
частиц и учете закупорки. Закупорка предполага-
лась слабой в том смысле, что влияние осевших 
частиц на пористость незначительно и сказывается 
только в уменьшении проницаемости среды. Из 
законов сохранения для подвижной примеси и не-
сущей жидкости выведены уравнения, описываю-

щие изучаемые явления. Показано, что настоящая 
задача допускает режим стационарной горизон-
тальной фильтрации с известным ранее линейным 
законом распределения примеси, однако скорость 
фильтрации вдоль слоя при учете даже слабой за-
купорки теперь является функцией координаты 
поперек слоя. 

Исследована устойчивость найденного стацио-
нарного режима фильтрации по отношению к ма-
лым возмущениям. Численно получены нейтраль-
ные кривые в широком диапазоне пространства 
параметров задачи. Показано, что возникающая 
неустойчивость, как и без учета закупорки, носит 
колебательный характер. Однако в целом, учет за-
купорки приводит к повышению устойчивости ре-
жима стационарной фильтрации и затуханию ко-
лебательной динамики системы. Определены 
значения параметров числа Пекле (характеризую-
щего интенсивность потока), безразмерных пара-
метров адсорбции и десорбции, для которых учет 
закупорки не влияет на результаты. Таким обра-
зом, определены границы применимости распро-
страненной в литературе линейной MIM модели 
без учета закупорки. 
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