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Исследуется параметрическая неустойчивость ансамбля взаимодействующих капель жидко-
сти в вибрационном поле. В положении равновесия капли имеют форму цилиндров враще-
ния, ограниченных в осевом направлении двумя параллельными твердыми поверхностями и 
окруженных несмешивающейся жидкостью. Рассматривается как линейная, так и нелиней-
ная устойчивость вынужденных колебаний капель такого ансамбля. Получены области па-
раметрической неустойчивости и исследованы нелинейные подкритические и надкритиче-
ские состояния. В случае ненулевого взаимодействия основные моды более опасны при 
наличии расстройки частоты. Продемонстрировано существование трех различных динами-
ческих режимов.  
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The parametric instability of an ensemble of interacting droplets of liquid in a vibration field is 
studied. In the equilibrium position, the drops have the form of cylinders of rotation limited in the 
axial direction by two parallel solid surfaces and surrounded by an immiscible liquid. Both linear 
and nonlinear stability of forced oscillations of droplets of such an ensemble are considered. Re-
gions of parametric instability are obtained, nonlinear subcritical and supercritical regimes are 
studied. In the case of non-zero interaction, the main modes are more dangerous in the presence of 
frequency disorder. The existence of three different dynamic regimes is demonstrated. 
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Параметрический резонанс является одним из 
наиболее часто встречающихся типов неустойчи-
вости при вибрационном воздействии на физиче-
скую систему [1]. Особенно ярко это проявляется 
при воздействии на горизонтальную поверхность 
раздела жидкость-газ поперечных вибраций (не-
устойчивость (рябь) Фарадея) [2-4] или касатель-
ных [5, 6], а также на каплю или пузырек в жидко-
сти [7–10]. В работах [8, 11] при исследовании 
вынужденных колебаний цилиндрической капли 
было показано, что при трансляционных линейных 
вибрациях параметрический резонанс возникает 
при равенстве частоты внешнего воздействия сум-
ме частот двух соседних азимутальных мод соб-
ственных колебаний. При вибрациях, продольных 
оси симметрии капли, резонанс возникает на удво-
енной частоте осесимметричной моды подобно 
случаю сферической капли [7]. 

Системы взаимодействующих осцилляторов 
обладают более сложным и богатым поведением 
благодаря различным коллективным взаимодей-
ствиям. Линейный анализ устойчивости системы 
параметрических возбуждаемых осцилляторов 
проводился в работах [12–14]. В работе [15] ис-
следовалась неустойчивость слабо нелинейных ос-
цилляторов, параметрически возбуждаемых сину-
соидальным сигналом. Было показано, что учет 
взаимодействия приводит к возникновению режи-
ма бегущей волны, который с увеличением ампли-
туды трансформируется в синхронизованное со-
стояние. 

При исследовании вынужденных колебаний 
цилиндрической капли в поле эллиптических виб-
раций [11] была предложена модель, описывающая 
ансамбль таких взаимодействующих капель 
(рис. 1). Кроме того, было обнаружено существо-
вание трех разных областей неустойчивости. 

 
Рис. 1. Геометрия ансамбля капель 

Капли плотностью *
i  имеют равновесную 

форму цилиндра вращения радиуса *R  и высотой 
*h . Капли окружены несмешивающейся жидко-

стью плотностью *
e . На систему действуют эл-

липтические вибрации частотой *  и амплитудами 
*
xA  и *

yA . 

Каждая капля в ансамбле является осциллято-
ром, взаимодействие между ними происходит че-
рез окружающую жидкость. Предполагается, что 
параметры всех капель одинаковые, но параметри-
ческое возбуждение имеет разные фазы   для раз-

ных осцилляторов. В работе [11] по аналогии с 
рассмотренными вынужденными колебаниями 
одиночной капли была записана следующая систе-
ма уравнений (урав. (8)-(9) в [11]) для ансамбля 
взаимодействующих капель с учетом трения и не-
линейных слагаемых для амплитуд a  двух сосед-
них азимутальных мод при параметрическом воз-
буждении: 
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где j  – номер капли, mr  – коэффициент трения, 

A  – амплитуда, j  – сдвиг фазы,   – частота 

внешнего воздействия, m  и m  – коэффициенты, 

характеризующие консервативное взаимодействие, 
m  – параметр взаимодействия капли с ансамблем. 

Фазы возбуждения j  распределены равномерно 

на отрезке  0,2 . Капли взаимодействуют друг с 

другом через влияние на течение в окружающей их 
жидкости. 

Уравнения (1)–(2) были записаны в терминах 
«пространственных» гармоник Фурье-
пространства для исследования линейной неустой-
чивости: 
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1m m     , 0ma A , 1 0 ma B .Здесь 

m  – частота m-й азимутальной моды собствен-

ных колебаний,   – расстройка частоты. Получен-

ная система (3)–(5) определяет области неустойчи-
вости (см. [11] с указанием на существование трех 
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различных режимов аналогично [15]), границы ко-
торых можно найти из равенства нулю собствен-
ных значений   для kA , ~ t

kB e   (нейтральных 

кривых), соответственно: 
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Области неустойчивости для различных пара-
метров задачи приведены на рис. 2 с указанием 
областей решений (3)–(5) и нейтральных кривых 
(6)–(8). С увеличением значений коэффициентов 
трения mr  растет пороговая амплитуда (ср. 

рис. 2, а и 2, б). С изменением параметров взаимо-
действия m  (ср. рис. 2, а и 2, г) неустойчивость 

для первых двух пар 0A , 1B  (3) и 1A , 0B  (4) (т.е. 

для 0k  ) возникает раньше, чем для остальных 
гармоник (5) ( 0k  ). Без учета взаимодействия 
( 1 0   m m ) решения (6)–(8) одинаковые.  

   
а б в 

Рис. 2. Области параметрического резонанса ансамбля капель: а – 0.5mr , 1 0.6 mr , 

1 1   m m ; б – 2.5mr , 1 0.6 mr , 1 1   m m ; в – 0.5mr , 1 0.6 mr , 1 0.1   m m  

   
a б в 

Рис. 3. Нелинейные режимы ( 2.5mr , 1 0.6 mr , 0.1 m , 1 0.2  m , 0.3 m , 1 0.4  m , 

1 1   m m , 2.45  ): а – 1.98A ; б – 2.2A ; в – 2.45A  
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Рассмотрим теперь подробнее нелинейные 
подкритические и надкритические режимы, опи-
сываемые полной системой (1)–(2), которые упо-
минались в [11]. Система нелинейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений (1)–(2) 
решалась численно методом Адамса. На рис. 3 
приведены динамические режимы для трех разных 
значений амплитуды вибраций A  с произвольны-
ми начальными условиями в системе из 50 капель. 
В надкритической области вблизи нейтральной 
кривой (рис. 3, а) возмущения затухают, т.е. нели-
нейность стабилизирует систему. При увеличении 
амплитуды в области неустойчивости основной 
гармоники появляется режим бегущей волны 
(рис. 3, б). Этот режим с дельнейшим ростом ам-
плитуды разрушается и переходит в режим строгой 
синхронизации, где капли ведут себя одинаковым 
образом. 
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