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Решена задача об установившемся движении магнито-жесткой частицы в переменном поле 
произвольной амплитуды и частоты в пределе слабых ориентационных флуктуаций (нуле-
вой температуры или большого объема частицы). Из условия разрешимости уравнения Фок-
кера–Планка в пределе низких температур получено корректное решение для намагничен-
ности частицы. Показано, что поглощение энергии за период поля (площадь петли 
динамического гистерезиса намагниченности) в этом случае всегда выше, чем для петли с 
конечной температурой. Иными словами, для магнитожестких частиц тепловые флуктуации 
всегда снижают их тепловыделение. Данный вывод является важным для метода магнитной 
гипертермии. 
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The problem of steady-state oscillation of a magnetically rigid particle in an AC field of arbitrary 
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a large particle volume) has been solved. From the condition of solvability of the Fokker-Planck 
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1. Введение 

Магнитная гипертермия использует в качестве 
источника тепла суспензии магнитных однодомен-
ных частиц. Магнитные наночастицы вводятся в 
организм пациента и затем подвергаются воздей-
ствию переменного магнитного поля, что приводит 
к их нагреванию. Это нагревание может быть ис-
пользовано для лечения определенных заболева-
ний, таких как рак, путем уничтожения опухоли 
или инактивации патогенных клеток. В ходе разви-
тия этого метода, который сейчас переходит из ла-
боратории в клиническую практику, отрабатывает-
ся эффективность нагрева в зависимости от 
размера, типа и функционализации частиц, а также 
от частоты и амплитуды поля [1, 2].  

Теоретической основой для всех видов гипер-
термии является магнитодинамика мелких частиц. 
Происходящее нагревание, независимо от состоя-
ния матрицы, может быть сформулировано в тер-
минах динамического магнитного гистерезиса, где 
площадь петли А представляет собой энергию, 
рассеиваемую частицей за период поля, а произве-
дение ωА пропорционально удельной потере энер-
гии в этом процессе. В простом приближении теп-
ло, генерируемое частицей, равно теплу, 
передаваемому ее окружению. 

Детали происходящего динамического гистере-
зиса (ДГ) в значительной степени зависят от кон-
кретной магнитодинамики частицы. В настоящей 
работе в качестве модельной среды для изучения 
ДГ рассматривается разбавленная суспензия одно-
доменных магнитожестких частиц в ньютоновской 
жидкости. При малых амплитудах поля динамика 
частицы в суспензии описывается флуктуацион-
ным Броуновским процессом с характерным вре-
менем релаксации B, пропорциональным темпера-
туре. Розенцвейгом в работе [3] было предложено 
феноменологическое расширение теории броунов-
ской восприимчивости наночастиц на случай про-
извольных полей. Однако при таком подходе не 
учитывалось влияние магнитного поля на время 
поворота частицы. Между тем именно магнитное 
поле, при больших его значениях, формирует ха-
рактерное время отклика частицы 0. Время0, в от-
личие от B , не зависит от температуры, поэтому 
соответствующий процесс является атермическим. 
Кинетический подход на основе уравнения Фокке-
ра–Планка позволяет единым образом описать ДГ 
сурерпарамагнитной частицы во всем диапазоне 
полей и температур [4, 5]. В работе [5] нами было 
показано, что для полей большой амплитуды, ко-
гда магнитоориентационные флуктуации отходят 
на второй план, кинетический подход радикаль-
ным образом поправляет феноменологическую 
теорию Розенцвейга. Однако в работе [5] рассмот-
рение не было доведено до логического конца, а 
именно корректного вывода из уравнения Фокке-

ра–Планка магнитодинамики частицы в атермиче-
ском процессе, т.е. в случае полного отсутствия 
флуктуаций. Задача предельного перехода к нуле-
вой температуре оказалась не столь тривиальной, 
как представлялась в [5]. Настоящая статья при-
звана заполнить этот пробел. План статьи следую-
щий: в разделе 2 для единства изложения повторя-
ется полное решение задачи в рамках 
кинетического подхода из работы [5]. Раздел 3 по-
священ корректному вычислению атермического 
предела из уравнения Фоккера–Планка, а в разде-
ле 4 обсуждается соответствующий этому пределу 
гипертермический эффект с точки зрения оптими-
зации процесса. 

2. Основные уравнения 

Рассмотрим однодоменную частицу, находя-
щуюся в суспензии в немагнитной жидкости и 
подвергающуюся внешнему полю Н. Зависимая от 
ориентации частицы часть энергии определяется 
следующим образом:  

cosU H   ,                 (1) 

где  - угол между полем и магнитным моментом 
частицы. Величина последнего определяется фор-
мулой μ = MSVm, где MS – намагниченность фер-
ромагнетика а Vm – объем магнитного «ядра» ча-
стицы. При наличии тепловых флуктуаций 
магнитное состояние частицы описывается функ-
цией распределения ориентации W(,t), которая 
подчиняется уравнению Фоккера–Планка 

1
2 sin ,

sinB

W W dU W

t kT d
 

   
            

     (2) 

здесь мы представляем характерное время ориен-
тационной релаксации двумя способами, которые 
полезны для дальнейших рассуждений: 

0

0

3 / ,   

3 / ,   / ,
B V kT

V H H kT

  
    
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 
       (3) 

где  – вязкость жидкости, а V – полный «гидро-
динамический» объем частицы, учитывающий 
наличие у нее немагнитного поверхностного слоя 
и внешней оболочки. Для крупных частиц разме-
ром 50 нм величинаB ≈ 10–3 с в воде при комнат-
ной температуре. Соответственно, при ξ = 10 вре-
мя 0 на порядок меньше B. 

Статистические свойства равновесия ансамбля 
частиц следуют из распределения Гиббса  

1
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и, следовательно, все равновесные моменты Pl0 
полиномов Лежандра Pl(cos) могут быть найдены 
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аналитически, например, Pl0 =L() является 
функцией Ланжевена. 

Для неравновесной ситуации функция распре-
деления сохраняет осевую симметрию, задаваемую 
полем, поэтому также может быть представлена в 
виде ряда по полиномам Лежандра 

1

1
( , ) (2 1) ( )

4 l ll
W x t l P P x





  .                   (5) 

Здесь средние Pl, в отличии от Pl0, являются 
функциями времени. Подставляя это разложение в 
уравнение (2) и интегрируя по ориентациям части-
цы, получаем трехдиагональную систему уравне-
ний для средних полиномов Лежандра: 

 1 1

2
,

( 1) 2 1
B

l l l l

d
P P P P

l l dt l

 
   

 
     (6) 

где l=1, 2, 3… и P0 = 1. 
Мы рассматриваем диссипацию в неравновес-

ной ситуации, вызванную линейно поляризован-
ным полем H(t) = H0 cost. Чтобы найти стацио-
нарное осциллирующее решение, все Pl в 
уравнении (6) представим в виде фурье-ряда, ча-
стоты которого кратны  : 

( ) .ik t
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
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                 (7) 

Таким образом, уравнение (6) превращается в од-
нородное трехдиагональное матричное рекуррент-
ное соотношение [9]: 





0 0 0
1, 1 1, 1

1, 1 1, 1

2
1

( 1) 4 2

                                     0;

lk l k l k

l k l k

i
Q Q Q

l l l

Q Q

  
   

   

 
      

  
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здесь 0 – безразмерный параметр, характеризую-
щий отношение амплитуды поля H0 к температуре, 
в соответствии с уравнением (3). Аналогично, че-
рез амплитудное значение поля в уравнении (8) 
определяется и атермическое время релаксации 0. 
Граничными условиями системы (8) являются 
Q00 = 1 и Q0k = 0 при k  0  

Решая уравнение (8) методом матричной про-
гонки [6], вычислим набор амплитуд Qlk с любой 
желаемой точностью. Предметом нашего интереса 
являются зависимости амплитуды Q11 от безраз-
мерных параметров 0 и 0. 

Потеря энергии за один цикл в каждой частице 
определяется площадью петли динамического ги-
стерезиса  

1 0 11P dH H Q      ,              (9) 

которая содержит только мнимую компоненту ам-
плитуды Q11. Потеря мощности, рассчитанная на 
единицу объема (также называемая удельной поте-

рей мощности или удельным поглощением), связа-
на с площадью петли  выражением 

0 11 0 n

1 2
( ) ,

2 2
H Q H

  
 

             (10) 

где мы вводим безразмерную площадь петли, при-
веденную к единице; выбор коэффициента позво-
ляет учесть тот факт, что при измерении в едини-
цах H0 максимальная возможная площадь петли 
равна  = 4. Результаты частотной зависимости 

расчета n для некоторых значений зависящего от 

температуры параметра 0 представлены на рис. 1 
(кривые 1-4). Характерной особенностью этих 
кривых является наличие релаксационного макси-
мума, положение и высота которого определяется 
параметром 0. 

 

Рис. 1. Частотная зависимость нормализо-
ванной площади петли для 0 = 1 (1), 5 (2), 
10 (3) и 50 (4). Огибающая кривая (5) соот-
ветствует атермическому пределу 0=∞ 

Во флуктуационном пределе 0 << 1 имеет ме-
сто теория линейного отклика, где вместо беско-
нечной цепочки уравнений (6) достаточно рас-
смотреть одно уравнение, выражающее 
Броуновский механизм релаксации в чистом виде 

1 1

1
( )

3B

d
P P t

dt
        .           (11) 

Из уравнения (11) для площади петли ДГ получаем  

20
0 02 2

( ) ,
3 1

B

B

H H
 

  
 

 


            (12) 

где  – диссипативная компонента линейной ди-
намической восприимчивости частицы. Как пока-
зывает уравнение (12), площадь петли ДГ достига-
ет максимума при B ~1. В пределе высокой 
частоты  убывает  (B/0)–1 = (0)–1; соответ-

ственно, удельная потеря мощности насыщается на 
не зависящем от температуры уровне 
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2
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s
0

( )
.

18 6

H H

V

 
 

                                         (13) 

3. Атермический предел  

В этом случае также доступно аналитическое 
представление для P1. Условие 0 >> 1 означает 
слабое влияние тепловых флуктуаций на динамику 
частицы. Скорость ее вращения определяется из 
баланса моментов магнитных и вязких сил, дей-
ствующих на частицу, и выражается уравнением 

0

1
sin cos .

2

d
t

dt
  


                                   (14) 

Траектория вращательного движения частицы, 
полученная путем интегрирования уравнения (14), 
может быть записана для ориентационной коорди-
наты x(t) = cos(t) в виде 
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           (15) 

где x0 – начальная ориентация частицы. Параметр 
x0 является интегралом движения: его значение не 
меняется при периодическом вращении магнитно-
го момента частицы по замкнутой орбите 
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            (16) 

тем самым параметр x0 отличает одну возможную 
орбиту частицы от других. Естественным образом 
возникает вопрос о функции распределения f(x0). 
Зная ее, можно найти временную эволюцию сред-
ней ориентации магнитного момента частицы 

1

0 0 0

1

cos ( ) ( , ) ( )t x t x f x d x


   .          (17) 

Будем называть эту функцию распределением ор-
бит по ориентациям, подразумевая под x0 ориента-
цию частицы в начале каждого цикла установив-
шегося движения. В работе [5] мы предполагали, 
что f(x0), являясь изотропной функцией в началь-
ный момент времени, остается таковой и в после-
дующем. Фактически это означает отсутствие пе-
реходного процесса в системе; стационарный 
режим устанавливается сразу в момент включения 
поля. Такое предположение дает следующий ре-
зультат [5]: 
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             (18) 

Разложив это выражение численно в ряд Фурье 
по , можно найти амплитуду первой гармоники 
при любой частоте. Предел 0 >> 1 доступен ана-
литически в виде асимптотического ряда: 

 11 3
0 0

1 1
.

3 120( )
Q

 
     .          (19) 

Зависимость площади петли гистерезиса, вычис-
ленной на основании уравнения (18), изображена 
на рис.1 пунктирной линией. Как видно, она не яв-
ляется огибающей семейства кривых с растущим 
параметром 0 и, следовательно, уравнение (18) 
нельзя считать корректным решением задачи ди-
намического гистерезиса в отсутствие флуктуаций. 
Для нахождения правильного выражения для 
функции распределения f(x0) вновь обратимся к 
уравнению Фоккера–Планка (2), записав его в виде 
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t x
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                            (20) 

Здесь флуктуационный член уравнения вынесен в 
правую часть с малым параметром 1/0. Легко про-
верить, что левая часть уравнения (20) тожде-
ственно обращается в 0 при подстановке решения 
в виде 

0
0( ) ( .

( , )
)

x
W

t
x f x

x

x



           (21) 

где f – произвольная функция распределения, а для 
временной и пространственной зависимости пере-
менной x0 используется формула (16). Фактически 
уравнение (20) без правой части и уравнение вра-
щательной динамики частицы (14) в этом случае 
эквивалентны. Условие разрешимости полного 
уравнения (20) с правой частью накладывает огра-
ничение на функцию f и позволяет найти ее в яв-
ном виде. Сравним выражения под знаком про-
странственной производной в левой и правой 
частях уравнения (20). Первое является конвектив-
ным переносом функции распределения потоком, а 
второе выражает диффузионный перенос в попе-
речном потоку направлении. Оказывается, услови-
ем разрешимости уравнения Фоккера–Планка с 
малым параметром при операторе Лапласа являет-
ся отсутствие результирующего диффузионного 
переноса W при движении по замкнутой траекто-
рии [7]. В нашем случае это условие выражается в 
виде равенства нулю интеграла за период  

2

0

(1 ) 0
T W

x dt
x


 

 .              (22) 

Порядок вычисления в левой части (22) следую-
щий: дифференцируем W в виде (21) по координа-
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те х, затем всюду заменяем ее по формуле (15) и 
полученное выражение интегрируем по периоду: 

2 2
2 0 0

2
00

(1 ( ) ) 0
T x xf

x t f dt
x x x

             
 . 

В результате получим дифференциальное уравне-
ние первого порядка для искомой функции распре-
деления 

2 2
0 0 0

0 0

0 0
0

1
1 (1 )

1
2 1 0.

f
x x I

x

x I f





   
         

  
    

   

 

Решая его, находим: 

0 0
0

2

0

0
0

1 cos 1

(cos )

1 1

f

C

I I




 

 
  




   
   
   

       (23) 

Здесь I0 – модифицированная функция Бесселя 
первого рода нулевого порядка, C – нормировоч-
ная константа: 

2
0

0

0 0
0 0

1
1

1
.

2 1 1
arctan 1 1

I

С

I I



 

 
 

 
              

 (24) 

 

Рис. 2. Функция распределения орбит при 
разных частотах: 0 = 0.1 (1), 1(2), 10(3) 

Как видно из рис.2, при малых частотах (что 
соответствует левой части рис. 1) функция распре-
деления выраженно анизотропная. По мере увели-
чения частоты анизотропия сглаживается. 

Подстановка (24) в (17) приводит к следующе-
му выражению для временной эволюции средней 
ориентации магнитного момента частицы  

0
0 0 0

0
0 0

sin( ) 1 sin( )
sinh

sin( ) 1
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t t
I C

t
I

 
  


 



   
   

   
   

   
   

. (25) 

Разложив это выражение численно в ряд Фурье 
по , можно найти амплитуду первой гармоники 
при любой частоте. Предел 0 >> 1 доступен ана-
литически в виде асимптотического ряда: 

11 3
0 0

1 1
.

3 360( )
Q

 
    .                         (26) 

Отличие ряда (26) от (19) начинается со второ-
го члена разложения. Зависимость площади петли 
гистерезиса, вычисленной на основании уравнения 
(23), изображена на рис.1 кривой (5). Как видно, в 
отличие от штриховой линии, она является огиба-
ющей семейства кривых с растущим параметром 
0, что подтверждает корректность проведенных 
расчётов. 

4. Обсуждение 

Как видно из рис. 1, атермический режим явля-
ется наиболее эффективным с точки зрения тепло-
выделения за один цикл переменного поля. Осо-
бенно наглядно это проявляется при низких 
частотах в левой части рисунка. Понятно, что пу-
тем увеличения частоты и амплитуды поля, мощ-
ность нагревания (10) формально можно сделать 
сколь угодно большой. Однако для медицинских 
применений переменных магнитных полей суще-
ствует эмпирическое ограничение, которое опре-
деляет физиологически приемлемый уровень про-
изведения частоты поля на его амплитуду. Это 
ограничение называется правилом Брезовича [8]:  

6 8

,

6 10  Гц Оэ =5 10  Гц А/м.

fH C

C



  
                 (27)  

На основании рис.1 сделаем оценки для опти-
мальных значений частоты и амплитуды поля, по-
лагая, что их произведение в формуле (10) фикси-
ровано правилом Брезовича. Кривая 5 имеет точку 
перегиба, т.е. участок самого крутого падения, при 
0.244. Ограничим частоту поля сверху этим значе-
нием. Решая совместно систему уравнений 

6 / 0.244, ,Vf H fH C              (28) 

находим значения частоты и амплитуды поля 

0.244 6
,

6 0.244
S m

S m

CM V VC V
f H

V M V




  .   (29) 

Полагая MS = 400 Гс (феррит), V/Vm ∼ 10 и η ∼ 
10−2 П (вода), из уравнений (31) получаем доста-
точно разумные оценки: f = 17.6 кГц, H = 340 Оэ = 
27 кА/м.  
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