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На примере решения одномерной задачи переноса скаляра с учетом диффузии показано, что 
эффект диффузии может приводить к завышению скорости, определенной с помощью метода 
лагранжевых меток, состоящего в измерении времени прохождения метки между двумя рас-
положенными в канале датчиками. Для получения модельных сигналов уравнение переноса 
решалось численно для различных начальных распределений скаляра, после чего фиксиро-
вались значения скаляра в двух пространственных точках. Показано, что в жидких металлах, 
отличающихся высокими значениями электро- и теплопроводности, эффект может быть за-
метен. Определено предельное число Пекле, начиная с которого диффузионные эффекты не 
вносят погрешность в измерения. Показано, что для высокочастотных сигналов диффузион-
ный эффект не будет проявляться в силу быстрого затухания возмущений. Приведены оценки 
чисел Пекле с учетом турбулентных коэффициентов переноса. Показано, что в развитых тур-
булентных течениях диффузионный эффект может проявляться из-за существенного вклада 
мелкомасштабной турбулентности. 
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By solving a one-dimensional scalar transport equation with diffusion, it is shown that the diffusion 
effect can lead to an overestimation of the velocity determined by the Lagrangian particle tracking 
method, which consists in measuring the time of passage of a flow tracer between two sensors located 
in the channel. To obtain model signals, the transport equation was solved numerically for different 
initial scalar distributions, after which the scalar values at two spatial points were recorded. It is shown 
that in liquid metals characterized by high electrical and thermal conductivity, the effect can be no-
ticeable. The limiting Peclet number, starting from which diffusion effects do not introduce error into 
measurements, was determined. It is shown that for high-frequency signals the diffusion effect will 
not manifest itself due to the rapid attenuation of perturbations. The paper provides estimates of Peclet 
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numbers with turbulent transfer coefficients taken into account. It is shown that in developed turbulent 
flows the diffusion effect can appear due to a significant contribution of small-scale turbulence. 
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1. Введение 

Измерение скорости потока широко востребо-
вано как в науке, так и на практике. Для прозрачных 
сред существует большое количество точечных и 
полевых методик, основанных на оптических и ла-
зерных методах. В случае непрозрачных сред, в 
частности, жидких металлов, оптические методы 
использовать нельзя, поэтому наиболее часто при-
меняются ультразвуковые, термопарные и электро-
магнитные способы. Наиболее востребованные 
приложения связаны с измерением расхода в ядер-
ных реакторах с жидкометаллическим теплоноси-
телем [1] и металлургии [2]. Опыт показывает, что 
для работы с горячими потоками жидких металлов 
лучше всего подходят расходомеры с жестким ка-
налом и без движущихся частей. В этом случае 
практически все методы основаны на электромаг-
нитных способах, реализующихся в электромагнит-
ных расходомерах [3, 4]. В настоящее время различ-
ные исследовательские группы заняты разработкой 
и исследованием расходомеров для жидких метал-
лов. Опыт показывает, что расходомеры с жестким 
каналом и без движущихся частей лучше всего под-
ходят для использования в чистом жидком натрии. 
Расходомеры с температурной корреляцией демон-
стрируют высокую чувствительность даже при ма-
лых расходах. Однако для адекватной работы этих 
устройств необходимо, чтобы вместе с потоком пе-
редавались пульсации температуры. Такие пульса-
ции присутствуют во многих исследуемых тече-
ниях. Тем не менее есть риск, что они потеряют 
свою интенсивность во время движения к расходо-
меру. 

Среди известных методов измерения скорости 
(расхода) при течении по каналам жидких металлов 
особое место занимают методики, основанные на 
измерении времени перемещения потоком какого-
либо трассера (метки) от одного датчика до другого 
[5]. В качестве такой метки могут использоваться 
любые поддающиеся измерениям возмущения по-
лей скорости, температуры, концентрации при-
меси, магнитного поля. По сути, речь идет о реги-
страции перемещения лагранжевой жидкой 
частицы, помеченной тем или иным способом. Пре-
имущество этих методов состоит в том, что они яв-
ляются абсолютными и нуждаются только в калиб-
ровке для преобразования средней скорости в 
расход с учетом профиля скорости в канале. 

На практике чаще всего требуется определять 
расход при турбулентном течении жидкости в ка-
нале. В этом случае требуется либо обеспечить до-
статочно устойчивые к турбулентной диффузии 

метки, либо перейти к статистическому анализу 
сигналов двух датчиков, отстоящих на заданном 
расстоянии. В последнем варианте речь идет о 
кросскорреляционных измерениях какой-либо ха-
рактеристики потока, в частности, температуры 
(если поток неизотермический). Для сигналов двух 
датчиков строится кросскорреляционная функция, 
максимум которой соответствует среднему времен-
ному сдвигу между сигналами. По значению этого 
временного сдвига и расстоянию между датчиками 
определяется скорость течения жидкости. В каче-
стве первичного датчика при этом используются 
различные типы термопреобразователей [6]. Их 
преимуществом являются малый размер и возмож-
ность использования в специфических условиях, 
например, при измерении расхода в ядерных реак-
торах с жидкометаллическим теплоносителем [7]. 
Метод устойчиво работает в сильных магнитных 
полях [8] и активно используется в лабораторных 
исследованиях при невысокой температуре [9]. 

В атомной и металлургической промышленно-
сти в основном используют методы, основанные на 
регистрации пульсаций скорости с помощью элек-
трических или электромагнитных датчиков [10]. 
Пульсации создаются либо установленным в ка-
нале твердым препятствием, либо "магнитным" 
препятствием, созданным внешним электромагни-
том. В частности, разработана методика, в которой 
пульсация создается электромагнитными силами с 
помощью вращающегося магнитного поля [11]. 

Однако любой метод лагранжевых меток осно-
ван на гипотезе Тейлора о том, что температурные 
возмущения «вморожены» в жидкую среду. Ме-
таллы обладают очень хорошей электро- и тепло-
проводностью и ошибки в оценке скорости могут 
возникать за счет диффузии метки даже в ламинар-
ном потоке. Уровень погрешности определяется 
свойствами среды, скоростью металла и расстоя-
нием между датчиками. Систематического анализа 
границ применения методов лагранжевых меток ав-
торам не известно и именно он является целью дан-
ной статьи. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим одномерный перенос некоторой 
скалярной величины φ (например, температуры или 
концентрации примеси) потоком жидкости вдоль 
оси ОХ. Для простоты будем считать, что скорость 
потока V постоянна и однородна. Пусть в началь-
ный момент времени распределение скаляра φ0 од-
нородно всюду, кроме некоторой локализованной 
области вблизи точки x0. Таким образом задача сво-
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дится к рассмотрению эволюции начального лока-
лизованного возмущения скаляра, которое перено-
сится потоком с скоростью V и диффундирует. 

Для определения скорости переноса будем 
определять значение скаляра в каждый момент вре-
мени t в двух пространственных точках x1 и x2 
(схема постановки задачи приведена на рис. 1). В 
результате получим два временных сигнала 
φ1(t) = φ(x1, t) и φ2(t)  = φ(x2, t). Определяя положе-
ния максимумов этих сигналов и зная расстояние 
между точками регистрации сигналов, можно опре-
делить скорость переноса как 

ܸ∗ ൌ
argmaxሾ߮ଶሺݐሻሿ െ argmaxሾ߮ଵሺݐሻሿ

ଶݔ െ ଵݔ
. ሺ1ሻ 

 

Рис. 1. Схема задачи: начальное возмущение 
генерируется в точке x0, а затем перено-
сится потоком и регистрируется в точках 
x1 и x2 

В одномерном случае уравнение переноса ска-
ляра с учетом диффузии имеет вид 

߲߮
ݐ߲

൅ ܸ
߲߮
ݔ߲

ൌ ߚ
߲ଶ߮
ଶݔ߲ , ሺ2ሻ 

где β – коэффициент диффузии. Считается, что мак-
симум исходного распределения и точки регистра-
ции сигналов находятся достаточно далеко от гра-
ниц области, так что влиянием граничных условий 
можно пренебречь. Для обезразмеривания уравне-
ния (2) выберем в качестве единицы длины рассто-
яние между точками регистрации сигналов 
d = x2 - x1, единицы скорости – скорость потока V, 
времени –  d / V, скаляра – Ф = max[φ0]. В безраз-
мерном виде уравнение (2) записывается как 

߲߮
ݐ߲

൅
߲߮
ݔ߲

ൌ Peିଵ ߲ଶ߮
ଶݔ߲ , ሺ3ሻ 

где Pe – аналог числа Пекле. Формальное аналити-
ческое решение уравнения (3) записывается с помо-
щью интеграла Пуассона 

߮ሺݔ, ሻݐ ൌ

ൌ
Pe

ݐߨ√2
න ߮଴ሺݔᇱሻ exp ቊെPe

ሺݔ െ ᇱݔ െ ሻଶݐ

ݐ4
ቋ .ᇱݔ݀

ାஶ

ିஶ

 ሺ4ሻ
 

Для получения модельных сигналов уравнение (3) 
решалось численно в пространстве Фурье, после 
чего на каждом шаге по времени проводилось об-
ратное преобразование. В силу использования 
быстрого преобразования Фурье такой подход ока-
зывается менее затратным по вычислительному 
времени, чем вычисление модельных сигналов с ис-
пользованием интеграла Пуассона (4). 

3. Перенос возмущений простой 
формы 

В качестве начальной формы возмущений рас-
смотрим несколько функций – одиночный импульс, 
функция Гаусса, ее первая и вторая производные. 
Вид таких начальных возмущений показан на 
рис. 2. Отметим, что скалярная величина по сути 
является нормированным отклонением какой-либо 
характеристики жидкости от ее среднего значения. 
По этой причине отрицательные значения скаляра 
допустимы. 

 

Рис. 2. Вид рассмотренных начальных воз-
мущений: единичный импульс (вверху слева), 
функция Гаусса (вверху справа), первая про-
изводная функции Гаусса (внизу слева), вто-
рая производная функции Гаусса (внизу 
справа) 

Вычисления скорости по соотношению (1) пока-
зывают, что до некоторого значения числа Пекле 
получаемое значение скорости систематически ока-
зывается выше, чем реальная скорость потока. Ха-
рактерное значение числа Пекле, при котором ско-
рость определяется точно (с точностью до шага по 
времени, соответствующего частоте дискретиза-
ции) для всех типов начальных возмущений, со-
ставляет примерно 5∙10–3.Зависимость отношения 
вычисленной скорости от числа Пекле представ-
лена на рис. 3. Из рисунка видно, что для более про-
стых начальных возмущений (одиночный импульс 
и функция Гаусса) «критическое значение» числа 
Пекле меньше, чем для начальных возмущений, ко-
торые включают значения скаляра обоих знаков. 

Причина появления систематической погреш-
ности связана с влиянием диффузии. За время про-
хождения метки мимо датчика возмущение продол-
жает деформироваться. Как следствие, максимум 
временного сигнала смещается влево (см. рис. 4). 
При малых числах Пекле это смещение оказывается 
существенным, что и приводит к систематическому 
завышению скорости. При этом, конечно, в физиче-
ском пространстве возмущение продолжает оста-
ваться симметричным. 
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Рис. 3. Отношение вычисленной скорости к 
истинной в зависимости от числа Пекле для 
различных распределений (синий – одиноч-
ный импульс, черный – функция Гаусса, зеле-
ный – первая производная функции Гаусса, 
фиолетовый – вторая производная функции 
Гаусса). Синей пунктирной линией показано 
аналитическое решение для начального воз-
мущения в виде дельта-функции 

 

Рис. 4. Временные сигналы при различных 
значениях числа Пекле: Pe = 20 (слева), 
Pe = 3000 (справа). Форма начального рас-
пределения – функция Гаусса, черная линия 
соответствует сигналу, снятому в точке 
x1, красная – сигналу в точке x2 

Стоит отметить, что зависимость отношения вы-
численной скорости к истинной может быть полу-
чена аналитически в том случае, если начальное 
распределение представляет собой дельта-функ-
цию. При такой форме начального возмущения ин-
теграл (4) вычисляется аналитически и для сигна-
лов φ1(t) и φ2(t) могут быть получены явные 
выражения: 

߮௜ሺݐሻ ൌ
Pe

ݐߨ√2
exp ቆെPe

ሺݐ ൅ ଴ݔ െ ௜ሻଶݔ

ݐ4
ቇ , ሺ5ሻ 

где i = 1,2. Интересующий нас максимум данных 
функций достигается в точках 

௜ݐ ൌ
ඥ4 ൅ 4Peଶሺݔ଴

ଶ െ ௜ݔ଴ݔ2 ൅ ௜ݔ
ଶሻ െ 2

2Pe
, ሺ6ሻ 

а скорость, соответствующая сдвигу по времени 
между максимумами двух сигналов, определяется 
выражением 

ܸ∗ ൌ
݀

ଶݐ െ ଵݐ
ൌ

Pe

√1 ൅ 4Peଶ െ √1 ൅ Peଶ
. ሺ7ሻ 

Из рис. 3 видно, что при данном аналитическом ре-
шении скорость может быть определена точно при 
значительно более малых числах Пекле. Это под-
тверждает гипотезу о том, что чем более «простая» 
функция используется в качестве формы началь-
ного возмущения, тем ниже значения требуемых 
чисел Пекле для достижения максимальной точно-
сти определения скорости. 

4. Перенос возмущений в виде 
волновых пакетов 

Реальные сигналы, регистрируемые, например, 
термопарами при использовании метода темпера-
турной корреляционной расходометрии, зачастую 
имеют достаточно сложный спектральный состав. 
Хорошо известно, что высокие гармоники затухают 
быстрее низких. В предыдущем разделе рассматри-
вались сигналы, спектр которых содержит частоты 
в большом диапазоне. В процессе диффузии высо-
кочастотная часть быстро затухает, а наличие низ-
кочастотной составляющей обеспечивает возмож-
ность зарегистрировать возмущение спустя 
достаточно длительное время. 

Иная ситуация может сложиться в случае 
начальных возмущений, пространственный спектр 
которых сосредоточен в некотором узком диапа-
зоне частот. При больших значениях коэффициента 
диффузии (либо при большом расстоянии между 
точками регистрации сигналов) амплитуда высоко-
частотного возмущения может стать настолько ма-
лой, что сигнал не сможет быть зарегистрирован. 

Для оценки влияния диффузионного эффекта в 
описанном случае рассматривались локализован-
ные начальные возмущения типа волновых пакетов 

߮଴ሺݔሻ ൌ exp ቆെ
ሺݔ െ ଴ሻଶݔ

ܾଶ ቇ sinሺ݇଴݇ݔሻ. ሺ8ሻ 

Вид таких начальных возмущений представлен на 
рис. 5. В расчетах использовались значения пара-
метров b = 1/80ln2, k0 = 40π. 

 

Рис. 5. Вид начальных возмущений в виде ло-
кализованных волновых пакетов при k = 3 
(слева) и k = 10 (справа) 

Для каждого значения частоты начального воз-
мущения k определялось минимальное число 
Пекле, при котором скорость переноса определя-
ется точно. Также определялось наименьшее число 
Пекле, при котором сигнал в точке x2 в принципе 
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может быть снят. Для этого принималось, что воз-
мущение скаляра может быть зарегистрировано, 
если его амплитуда не меньше, чем 10-3 (напомним, 
что начальная амплитуда возмущения равна 1). По-
казано, что диффузионный эффект имеет место 
только для низкочастотных возмущений с k < 3. 
Для того, чтобы возмущение с большей собствен-
ной частотой было зарегистрировано во второй 
точке, необходимы большие значения чисел Пекле, 
при которых диффузионный эффект уже не наблю-
дается и скорость потока определяется точно. Зави-
симость минимальных чисел Пекле от частот 
начальных возмущений приведена на рисунке 6. 

 

Рис. 6. Зависимости минимального числа Пекле, 
при котором скорость потока определяется 
точно (черная линия), и минимального числа 
Пекле, при котором начальное возмущение мо-
жет быть зарегистрировано в точке x2, от ча-
стоты начального возмущения 

Из представленного результата можно сделать 
вывод о том, что для высокочастотных возмущений 
диффузионный эффект едва ли может внести по-
грешность в определение скорости в том случае, 
если возмущение может быть измерено в точке x2. 

5. Влияние турбулентной диффузии 

Потоки, текущие в каналах технологических 
устройств, являются турбулентными. Наличие тур-
булентности приводит к эффективному увеличе-
нию коэффициентов диффузии. Для определенно-
сти рассмотрим расходомер вихрепролетного типа, 
для которого лагранжевыми метками являются ло-
кализованные вихри, а коэффициентом диффузии – 
вязкость. 

Наличие турбулентной диффузии может суще-
ственно уменьшить параметр Pe (поскольку в зна-
менателе в этом случае стоит вязкость, то это уже 
не число Пекле, но суть параметра не меняется) и 
привести к появлению систематической погрешно-
сти определения скорости вследствие диффузион-
ного эффекта. Из экспериментов Никурадзе [12] из-
вестно, что распределение турбулентной вязкости 
по радиусу трубы круглого сечения имеет макси-
мум на половине радиуса и в большом диапазоне 
чисел Рейнольдса Re = U R / υ (U – характерная 

скорость течения, R – радиус трубы, υ – кинемати-
ческая вязкость) справедлива оценка 

்ߥ

ܴ∗ݒ
ൌ 0.01 ൊ 0.08, ሺ9ሻ 

где ݒ∗ ൌ ඥ߬଴/ߩ – динамическая скорость, опреде-
ляемая через касательное напряжение на стенке τ0 и 
плотность жидкости ρ. Оценку для динамической 
скорости можно получить, используя соотношение 
(см. [13]) 

ൌ ܴ∗ݒ ,2Re√ߥ  ሺ10ሻ 

откуда для турбулентной вязкости имеем 

்ߥ ∈ ൫0.01 2√ߥRe; .2Re൯√ߥ 0.08  ሺ11ሻ 

С использованием (11) можно сделать следую-
щие количественные оценки. Пусть жидкость с ки-
нематической вязкостью 2.5∙10-7 м2/c течет в канале 
радиусом 5 см со скоростью 5 см/c. Пусть расстоя-
ние между точками регистрации возмущений со-
ставляет 1 см. Числа Рейнольдса и Пекле (без учета 
турбулентной вязкости) равны в таком случае соот-
ветственно Re = 10000 и Pe = 2000. Оценивая число 
Пекле с учетом турбулентной вязкости, получим в 
зависимости от положения вихря по радиусу канала 
PeT ≈ 160 ÷ 830. При таких значениях числа Пекле 
погрешность определения скорости может состав-
лять несколько процентов. При увеличении скоро-
сти в 4 раза (Re = 40000) ламинарное число Пекле 
достигает Pe = 8000, а учет турбулентной вязкости 
приводит к оценке PeT ≈ 340 ÷ 2100. Таким обра-
зом, можно сделать вывод о том, что диффузион-
ный эффект в течениях с развитой турбулентно-
стью может приводить к появлению 
систематической ошибки при определении скоро-
сти вихрепролетным методом. 

6. Заключение 
Изучено влияние диффузии на оценку скорости 

потока с помощью метода лагранжевых меток, со-
стоящего в измерении времени прохождения метки 
между двумя расположенными в канале датчиками. 
Показано, что эффект диффузии может приводить 
к завышению оценки скорости, причем в жидких 
металлах, отличающихся высокими значениями 
электро- и теплопроводности, эффект может быть 
заметен. Параметром задачи является аналог числа 
Пекле, определенный по скорости потока, расстоя-
нию между датчиками и соответствующему коэф-
фициенту диффузии. Определено предельное зна-
чение пераметра, начиная с которого 
диффузионные эффекты не вносят погрешность в 
измерения. Показано, что для высокочастотных 
сигналов диффузионный эффект не будет прояв-
ляться в силу быстрого затухания возмущений. 
Приведены оценки чисел Пекле с учетом турбу-
лентных коэффициентов переноса. Показано, что в 
развитых турбулентных течениях диффузионный 
эффект может проявляться из-за существенного 
вклада мелкомасштабной турбулентности. 
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