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В данной работе исследуется термоконцентрационная конвекция двухкомпонентной жидко-
сти в подогреваемых снизу смежных горизонтальных ячейках пористой среды при наличии 
поля тяжести. В каждой ячейке возможна длинноволновая колебательная неустойчивость, 
для описания которой может быть применена фазовая редукция, позволяющая изучить син-
хронизацию течений. Горизонтальные границы ячеек полагаются непроницаемыми: поток 
вещества равен нулю; тепловой поток через границы является фиксированным. Вертикаль-
ные границы имеют малую теплопроводность. Движения жидкости описываются в прибли-
жении Дарси-Буссинеска; учитывается эффект Соре. Дополнительно в рассматриваемой си-
стеме есть слагаемое распределенного источника тепла, описывающее теплообмен между 
ячейками. Таким образом в уравнения вводится связь через температурное поле. Уравнения 
в длинноволновом приближении выводятся с помощью метода многих масштабов. По-
скольку аналитическое описание системы, в рамках слабонелинейного анализа, можно по-
строить только вблизи границы конвективной неустойчивости системы, а вопрос о коллек-
тивных эффектах актуален для колебательных режимов, в работе рассматривается 
исключительно случай колебательной неустойчивости. На основе уравнений для амплитуды 
колебательных мод со связью выводятся уравнения для фаз колебаний, которые являются 
ключевыми уравнениями фазового описания. Для этих уравнений найдены значения пара-
метров, при которых в системе существует режим синхронизации течений, также найдено 
решение для устойчивого синхронного режима. 
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In this work, we study the Soret-driven convection of a two-component fluid in adjacent rectangu-
lar cells of a porous medium heated from below in the presence of a gravitational field. In each 
cell, a long-wavelength oscillatory instability is possible; it can be described by means of phase re-
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duction, which makes it possible to study the synchronization of currents. The horizontal bounda-
ries of the cells are assumed to be impenetrable (including for impurities), the heat flux is assumed 
to be fixed. The vertical boundaries have low thermal conductivity. Fluid motions are described by 
the Darcy-Boussinesq approximation. Additionally, in this system there is a distributed heat source 
term describing the heat exchange between the cells. In this way, the equations become coupled via 
the temperature field. The equations within the long-wavelength approximation are derived using 
the standard method of multiple scales. An analytical description of the system within the frame-
work of a weakly nonlinear analysis can only be constructed near the threshold of the convective 
instability of the system, and the issue of collective effects is relevant for oscillatory modes; there-
fore, we restrict our study to the case of an oscillatory instability. On the basis of equations for the 
amplitudes of the coupled oscillatory modes, we derived equations for the oscillation phases, which 
are the key equations of the phase description. For these equations, we found the values of the pa-
rameters at which the system has the regime of synchronization of currents; the solution for a stable 
synchronous regime is also reported. 
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1. Введение 

Фазовое описание использовалось в различных 
областях науки, но в гидродинамике его примене-
ние остается весьма ограниченным. Это связано с 
тем, что большинство гидродинамических задач –
это распределенные системы, для которых полное 
математическое описание чрезвычайно трудоемко. 

Синхронизация ансамблей осцилляторов явля-
ется важным эффектом для многих областей физи-
ки [1]. Для количественной характеристики син-
хронности вводится понятие фазы колебаний. 
Изучение синхронизации в гидродинамических си-
стемах может дать важные знания об управлении 
тепло- и массопереносом. 

В работах [2, 3] построено коллективное фазо-
вое описание колебательной конвекции в ячейках 
Хеле-Шоу и описана динамика колебательной кон-
векции в системе. В работах [4, 5] была решена 
проблема фазового отклика для синхронизации пе-
риодических течений: в частности, описано влия-
ние периодического внешнего воздействия на не-
стационарный след, возникающий при обтекании 
цилиндра («дорожка Кармана»). 

В данной работе демонстрируется использова-
ние фазового описания для колебательной термо-
концентрационной конвекции в смежных ячейках 
пористой среды с учетом эффекта Соре. Все ре-
зультаты получены аналитически (в работах [2–5] 
фазовое описание вводится с опорой на численные 
расчеты). 

Рассматриваемая в настоящей работе система 
была выбрана как достаточно изученная гидроди-
намическая система [6], удобная для аналитиче-
ского построения фазового описания. Ранее дру-
гими авторами была исследована термоконцен-

трационная конвекция в горизонтальном слое по-
ристой среды [69]. В [6] обсуждались конвектив-
ные течения в тонком слое пористой среды, вы-
званные локализованным источником тепла или 
примеси, а также были изучены режимы поведения 
системы. В [9] продемонстрировано, что линейная 
неустойчивость механического равновесия связана 
с длинноволновыми возмущениями, и аналитиче-
ски найдена интенсивность конечно-амплитудной 
конвекции в рамках приближения плоско парал-
лельных течений. 

2. Постановка задачи 

Рассматривается термоконцентрационная кон-
векция двухкомпонентной жидкости в подогревае-
мых снизу смежных горизонтальных ячейках по-
ристой среды (рис. 1). Границы ячеек полагаются 
непроницаемыми (в том числе для примеси), теп-
ловой поток через горизонтальные границы – фик-
сированным, вертикальные границы обладают 
очень низкой теплопроводностью. Тепловая кон-
векция рассматривается с учетом эффекта Соре 
(эффект термодиффузии), в данном случае имеется 
поток концентрации примеси, который выглядит 
так: 

,T

C
D C T

T
      

 
j    

где D  и T   коэффициент диффузии и константа 

термодиффузии соответственно. 
Предполагается, что выравнивание температу-

ры между жидкостью и твердым скелетом проис-
ходит достаточно быстро, и отдельные температу-
ры для них не вводятся. При малых перепадах 
температуры и концентрации можно допустить, 
что плотность жидкости зависит от них линейно: 
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 0 0 01 ( ) ( ) ,СT T C C           

где C   концентрация тяжелой компоненты, 0   

плотность смеси при температуре 0T  и концентра-

ции 0C ,    коэффициент теплового расширения 

жидкости, 1
0 ,( / )С T PС      определяет зависи-

мость плотности от концентрации. Для потока 
концентрации изменения концентрации и темпера-
туры учитываются лишь в градиентах. Система 
координат выбирается таким образом, что плос-
кость ( , )x y  горизонтальна, 0z   и z h  – ниж-

няя и верхняя границы слоя (рис. 1). 

 

Рис. 1. Геометрия задачи 

Для описания поведения системы используется 
модель Дарси-Буссинеска [10]: 
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 (2.1) 

где v   средняя скорость (осредненная по мас-
штабам пор) жидкости в порах, m   пористость 
среды (отношение объема пор в элементе пори-
стой среды к объему этого элемента), K   коэф-
фициент проницаемости, h   высота ячейки, 

zg  eg   вектор ускорения свободного падения, 

b   отношение теплоемкости пористой среды, 
насыщенной жидкостью, к части этой теплоемко-
сти, приходящейся на жидкость в порах ( 1b  ), 
  температурапроводность пористой среды, 

насыщенной жидкостью, Q   распределенный ис-

точник тепла. Индекс 1 означает, что поля отно-
сятся к первой ячейке. Аналогичная система урав-
нений получится для второй ячейки. 

Система безразмерных уравнений, описываю-
щая поведение конечных возмущений состояния 
механического равновесия: 

,T z C z       

имеет вид 

1 1 1
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где    возмущение поля температуры,    воз-

мущение поля bT C   . Безразмерные пара-
метры: 

2
0

0

( )
, , ,T cС Ah gK D

N Ra S
T mb

  
  


    (2.2) 

где N   параметр плавучести, Ra   число Релея-
Дарси, S   обратное число Льюиса; при опреде-
лении параметра плавучести из соображений удоб-
ства явно учтено, что для многих типичных рас-
творов [11, 12] константа термодиффузии 0T  . 

В случае двух смежных тонких ячеек поля ско-
рости и температуры будут зависеть только от ко-
ординат ( , )x z , а теплообмен между ячейками мо-

жет быть описан посредством источникового 
слагаемого 

2 1( ).Q a      (2.3) 

Здесь коэффициент связи между пористыми ячей-
ками a определяется как 

2

,b h
a

Hl




  (2.4) 

где b   температурапроводность боковых стенок 

ячеек, H   толщина ячейки, l   ширина стенки 
между ячейками (см. рис. 1). 

Сделаем замену переменных и параметров: 

*

*

*

,
( ( 1))

(1 ( 1)) ,

( 1)
.

1 ( 1)

b S b

Ra NS b Ra

Nb NS b
N

NS b

 
 

  
 


 

   

Опуская звездочки и переписывая уравнения в 
терминах вертикальной компоненты скорости 1w , 

получаем 
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1 2 1 1((1 ) ),w Ra N N       (2.5) 

1 2 1
1 1 1 1 1

( )ˆ ( ) ,
( 1)

ba
b b S

t b S b

      
       

  
  (2.6) 
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1 1
10,1: 0,z w

z z

  
   

 
 (2.9) 

где 1 2 1 2
ˆ w p

z


   


  оператор конвективной 

производной, ( 1) / ( ( 1))b b b S b    . 

3. Длинноволновое приближение 

В рамках длинноволнового приближения мож-
но предположить малость горизонтальных произ-
водных поля скорости по сравнению с вертикаль-
ными. Для учета нелинейности уравнений, 
связанной с конвективной производной, верти-
кальную компоненту поля скорости нужно считать 
малой: 1~ ~w L  , где L  – характерный горизон-
тальный масштаб течений. Скалярные поля, в свою 
очередь, полагаются большими 1, , ~ ~p L    . 

В пределах данного раздела индексы, указыва-
ющие номер ячейки, опущены для краткости обо-
значений. 

Применим метод многих масштабов для систе-
мы (2.5)–(2.8) с граничными условиями (2.9), под-
ставляя в нее следующие разложения переменных: 
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В порядке 1   уравнений (2.6)–(2.7) (ведущий по-
рядок для полей   и  ) находим: 

( 1) ( 1)( , ), ( , ).x y x y         

В порядке 1  уравнений (2.5) и (2.8) (ведущий по-
рядок для поля скорости): 

(1) 2
2

( 1)
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12
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12
( , )(6 12 ).
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w N N z z
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p N N z

P x y z

 

 

     

     

 



   

Здесь введено обозначение ( , )P x y  для амплитуды 

поля давления. 

В порядке 0  уравнений (2.6)–(2.7) (первая по-
правка для   и  ): 

(0) 2 3
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В уравнениях для   и   в порядке 1  возникают 

слагаемые (1) (0) (2) ( 1)ˆ ˆ     и (1) (0) (2) ( 1)ˆ ˆ     , ко-

торые можно расписать как: 
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  (3.1) 

Также необходимо учитывать граничные условия 
(2.9) и уравнение (2.8): 

( 1) ( 1) (2)
(0) 1

20, ( ) .
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Берем интегралы от (3.1), используя равенства 
выше, и получаем 
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Конечная система уравнений с учетом всех веду-
щих поправок для некоторого аналога «химиче-
ского потенциала» 1  и температуры 1  принима-

ет вид: 
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 (3.2) 

где используется правило Эйнштейна суммирова-
ния по повторяющимся индексам и значок «тиль-
да» опущен. Для краткости уравнения записаны с 
использованием амплитуды поля давления 
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 1 ( , ) (1 )
12

Ra
P x y N N    . 

Аналогичные выкладки можно проделать для 
второй ячейки. 

4. Фазовое уравнение колебательной 
конвекции 

Аналитическое описание системы, в рамках 
слабонелинейного анализа, можно построить толь-
ко вблизи границы конвективной неустойчивости 
системы (3.2) [6]. Поскольку вопрос о коллектив-
ных эффектах актуален для колебательных режи-
мов, далее мы ограничиваемся случаем колеба-
тельной неустойчивости (см. карту режимов 
линейной неустойчивости системы на рис. 2), воз-
никающей выше порогового значения числа 
Релея–Дарси 

0

12 12
,

1

S
Ra

N





   

наблюдаемой при *1 *2N N N  , где 
2 2

*1 / ( 1)N S S S   , *2 1N  . [6] 

 

Рис. 2. Карта режимов нелинейной не-
устойчивости системы (3.1), параметр 
S=0.01 

Вблизи границы колебательной неустойчивости 
системы (3.2) [6], применяя к уравнениям метод 
многих масштабов, можно получить амплитудные 
уравнения (см. приложение 8.1): 
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где 0   частота колебаний на границе устойчиво-

сти: 
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Коэффициенты RC , AC , TC  зависят от безразмер-

ных параметров и вычисляются на основе уравне-
ний (3.2). 

Из амплитудного уравнения для 1
1 1

iA R e   

можно получить уравнения для динамики ампли-
туды 1R  и фазы колебаний 1 1 0t     [13] (см. 

приложение 8.2): 
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  (4.2) 

где 0   частота колебательного течения при 

0Ra Ra Ra  ,    фазовый сдвиг связи, K   

сила связи. 
В итоге получаем систему связанных уравне-

ний для фазы колебаний вида: 
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K

K

    

    

     

     




  (4.3) 

Это система типа КурамотоСакагучи [14]  клас-
сическая модель для изучения коллективных коле-
баний в нелинейной динамике. Для изучения взаи-
модействий между элементами и изучения 
коллективных эффектов, к этой системе может 
быть применен метод круговых кумулянтов 
[15, 16]. 

5. Синхронизация колебаний в 
смежных ячейках 

Допустим возможность несовпадения соб-
ственных частот колебательного течения в ячейках 
в связи с их неидеальной идентичностью: 

01 02   . Тогда уравнения (4.3) принимают вид 

1 01 2 1

2 02 1 2

(sin( ) sin ),

(sin( ) sin ).

K

K

    

    

     

     




  (5.1) 

В синхронном режиме 1 2 00       частота 

синхронного колебания течений в ячейках. Обо-
значая разность фаз колебаний 1 2     и за-

писывая уравнения (5.1) через 00 , получаем 

00 01

00 02

(sin( ) sin ),

(sin( ) sin ).

K

K

  

  

      

     
  (5.2) 



64 И. В. Тюлькина, Д. С. Голдобин 

Если взять разность первого и второго уравне-
ний в системе (5.2), получим 

01 02sin .
2 cosK




 
   (5.3) 

Для суммы уравнений получим 

01 02
00 sin (1 cos ),

2
K  

 
      (5.4) 

для которого (5.3) дает пару решений с различны-
ми знаками cos : 

2
2 01 02

2 2

( )
cos 1 sin 1 .

4 cosK
 




 
       (5.5) 

Отсюда можно получить значения параметров, при 
которых в системе существует синхронный режим. 

6. Устойчивость синхронного режима 

Рассмотрим возмущения синхронного режима 
для анализа его устойчивости: 

0 0 ,j j j       (6.1) 

где 01,02 00 2
t

      фазы колебаний в син-

хронном режиме, 01,02   возмущения. 

Подставляя 1  в систему (4.3), получим 

00 1 01 02 01

2 1

[sin(

) sin ].

K   

  

      

  


 

   

Используем систему (5.2) для сокращения слагае-
мых в (6.2), а также учтем только линейные воз-
мущения в слагаемом с K , тогда 

1 2 1

2 1 2

cos( )( ),

cos( )( ).

K

K

    

    

   

  

  
  

  (6.2) 

Решая задачу на собственные значения, найдем 
характеристическое уравнение 

2 2 cos cos 0,K       (6.3) 

где    собственные значения. 
Из уравнения (6.3) получаем два корня для  : 

0   и 2 cos cosK   . Найденные соб-

ственные значения   показывают, что в паре ре-
шений (5.3)–(5.5) устойчивое решение соответ-
ствует cos cos 0   , а неустойчивое – 

cos cos 0   . По этой причине режимы син-

хронных колебаний существуют при sin 1   

(5.3), когда расстройка частот удовлетворяет нера-
венству 

01 02 2 cos .K      (6.5) 

Для устойчивого синхронного режима получа-
ется 

2 2 2
01 024 cos ( )

cos .
2 cos

K

K





  

   (6.6) 

Из этого следует, что решение для устойчивого 
синхронного режима описывается выражениями 
(5.3), (5.4), (6.6).  

Уравнение (6.6) можно переписать в виде: 

01 02

1 2

1/2
2 2 2

cos 1

Im
Im Re /

Re

/4 cos .

T
R R

T

A

C
C C Ra Ra

C

C a

  

 



 
    


  

        





 (6.7) 

Выражения (8.6)(8.8) для коэффициентов RC , 

AC , TC  через безразмерные параметры приводятся 

в приложении 8.1. 

7. Заключение 

В данной работе исследованы коллективные 
эффекты, а именно, синхронизация в смежных го-
ризонтальных ячейках пористой среды в поле тя-
жести. Рассматривается термоконцентрационная 
конвекция двухкомпонентной жидкости с учетом 
эффекта Соре. Связь между ячейками происходит 
через поле температуры (теплопередача через об-
щую стенку с низкой теплопроводностью).  

Выведены уравнения динамики в длинноволно-
вом приближении с использованием метода мно-
гих масштабов. Аналитическое описание системы 
в рамках слабонелинейного анализа строится вбли-
зи границы конвективной неустойчивости. Полу-
ченные уравнения для фаз колебаний конвектив-
ных течений в двух ячейках являются системой 
типа Курамото–Сакагучи одна из классических 
моделей для изучения коллективных колебаний в 
нелинейной динамике. 

Исследована синхронизация колебаний в ячей-
ках. Ввиду того, что реальные ячейки не могут 
быть полностью идентичными, вводятся разные 
частоты колебательного течения в каждой ячейке. 
Найдены соотношения управляющих параметров 
системы, при которых существует режим синхро-
низации течений. Получено решение для устойчи-
вого синхронного режима. 

 
Работа выполнена в рамках бюджетной темы 

№ 121112200078-7. 
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8. Приложения 

8.1. Cлабонелинейный анализ на границе  
колебательной неустойчивости 

В настоящем разделе представлен слабонели-
нейный анализ на границе колебательной неустой-
чивости для вывода амплитудных уравнений си-
стемы (3.2) 

  
 

 
 

2
1

1 1 1

2 1 1 1

1
1 1 1

2 1 1 1

6

5

,
( 1)

6

5
,

i j i j

i j i j

b
b P P

t S
ba

S
b S b

P P
t

a P


 

   




  


      



     
 


     


    



 (8.1) 

с помощью метода многих масштабов. Перепишем 
систему (8.1) как 

1 21 1 2 1

1 1 2 1 1 2

( , )ˆˆ .
( , )

T
L aQ

t T




    
     

                           
(8.2) 

Наряду с этим вектор-состояния системы 

1
1

1

,


 

   
 

  

уравнение (8.2) можно записать в виде: 

 1 1 1 2

1 1 1

ˆˆ

ˆ .

L aQ
t

T


      


   

 (8.3) 

где 

2 2

2 2

ˆ ,
1 (1 )

12 12

S
x x

L
RaN Ra

N
x x

  
   

          

  

0ˆ ( 1) ,

0 1

b

b S bQ
 
     
 

 

 

31 2

1 2 3

2
1

1 2 3

1 2 3

ˆ

( 1)6

5 ( 1)
,

6

5

i j i j

i j i j

ff f
T

g g g

b gb
f P P

S b S b

g P P

    
       

     
   

             
      

 

где  (1 )
12n n n

Ra
P N g Nf   . 

На границе колебательной неустойчивости ли-
неаризованные уравнения 

L̂
t


  


  

допускают единственное нейтрально устойчивое 
решение  : 

ˆ .L i      

Для эрмитово сопряженной задачи 

ˆ ˆ, .L i L i                (8.4) 

Здесь, для 

cos cos
, ,

cos cos

kx kx

kx kx

 
 

 

 
 






          
    

  

получаем 
2 2

2
2

ˆ ,
(1 ) 1

12 12

Sk k

L RaNk Ra
N k

  
         

  

2
2

2 2

12ˆ .

(1 ) 1
12

RaNk
Sk

L
Ra

k N k



 
 
 
        

  

Допуская отклонения от границы линейной не-
устойчивости, перепишем (8.3) 

 
1 1 1

1 2 1 1 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ ,

L L
t

aQ T


     


       

 (8.5) 

где 

2 2

0 0
ˆ .(1 )

12 12

L Nk N k
 
    
 

  

Вид уравнений (8.5) диктует иерархию малости 
параметров и переменных для метода многих 
масштабов: 

(2)

(2)

(1) (2) (3)
1,2 1,2 1,2

2

1,

2

2

2

1

3
2

0 2

,

,

...,

...,

Ra Ra

a

d

dt t t t

a

 



       

  
   
  




  

 

   

где    формальный малый параметр. 
В порядке 1 : 

0

(1) (1)
1 1

0

(1) (1)
1 1 1 2

ˆ ;

( , ,...) . ..i t

L
t

A t t e c c



  



   
  

В порядке 2 : 

(2) (1) (2)
1 1 1

0 1

(1) (1) (2)
1 1 2 1

ˆ ;

( ,...), 0.

L
t t

A A t
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В порядке 3 : 

 

(3) (1) (2) (1)
1 1 1

0 2

(2) (1) (1) (1) (1) (1)
2 1 1 1 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ .

L L
t t

a Q T


  

         

       

 

Вычисляя скалярное произведение последнего 
операторного уравнения с решением эрмитово со-
пряженной задачи (8.4), получаем уравнение для 
медленной динамики амплитуды возмущения: 

 

(1)
(1)1
1

2

(2) (1) (1)
2 1

2(1) (1)
1 1

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ ˆ .

A
A L

t

a A A Q

A A T

T T

   

 

   

     

 






 


     



    

     
        

 

Подставив все выражения, мы приходим к 
уравнению (4.1): 

21
1 2 1 1 1

2

( ) ,R A T

A
C Ra A C a A A C A A

t



   


 

где 

  2 2 2 2
0 0

4 2 2
0

( 1)( )
,

12( )R

k Nk N Sk i Sk i
С

RaNk Sk i

 



   


 
(8.6) 
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(8.7) 
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2 2
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2

2
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2

2
20 0

2 4
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40( 12( ) )

( 1)

(1 ) 3 (1 )
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(1 )(1 )

(1 )( ( 1))
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S S Nk

iNb S b
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N S N S
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.

(8.8) 

8.2. Вывод уравнения для фазы колебаний 
пористой ячейки 

В данном разделе получим уравнение для фазы 
колебаний для пористой ячейки на границе коле-
бательной неустойчивости. Из амплитудного урав-
нения для 1

1 1
iA R e   можно получить уравнения 

для динамики амплитуды 1R  и фазы колебаний 

1 1 0t    . Введем в уравнении (4.1) новые обо-

значения: 

0( ), ,R AC Ra i C a K      

где K   сила связи, 0   частота колебаний на 

границе устойчивости, 0i    отклонение соб-

ственного значения линейной задачи от 0i ,    

аргумент комплексной амплитуды, т.е. отклонение 
фазы колебаний от фазы критической моды. Тогда 

1 1 1

2 1 1

1 1 1 0 1

33
2 1 1

( )

( ) .

i i i

i i i
T

R e i R e i R e

K R e R e C R e

  

  

     

  


 

Умножая это уравнение на 1ie  , 

2 1( ) 3
1 1 1 0 1 2 1 1( ) ( )i

TR i R i R K R e R C R           

и разделяя вещественную и мнимую части, полу-
чим систему уравнений:  

2
1 1 1

2 2 1

2
1 1 0 1 1

2 2 1

cos Re( )

cos( ),

sin Im( )

sin( ).

T

T

R K C R R

K R

R K C R R

K R

 

  

  

  

     
  

     
  



  

Здесь    фазовый сдвиг связи. 

Предполагается, что K  , т.е. связь слабая. 

Тогда  

1 2Re T

R R
C


   

и 

 1 0 2 1

Im
sin( ) sin .

Re
T

T

C
K

C
             

Используя выражение для фазы колебаний 

1 1 0t    , получаем 

 1 0 2 1

0 0

sin( ) sin ,

Im
Im Re ,

Re

, arg( ) arg( ).

T
R R

T

A A

K

C
C C Ra

C

K C a K C

    

 



     

 
    

 
  



 

Для второй ячейки имеем аналогичную систему 
уравнений. 
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