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Вычислена алгебра Ли, допускаемая системой уравнений равновесия нематохолестерика, 

моделирующей равновесные конфигурации упругого поля в одноконстантном приближе-

нии континуальной теории. Установлено, что в случае чистого нематика допускаемая ал-

гебра Ли десятимерна, а в случае холестерика четырехмерна. Получены частные аналитиче-

ские решения системы модельных уравнений. 

 

Ключевые слова: жидкие кристаллы; уравнение равновесия; алгебра Ли; инвариантное решение 

 

Поступила в редакцию 20.11.2021; после рецензии 12.04.2022; принята к опубликованию 12.04.2022 

Group analysis of equilibrium equations  

for a nematocholesteric 
I. I. Klebanov1,2†, O. A. Skaldin3, A. Khanna4, G. V. Sorokin1  

1 South Ural State University (National Research University), Chelyabinsk, Russia 
2 Chelyabinsk State University, Chelyabinsk, Russia 
3 Ufa Federal Research Center RAS, Ufa, Russia 
4 Indian Institute of Technology Bombay, Powai, Mumbai, India 

† klebanov.igor2010@yandex.ru 

We obtain a Lie algebra admitted by the system of equilibrium equations for a nematocholesteric, 

which models equilibrium configurations of the elastic field in the one-constant approximation of 
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1. Введение 

Жидкие кристаллы (ЖК) представляют собой 

анизотропные жидкости, характеризующиеся 

наличием макроскопического молекулярного упо-

рядочения. Это придает им сходство с твердым те-

лом, и они являются общепризнанными модель-

ными системами для изучения общих принципов 

формирования надмолекулярных структур в физи-

ке конденсированных сред. 
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С одной стороны, это связано с конечностью 

всех реальных систем, и, как следствие, на мезо-

уровне поверхностная и объемная части энергии 

становятся сравнимыми по величине. С другой 

стороны, неоднородное по пространству распреде-

ление молекулярной ориентации в ЖК, являющее-

ся основой пространственно-временной дисперсии 

свойств (твист, супертвист, гибридная ориента-

ции), неравенство поверхностной энергии на гра-

ницах плоского слоя задают дополнительную ани-

зотропию надмолекулярного характера в объеме 

ЖК. Последнее может приводить к реализации 

существенно иного типа неустойчивостей при 

внешнем воздействии по сравнению с обычным 

однородным случаем, а также определять разно-

образие как статических [1], так и динамических 

структур и их симметрию [2].  

Не менее важным является изучение влияния 

топологических особенностей границ на спектр 

равновесных конфигураций поля директора, 

например, нематического ЖК [3]. С этой точки 

зрения, представляется весьма актуальным прове-

дение группового анализа уравнений равновесия и 

их возможных решений для поля директора, свя-

занных с симметрией среды, в частности, для слу-

чая холестерического ЖК. 

Групповой анализ, областью применения кото-

рого изначально была газодинамика, в настоящее 

время охватывает широкий круг задач нелинейной 

математической физики. Например, он был 

успешно применен одним из авторов работы 

(И. И. К.) при изучении динамики самогравитиру-

ющего газа [4–6], представляющей большой инте-

рес для астрофизики. Цель настоящей работы – 

групповой анализ уравнений нематостатики. 

2. Симметрии уравнений равновесия 

нематохолестерика 

Рассматривается общая задача расчета упруго-

го поля нематического и холестерического жидко-

го кристалла в одноконстантном приближении 

континуальной теории [7]. Компоненты поля ди-

ректора (единичного вектора, указывающего 

направление преимущественной ориентации 

длинных осей молекул) представим в виде: 

𝑛1 = sin 𝛼 cos 𝛽,  
𝑛2 = sin 𝛼 sin 𝛽,  
𝑛3 = cos 𝛼, 

(1) 

где α и β – функции пространственных перемен-

ных x, y, z. В одноконстантном приближении кон-

тинуальной теории выражение для свободной 

энергии деформации упругого поля имеет вид: 

𝐹 =
𝐾

2
∫((div 𝐧)2 + (rot 𝐧)2 +

   2𝑞𝐧 rot(𝐧) + 𝑞2)𝑑𝑉,  
(2) 

где K – модуль Франка, q – параметр хиральности 

(q ≠ 0 для холестерика и q=0 для чистого немати-

ка), интегрирование проводится по объему, заня-

тому жидким кристаллом. Минимизация функци-

онала (2) приводит к системе уравнений равнове-

сия 

(𝛼𝑥𝑥 + 𝛼𝑦𝑦 + 𝛼𝑧𝑧) − sin 𝛼 cos 𝛼 (𝛽𝑥
2 +

    𝛽𝑦
2 + 𝛽𝑧

2) + 2𝑞 sin α [(𝛽𝑥 cos 𝛽 +

            𝛽𝑦 sin 𝛽) sin 𝛼 + 𝛽𝑧 cos α] = 0,  

 

sin 𝛼 (𝛽𝑥𝑥 + 𝛽𝑦𝑦 + 𝛽𝑧𝑧) + 2 cos 𝛼 (𝛼𝑥𝛽𝑥 +

          𝛼𝑦𝛽𝑦 + 𝛼𝑧𝛽𝑧) − 2𝑞 sin 𝛼 (𝛼𝑦 sin 𝛽 +

                  𝛼𝑥 cos 𝛽) = 0.  

(3) 

Генератор группы симметрии, допускаемой си-

стемой (3), будем искать в виде: 

𝑋̂ = 𝜉𝑥𝜕𝑥 + 𝜉𝑦𝜕𝑦 + 𝜉𝑧𝜕𝑧 + 𝜂𝛼𝜕𝛼 + 𝜂𝛽𝜕𝛽, (4) 

где компоненты касательного векторного поля ξ и 

η – функции зависимых и независимых перемен-

ных. Расчет по стандартному алгоритму Ли-

Овсянникова [8] с применением специализирован-

ного пакета Gem [9] приводит к системам опреде-

ляющих уравнений. 

Для q ≠ 0 (холестерик) мы получим следую-

щую систему: 

𝜉𝑥
(𝑥)

= 𝜉𝑧
(𝑥)

= 𝜉𝑦
(𝑦)

= 𝜉𝑧
(𝑦)

= 0, 

𝜉𝑥
(𝑧)

= 𝜉𝑦
(𝑧)

= 𝜉𝑧
(𝑧)

= 𝜉𝛼
(𝑧)

= 𝜉𝛽
(𝑧)

= 0, 

𝜉𝑥
(𝑦)

= 𝜂(𝛽), 𝜉𝑦
(𝑥)

= −𝜂(𝛽), 

𝜂𝑥
(𝛽)

= 𝜂𝑦
(𝛽)

= 𝜂𝑧
(𝛽)

= 0, 

𝜉𝛼
(𝑥)

= 𝜉𝛼
(𝑦)

= 𝜉𝛽
(𝑥)

= 𝜉𝛽
(𝑦)

= 0, 

𝜂𝛼
(𝛽)

= 𝜂𝛽
(𝛽)

= 𝜂(𝛼) = 0. 

(5) 

Решение системы (5) дает четырехмерную ал-

гебру Ли с генераторами: 

𝑋1 = 𝜕𝑥, 𝑋2 = 𝜕𝑦, 𝑋3 = 𝜕𝑧, 
𝑋4 = 𝜕𝛽 − 𝑦𝜕𝑥 + 𝑥𝜕𝑦. 

(6) 

Для q = 0 (нематик) мы получим следующую 

систему: 

𝜉𝑦𝑦
(𝑥)

= 𝜉𝑦𝑧
(𝑥)

=  𝜉𝑧𝑧
(𝑥)

= 𝜉𝑧𝑧
(𝑦)

= 𝜉𝑧𝑧
(𝑧)

=  0, 

𝜂𝛽𝛽
(𝛼)

= −𝜂(𝛼), 𝜂𝑦
(𝛼)

= 𝜂𝑥
(𝛽)

= 0, 

𝜉𝑥
(𝑥)

= 𝜉𝑧
(𝑧)

= 𝜉𝑥
(𝑦)

= 0, 

−𝜉𝑦
(𝑥)

𝜉𝑥
(𝑧)

= −𝜉𝑧
(𝑥)

𝜂𝑥
(𝛼)

= 0, 

𝜉𝑦
(𝑦)

= 𝜉𝑧
(𝑧)

= 𝜉𝑦
(𝑧)

= −𝜉𝑧
(𝑦)

, 

𝜂𝑦
(𝛽)

= 𝜂𝑧
(𝛼)

= 𝜂𝑧
(𝛽)

= 𝜂𝛼
(𝛼)

= 0, 

𝜉𝛼
(𝑥)

 = 𝜉𝛼
(𝑦)

= 𝜉𝛼
(𝑧)

= 0, 

𝜂𝛼
(𝛽)

=
𝜂𝛽

(𝛼)

cos 𝛼2 − 1
, 

𝜉𝛽
(𝑧)

= 𝜉𝛽
(𝑦)

= 𝜉𝛽
(𝑧)

= 0, 

𝜂𝛽
(𝛽)

=
𝜂(𝛼) cos 𝛼 sin 𝛼

cos 𝛼2 − 1
. 

(7) 

Решение системы (7) дает десятимерную ал-

гебру Ли с генераторами: 
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𝑋1 = 𝜕𝑥, 𝑋2 = 𝜕𝑦,   
𝑋3 = 𝜕𝑧, 𝑋4 =  𝜕𝛽, 
𝑋5 =  𝑥𝜕𝑥 +  𝑦𝜕𝑦 +  𝑧𝜕𝑧, 
𝑋6 =  𝑦𝜕𝑥 −  𝑥𝜕𝑦, 
𝑋7 =  𝑧𝜕𝑥 −  𝑥𝜕𝑧, 
𝑋8 =  𝑧𝜕𝑦 −  𝑦𝜕𝑧, 

𝑋9 = sin 𝛽
𝜕

𝜕𝛼
  +

cos 𝛽

tan 𝛼

𝜕

𝜕𝛽
, 

𝑋10 = cos 𝛼
𝜕

𝜕𝛼
−

sin 𝛽

tan 𝛼

𝜕

𝜕𝛽
 . 

(8) 

Таким образом, в случае нематика допускаемая 

алгебра Ли расширяется. 

3. Инвариантные решения 

Рассмотрим частные инвариантные решения 

системы (3) при q=0 (нематик). 

Случай 1: Решение, порождаемое двумерной 

подалгеброй <X2, X3> (решение, инвариантное от-

носительно параллельных переносов в плоскости 

xy). 

Фактор-система: 

𝛼𝑥𝑥  − 𝛽𝑥
2 sin 𝛼 cos 𝛼 = 0, 

𝛽𝑥𝑥 sin 𝛼 + 2𝛼𝑥𝛽𝑥 cos 𝛼 = 0. 
(9) 

Случай 2: Решение, порождаемое двумерной 

подалгеброй <X3, X6> (аксиально-симметричное 

решение, независящее от z). 

Фактор-система: 

𝜌
𝑑

𝑑𝜌
(𝜌𝑑𝜌) − sin 𝛼 cos α (𝜌𝛽𝜌)

2
= 0, 

sin 𝛼 𝜌
𝑑

𝑑𝜌
(𝜌𝛽𝜌) + 2 cos 𝛼 (𝜌𝑑𝜌)(𝜌𝛽𝜌) = 0, 

(10) 

где 𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2. Подстановкой 𝜉 = ln 𝜌  систе-

ма (10) приводится к (9) с дифференцированием по 

переменной ξ. 

Случай 3: Решение, порождаемое трехмерной 

подалгеброй <X6, X7, X8> (сферически симметрич-

ное решение). 

Фактор-система: 

1

𝜌2

𝑑

𝑑𝜌
(𝜌2𝛼𝜌) − sin 𝛼 cos 𝛼 𝛽𝜌

2 = 0, 

sin α
1

𝜌2

𝑑

𝑑𝜌
(𝜌2𝛽𝜌) + 2 cos α 𝛼𝜌𝛽𝜌 = 0, 

(11) 

где  𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2. Подстановкой  𝜉 = 1/ 𝜌  
система (11) приводится к системе (9) с диффе-

ренцированием по переменной ξ. 

Интегрирование системы (9) дает выражение 

для α и β 

cos 𝛼 = √
𝐶2−𝐶1

2

𝐶2 
cos(√𝐶2𝑥 + 𝐶3), 

tan(𝛽 − 𝛽0) =
√𝐶2

𝐶1
tan(√𝐶2𝑥 + 𝐶3), 

(12) 

где C1, C2>0, C3, β0 – константы интегрирования. 

Соответственно, интегрирование систем (10) 

и (11) дает те же выражения с заменой переменной 

x на ξ. Во всех случаях решения описывают струк-

туры упругого поля, содержащие топологические 

дефекты вида «расплавленная дисклинация», по-

добные описанным в работе [10]. Детальный ана-

лиз геометрии и устойчивости этих структур явля-

ется темой отдельной публикации. 

4. Выводы 

Полученные результаты являются основой для 

поиска новых инвариантных и частично инвари-

антных решений уравнений равновесия нематика и 

холестерика, которые в принципе допускают экс-

периментальную проверку. Для этого необходимо 

рассчитать оптимальные системы подалгебр допу-

стимых групп Ли, что является предметом даль-

нейших исследований. 
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