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Приведено решение задачи о силе взаимодействия точечного заряда с диэлектрическим ша-

ром, которое представляется в виде бесконечной суммы. Показано, что в случае, когда ди-

электрическая проницаемость шара стремится в бесконечность, сила взаимодействия стре-

мится к силе взаимодействия точечного заряда с проводящим изолированным шаром, 

которая содержит всего одно слагаемое. На основе полученных результатов предложена 

простая приближенная формула для расчета силы взаимодействия точечного заряда и ди-

электрического шара, содержащая тоже только одно слагаемое. Используя полученную 

формулу, решена задача о силе взаимодействия точечного заряда и одноименно заряженно-

го диэлектрического шара. Для различных значений параметров построены нейтральные 

кривые, разделяющие области действия сил отталкивания и притяжения. 
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1. Введение 

Задача о взаимодействии точечного заряда и 

диэлектрического шара имеет как научно-

методическое, так и прикладное значение, напри-

мер, в физике пылевой плазмы [1]. В цитируемой 

работе рассмотрено электростатическое взаимо-

действие диэлектрической частицы с точечным за-

рядом в присутствии внешнего однородного элек-

трического поля. 

Как известно (см., например, [2, с. 61]), задача 

о взаимодействии точеного заряда с диэлектриче-

ским шаром в конечном виде не решается. То есть 

в отличие от систем точечный заряд − диэлектри-

ческое полупространство и линейный заряд – ди-

электрический цилиндр электрическое поле систе-

мы точечный заряд – диэлектрический шар нельзя 

представить в виде суперпозиции полей заряда и 

конечного числа зарядов-изображений. Однако, 

используя специальные методы, можно найти по-

тенциал поля такой системы в виде бесконечного 

ряда [3]. Зная потенциал, нетрудно найти энергию 

и силу взаимодействия. 

В настоящей работе проведено теоретическое и 

экспериментальное исследование взаимодействия 

точечного заряда (в эксперименте малого шарика) 

и диэлектрического шара, которое позволило вы-

явить ряд особенностей. 

2. Теория 

Конспективно изложим решение задачи о 

нахождении потенциала в системе точечный заряд 

– диэлектрический шар, аналогичное приведенно-

му, например, в [3]. 

Пусть в среде с диэлектрической проницаемо-

стью 1
  находятся точечный заряд q  и диэлектри-

ческий шар радиуса R  с проницаемостью 2
 . Бу-

дем искать решение уравнения Лапласа для 

потенциалов в сферических координатах, считая, 

что оно не зависит от угла  . Тогда решение мож-

но представить в виде ряда по полиномам Ле-

жандра. С другой стороны, решение для потенциа-

ла в точке М (рис. 1) имеет вид 

1 1

q

kq

r



 .                                                      (1) 

Чтобы удовлетворить граничным условиям требу-

ется представить это решение также в виде разло-

жения в ряд по полиномам Лежандра. Для этого 

запишем 

2 1/2

1

1 1
(1 2 cos )a a

r l
 

   ,   
r

a
l

 .                 (2) 

Будем считать, что точка М находится внутри 

воображаемой сферы радиуса l . Тогда 1a   и вы-

ражение (2) можно разложить в ряд Тейлора: 

 

Рис. 1. Расположение координат и точки 

наблюдения 
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В скобках видны три первых полинома Ле-

жандра 0 1 2
, ,P P P , поэтому 
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Если r l , то в разложении (4) r  и l  надо по-

менять местами.  

Решение для потенциала поляризованного шара 

вне и внутри его представим в форме 

1
0

(cos )n

e nn
n

b
P

r
 






 , 

0

(cos )
n

i n n

n

c r P 




 .                                         (5) 

Общий потенциал поля вне шара, но вблизи его 

поверхности теперь представляется в виде 

oe q e
    .                                                      (6) 

При этом в (4) переменная l  имеет смысл рас-

стояния от центра шара до точечного заряда. Для 

определения постоянных ,
n n

b c  используем сле-

дующие граничные условия: 

( ) ( )
oe i

r R r R    ,  

1 2

oe i

r R r R
r r

 
 

 

    
   

    
.                               (7) 

Постоянная 
n

c  нас интересовать не будет, а 

для постоянной n
b  можно получить следующее 

выражение: 
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Теперь для потенциальной энергии взаимодей-

ствия заряда и шара получаем  

1
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Для силы, действующей на заряд, имеем 

l

W
F

l


 


, 

2

2 1

2

1

2 3

0 1 2

( )

( 1)

[ ( 1) ]

l

n

n

kq
F

R

n n R

n n l

 



 






 

  
 

   





.                   (10) 

При 2 1
   имеем силу притяжения, при об-

ратном неравенстве реализуется отталкивание. 

Поскольку потенциал e
  является внешним по 

отношению к заряду, то множитель 1/2 в правой 

части выражения для потенциальной энергии тре-

бует некоторого пояснения. Малое изменение по-

тенциальной энергии заряда равно e
dW qd . Для 

зарядов, индуцированных зарядом q , имеем 

const
e

q   . Интегрирование дает 

2
const / 2W q  . Этот вывод имеет общий харак-

тер [4, с. 246]. 

Покажем, что предел 2
    соответствует ре-

зультату для силы в случае проводящего изолиро-

ванного шара. В случае 2
    для суммы полу-

чаем 

2 3 5 7 9 11
1

( 1) 2 3 4 5
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n
n
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



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l
x

R
 .                                                              (11) 

Здесь учтено, что слагаемое с 0n   согласно 

(10) выпадает. Преобразуем ряд (11) к виду 

5 2 4 6

2 3 / 2 2 5 / 2
1 ...S

x x x x

 
    

 
.                       (12) 

Сумму, стоящую в скобках, можно записать в 

виде: 

 2 3

1
1 ( ) ( 2 ) ...S ay a b y a b y       ,  

2

1
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x
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3

2
a  ,  

1

2
b  .                                 (13) 

Сумма такого ряда известна [5, с. 13], она равна 

2 2

1 2 2 2

( ) 3 2
1 1

(1 ) 2( 1)

ay b a y x
S

y x

  
   

 
.            (14) 

Окончательно, с учетом (10)–(14) и простых 

преобразований, можно получить выражение для 

силы взаимодействия точечного заряда с изолиро-

ванным проводящим шаром (см., например, [6], 

с. 53). 

2 2

2 3 2 2

1

(2 1)

( 1)
l

kq x
F

R x x


 


.                                    (15) 

В воздухе можно положить 1
1  . 

Результаты расчетов силы в зависимости от 

расстояния между зарядом и центром шара пока-

заны на рис. 2. Сила измеряется в единицах 
2 2

/
C

F kq R , расстояние – в единицах R . Линии 

1, 2 – расчет по формуле (10) для значений 

2
2, 5  , линия 3 – расчет по формуле (15). В рас-

чете по формуле (10) в сумме удерживалось 100 

слагаемых (проверочные расчеты с удержанием 

150 слагаемых практически не меняли результата). 

Расчет производился в пакете Mathcad. Видно, что 

все три прямые параллельны. Это означает, что 

соответствующие зависимости отличаются посто-

янным множителем, зависящим от диэлектриче-

ской проницаемости шара. В частности, сила, дей-

ствующая на точечный заряд со стороны 

парафинового шара, в 4 раза меньше, чем таковая 

со стороны такого же проводящего шара (в диапа-

зоне параметров, показанных на рис. 2). 

 

Рис. 2. Зависимости силы взаимодействия 

заряда и шара от расстояния от заряда до 

центра шара в логарифмической шкале и 

безразмерных единицах 

3. Приближенная формула 

Для нахождения постоянного множителя рас-

смотрим поляризованный шар радиуса R  и с ди-
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электрической проницаемостью  . Напряжен-

ность поля поляризованного шара вне его равна 

2

5

3( )
e

pr r pr
E k

r

 
  

 
,   

0

1

4
k


 .                                                         (16) 

Здесь p  – дипольный момент шара, R  – радиус 

шара. В проекции на полярную ось, на которой 

расположен точечный заряд, имеем 

3

z

ez

kp
E

l
  ,                                                     (17) 

где l  – расстояние от центра шара до заряда. Рас-

смотрим случай, когда l R , в этом случае поле 

точечного заряда можно считать однородным. То-

гда для дипольного момента шара получим [1, 

с. 88] 

3

3

0 2

1 1
.
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 

 
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Сила, действующая на заряд, равна 

2

2 5

1 1

2
z ez

kq
F qE

R x





 
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 
.                             (19) 

Выражение для силы (15) на больших расстоя-

ниях также имеет асимптотику 
5

1 / x , поэтому 

можно предположить, что искомый постоянный 

множитель равен 

2

2

1

2





 
 

 
.                                                          (20) 

А для силы, действующей на точечный заряд со 

стороны диэлектрического шара вместо громозд-

кой формулы (10) можно записать простую при-

ближенную формулу 

2 2

( ) 2

2 3 2 2

2

1(2 1)

2( 1)

a

l

kq x
F

R x x





 
   

  
.                    (21) 

Вычислим относительную ошибку, даваемую 

приближенной формулой: 

( )a

l l

l

F F

F



 .                                                (22) 

На рис. 4 представлен график зависимости от-

носительной ошибки от диэлектрической проница-

емости шара при различных значениях расстояния 

от заряда до центра шара. Видно, что при 2
2   и 

1,5x   относительная ошибка, даваемая прибли-

женной формулой (21), менее 10 % и уменьшается 

с ростом расстояния от заряда до шара. Тем самым 

в большинстве практически интересных случаях 

вместо громоздкой формулы (10) можно использо-

вать простую приближенную формулу (21). 

 

Рис. 4. Зависимость относительной ошиб-

ки при использовании приближенной фор-

мулы для расчета силы от диэлектрической 

проницаемости шара при разных расстоя-

ниях от заряда до центра шара 

4.Заряженный шар 

Предположим теперь, что диэлектрический шар 

равномерно заряжен до заряда Q , имеющего тот 

же знак, что и точечный заряд. В подобном случае 

проводящего шара к силе (15) добавляется куло-

новская сила взаимодействия заряда шара, распо-

ложенного в его центре, с точечным зарядом [6]. В 

свете изложенного в пункте 3 логично в случае ди-

электрического шара добавить кулоновскую со-

ставляющую к силе (21). Тогда получим 
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2 2 2 2
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1(2 1)
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.         (23) 

q

Q
  . 

Видно, что при малых   сила имеет характер 

силы отталкивания, а с увеличением этого пара-

метра меняет знак, становясь силой притяжения. 

Критическое значение параметра   дается выра-

жением 
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2 2

2

0 2

2

2( 1)

1(2 1)

x x

x






 
  

  
.                                 (24) 

 На рис. 5, 6 изображены нейтральные кривые 

на плоскостях ( , )x   и 2
( , )   для 

2
2, 5,   (рис. 5, кривые 1, 2, 3 соответственно), 

и для 2, 3x   (рис. 6, кривые 1, 2 соответственно). 

Область ниже кривых соответствует действию си-

лы отталкивания, область выше кривых – силы 

притяжения. 

5.Заключение 

В пределе бесконечно большой диэлектриче-

ской проницаемости шара сила взаимодействия 

стремится к силе взаимодействия точечного заряда 

с проводящим изолированным шаром. 

Для диэлектрических проницаемостей шара 

2   и расстояний от заряда до поверхности шара 

более половины его радиуса вместо громоздкой 

формулы с бесконечным числом слагаемых можно 

использовать простую приближенную формулу 

для силы взаимодействия точечного заряда и изо-

лированного проводящего шара с дополнительным 

множителем равным ( 1) / ( 2)    с погрешно-

стью, не превышающей 10 %. 

Если диэлектрический шар равномерно заря-

жен зарядом того же знака, что и точечный, то с 

помощью приближенной формулы можно найти 

области параметров, внутри которых сила имеет 

характер силы отталкивания, и области парамет-

ров, внутри которых она имеет характер силы при-

тяжения. 
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