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При изучении конвективного тепломассопереноса в системах, содержащих псевдопластич-
ные жидкости, возникают вычислительные сложности, обусловленные появлением беско-
нечного уровня эффективной вязкости при стремлении к нулю интенсивности скоростей 
деформаций. Для решения этой проблемы используют различные модели регуляризации за 
счет введения малого добавочного слагаемого в выражение для эффективной вязкости. 
Данная работа посвящена анализу наиболее распространенных моделей регуляризации для 
исследования свободноконвективного теплопереноса псевдопластичной жидкости в за-
мкнутой дифференциально-обогреваемой полости. Псевдопластичный характер течения 
жидкости описывался степенным законом Оствальда-де-Виля. Исследовались три модели 
регуляризации: простейшая алгебраическая модель, модель Берковера и Инглемана и мо-
дель Папанастасиоу. Краевая задача математической физики, описывающая естественную 
конвекцию неньютоновской псевдопластичной жидкости внутри замкнутой полости, была 
сформулирована на основе законов сохранения массы, импульса и энергии и решена чис-
ленно методом конечных разностей. Полученные результаты исследования сравнивались с 
данными других авторов. 
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Simulation of convective heat and mass transfer in systems filled with pseudoplastic fluids deals 
with computational difficulties due to the appearance of an infinite level of effective viscosity as 
the intensity of deformation rates tends to zero. To solve this problem, various regularization 
models are used by introducing a small additional term into the expression for the effective viscos-
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ity. The present research is devoted to analysis of widespread regularization models for studying 
the natural convection of a pseudoplastic fluid in a closed differentially heated cavity. The pseu-
doplastic nature of the fluid flow was described by the Ostwald-de Waele power law. Three regu-
larization models were investigated, namely, the simplest algebraic model, the Bercovier and Eng-
leman model, and the Papanastasiou model. The boundary value problem of mathematical physics 
formulated using the conservation laws of mass, momentum and energy, was solved by the finite 
difference method. The obtained results were compared with data of other authors. 
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1. Введение 

Естественно-конвективное охлаждение тепло-
выделяющих элементов электронных систем с ис-
пользованием неньютоновских сред представляет-
ся одним из популярных способов отвода тепла. 
Надежность, легкость реализации и низкая стои-
мость являются бесспорными преимуществами та-
кого подхода. Поэтому моделирование подобных 
явлений является очень востребованным. Следует 
отметить, что в ходе численного анализа теплопе-
реноса и гидродинамики неньютоновских жидко-
стей нередко возникают трудности. Поэтому мно-
гие исследователи всегда находятся в поиске 
оптимальных вычислительных подходов.  

Одним из таких методов является методика ре-
гуляризации эффективной вязкости, которую 
можно назвать одним из самых популярных спо-
собов моделирования течений вязкопластичной 
жидкости. Такой подход заключается в преобразо-
вании выражения для расчета эффективной вязко-
сти с целью коррекции особенностей функции 
вязкости в случаях приближения к нулю интен-
сивности скоростей деформации. Подробный ана-
лиз методов регуляризации для вязкопластичных 
жидкостей представлен в [1]. Авторы [2] описали 
возможности применения методов регуляризации 
для численного анализа. В работе [3] используется 
простейший алгебраический подход для расчета 
вязкости при исследовании течения жидкости 
Бингама между двумя параллельными пластинами. 
Изучение течения жидкости Бингама в полости с 
подвижной крышкой с применением регуляриза-
ции эффективной вязкости было проведено в ра-
боте [4]. Авторы показали успешность метода для 
моделирования потока неньютоновской жидкости, 
а также объяснили особенности выбора оптималь-
ного параметра регуляризации. В работе [5] авто-
ры обобщили подход [4] для моделирования тече-
ния крови, как неньютоновской среды, с учетом 
наличия сердечных клапанов. Результаты показа-
ли, что компьютерное моделирование таких задач 
имеет преимущества над физическими экспери-
ментами. Исследования [6–8] также посвящены 

анализу течения бингамовской жидкости. Исполь-
зование регуляризации при описании изменения 
эффективной вязкости позволило детально изу-
чить рассматриваемые явления. В работе [9] при-
меняется подход Берковера и Инглемана для вы-
числения эффективной вязкости в задаче течения 
бингамовской жидкости в кольцевом канале. Тео-
ретические результаты сравнивались с численны-
ми данными, и хорошее согласие было достигнуто 
для отношений радиусов, превышающих 0.7. Под-
ход в регуляризации, предложенный Папанаста-
сиоу, использовался в работе [10] для моделиро-
вания течения жидкости Бингама в канале с 
внезапным сужением. 

Представленные выше исследования являются 
основой развития методов регуляризации для опи-
сания эффективной вязкости. В настоящее время 
подходы, предложенные Аллучем [3], Берковером 
и Инглеманом [4], а также Папанастасиоу [6], 
находят широкое применение в различных задачах 
гидродинамики и теплопереноса неньютоновских 
сред [11–21]. Например, использование простей-
шей алгебраической модели для описания поведе-
ния эффективной вязкости продемонстрировано в 
[11–16], эффективность подхода Берковера и Инг-
лемана показана в [11, 12, 17, 22–24], а подход Па-
панастасиоу апробирован в [11, 12, 18–22]. От-
дельно следует отметить цикл работ, 
посвященный анализу влияния вибрационного и 
гравитационного полей на гидродинамику и теп-
лоперенос неньютоновских жидкостей [14–16]. 
Авторы для описания реологического поведения 
среды применяли приближение Уильямсона с па-
раметром регуляризации [25], отражающим ис-
пользование простейшей алгебраической модели. 

Представленный краткий анализ литературы 
показывает, что использование регуляризации 
позволяет эффективно изучать поведение вязко-
пластичных жидкостей. Целью настоящей работы 
является исследование возможностей трех основ-
ных методов регуляризации для моделирования 
естественной конвекции псевдопластичной нень-
ютоновской жидкости в замкнутой дифференци-
ально-обогреваемой квадратной полости на основе 
двухполевого метода. 
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2. Математическая постановка 

Геометрическая схема области решения пред-
ставлена на рис. 1. Степенная жидкость находится 
в замкнутой квадратной полости с горизонталь-
ными адиабатическими стенками. На левой стенке 
поддерживается постоянная высокая температура 
Th, на правой стенке – постоянная низкая темпера-
тура Tc. 

Для описания неньютоновского характера те-
чения применяется степенной закон Оствальда-де-
Виля [26]: 
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1 – компоненты тензора скоро-

стей деформации;  i ju , u  – компоненты вектора 

скорости, соответствующие координатам  i jx , x ; 

eff  – эффективный коэффициент вязкости; K – ко-

эффициент густоты потока; n – показатель поведе-
ния жидкости. Стоит отметить, что n описывает 
три случая. Если n < 1, то это – случай псевдопла-
стичной жидкости, вязкость которой уменьшается 
с увеличением скорости деформации. При n = 1 
степенной закон описывает ньютоновскую жид-
кость, при n > 1 – дилатантную жидкость, вязкость 
которой возрастает с увеличением скорости де-
формации. Отметим, что в данной работе будет 
рассматриваться только псевдопластичная жид-
кость с индексом степенного закона n = 0.6. Такой 
выбор рабочей среды обусловлен наличием осо-
бенностей только для псевдопластичных жидко-
стей при n < 1. Стоит также отметить, что к таким 
средам можно отнести карбоксиметилцеллюлозу 
[27, 28], карбоксиполиметилен [27, 28] и некото-
рые наножидкости [29]. 

 

Рис.1. Область решения 

Дифференциальные уравнения, описывающие 
процесс нестационарного конвективного теплопе-
реноса в приближении Буссинеска в естественных 

переменных «скорость – давление – температура», 
имеют следующий вид [26, 30, 31]: 
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Здесь x, y – координаты декартовой системы; t – 
время; u, v – составляющие компоненты вектора 
скорости в проекциях на оси x и y, соответственно; 
p – давление; ρ – среднее значение плотности; 

,  ,  xx xy yy    – компоненты девиаторной части тен-

зора напряжений; T – температура; g – ускорение 
свободного падения; β – термический коэффици-
ент объемного расширения; a – коэффициент тем-
пературопроводности.  

В задачах свободноконвективного теплопере-
носа с малыми скоростями конвекции поле давле-
ния не представляет особого интереса, так как с 
течением времени изменяется несущественно, по-
этому в уравнения (2)–(5) вводятся новые пере-
менные – функция тока  

 ,  u y v x       и завихренность скоро-

сти   v x u y     , что позволяет сократить 

количество уравнений до трех и тем самым 
уменьшить время расчета. Также в систему вво-
дятся безразмерные параметры из табл. 1 [32], 
позволяющие обобщить результаты моделирова-
ния на большой класс задач с различными размер-
ными входными параметрами. Отметим, что здесь 

h cT T T   . 

Таблица 1. Характерные значения определяю-
щих параметров 

Масштаб длины L 
Масштаб скорости g L T   

Масштаб времени  L g T  

Масштаб функции тока 3g L T   

Масштаб завихренности g T L  

Система нестационарных дифференциальных 
уравнений в преобразованных безразмерных пе-
ременных «функция тока – завихренность» имеет 
следующий вид [32–36]:  
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Здесь X, Y – безразмерные координаты, соответ-
ствующие x, y; τ – безразмерное время; Θ – без-
размерная температура; Ψ – безразмерная функция 
тока; Ω – безразмерная завихренность скорости; 

 3Ra g TL a    – число Рэлея; Pr a   – чис-

ло Прандтля; в него входит эффективная кинема-
тическая вязкость: 
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Источниковый член S  и безразмерная эффектив-

ная вязкость M  имеют следующий вид: 
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Если в формуле эффективной вязкости выде-
лить подкоренное выражение, то получим интен-
сивность скоростей деформаций А в виде (9): 

2 2 2

2 2
U V U V

А
X Y Y X

                        
         (9) 

Тогда эффективную вязкость можно представить 
следующим образом: 1.nM A   В случае псевдо-
пластичной жидкости (n < 1) возможно появление 
«бесконечной» эффективной вязкости, поэтому 
для сохранения устойчивости численного метода 
используют регуляризацию степенной модели. В 
проводимых исследованиях использовались три 
подхода, представленные в табл. 2 [3, 4, 6], где ε – 
параметр регуляризации. 

Таблица 2. Три модели регуляризации 

1. Простейшая алгеб-
раическая модель [3] 

1( )nM A     

2. Модель Берковера и 
Инглемана [4]   1

2 2
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3. Модель Папанаста-
сиоу [6]  
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Начальные и граничные условия для системы 
уравнений (6)–(8) в безразмерном виде: 
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Решение сформулированной краевой задачи 
(6)–(8) с соответствующими начальными и гра-
ничными условиями проведено методом конечных 
разностей на равномерной сетке [32–36]. Уравне-
ние Пуассона для функции тока аппроксимирова-
лось с использованием симметричных разностей 
для производных второго порядка. Полученная 
система линейных алгебраических уравнений ре-
шалась методом последовательной нижней релак-
сации. Двумерные уравнения дисперсии завихрен-
ности и энергии сводились к системе одномерных 
уравнений с помощью локально-одномерной схе-
мы А.А. Самарского. Конвективные слагаемые 
были аппроксимированы на основе схемы с до-
норными ячейками, диффузионные – с помощью 
центральных разностей. Полученные системы ли-
нейных алгебраических уравнений решались ме-
тодом прогонки. 

3. Результаты моделирования 

В рамках рассматриваемой задачи естествен-
ной конвекции псевдопластичной жидкости в 
дифференциально-обогреваемой полости проведе-
но исследование трех моделей регуляризации с 
выбором оптимального значения параметра регу-
ляризации в диапазоне ε = 0.0001–0.1. 

На рис. 2 представлены временные зависимо-
сти среднего числа Нуссельта на горячей стенке: 

1

0 0

 avg

X

Nu dY
X 

        
  

от параметра регуляризации для трех рассматри-
ваемых подходов при Ra = 105, Pr = 102. 
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Все исследования были проведены с шагом по 
времени Δτ = 10–5. Анализируя полученные рас-
пределения для среднего числа Нуссельта (рис. 2), 
можно отметить, что при малых значениях пара-
метра регуляризации ε = 0.0001 выбранный шаг по 
времени приводит к появлению вычислительных 
осцилляций (рис. 2, а), а дальнейшее уменьшение 
шага по времени отражается в существенном уве-
личении времени счета. При этом малые значения 
этого параметра ε не приводят к заметным отличи-
ям в значениях среднего числа Нуссельта, полу-
ченных при больших значениях параметра регуля-
ризации. В случае модели Берковером и 
Инглеманом (рис. 2, б) можно заметить небольшие 
отличия при ε = 0.1, в то время как остальные зна-
чения параметра регуляризации приводят к иден-
тичным результатам для среднего числа Нуссель-
та. Остальные модели регуляризации также 
иллюстрируют наличие отклонений при ε = 0.1 и 
возникновение колебаний в распределениях Nuavg 
при ε = 0.0001 и даже при ε = 0.001 для модели 
Папанастасиоу (рис. 2, в). 

В ходе исследования было также оценено вли-
яние сеточных параметров на значения среднего 
числа Нуссельта при Ra = 105, Pr = 102 и фиксиро-
ванном параметре регуляризации ε = 0.01, которое 
представлено в табл. 3. Видно, что использование 
равномерных сеток размерности 200×200 и 
300×300 элементов не приводит к появлению рас-
хождений для Nuavg. Поэтому для сокращения 
времени расчета была выбрана прямоугольная 
равномерная сетка 200×200 элементов. 

На рис. 3 представлено сравнение изолиний 
функции тока (рис. 3, а) и температуры (рис. 3, б) 
для рассматриваемых моделей регуляризации при 
Ra = 105, Pr = 102, ε = 0.01. Красной сплошной ли-
нией обозначены изолинии для простейшей алгеб-
раической модели [3], синей штриховой линией – 
для модели Берковера и Инглемана [4], зеленой 
штрихпунктирной линией – для модели Папана-
стасиоу [6]. Представленные распределения отра-
жают наличие небольших расхождений для про-
стейшей алгебраической модели. Физически 
полученные изолинии иллюстрируют формирова-
ние внутри полости конвективного течения с вос-
ходящим потоком вблизи левой горячей стенки и 
нисходящим вблизи противоположной холодной 
стенки. Изотермы характеризуют образование 
тепловых пограничных слоев вблизи изотермиче-
ских стенок. 

Временные профили среднего числа Нуссельта 
для рассматриваемых моделей регуляризации при 
Ra = 105, Pr = 100, ε = 0.01 показаны на рис. 4. 
Видно, что кривые практически совпадают, за ис-
ключением простейшей алгебраической модели, 
где значения Nuavg отличаются на 0.3% от значе-
ний, полученных на основе остальных моделей ре-
гуляризации. 

Таким образом, проведенный анализ показал, 
что для исследования свободноконвективного 
теплопереноса в замкнутой полости, заполненной 
псевдопластичной жидкостью, возможно приме-
нение модели Берковера и Инглемана [4] с пара-
метром регуляризации ε = 0.01. 

 
Рис. 2. Влияние параметра регуляризации: 
а – простейшая алгебраическая модель [3]; 
б – модель Берковера и Инглемана [4]; в – 
модель Папанастасиоу [6] 
 
Таблица 3. Влияние сеточных параметров 
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Рис. 3. Сравнение изолиний для трех моделей 
регуляризации при Ra = 105, Pr = 102, ε = 0.01: 
а – линии тока; б – изотермы 

 
Рис. 4. Временные профили среднего числа 
Нуссельта на нагретой стенке при Ra = 105, 
Pr = 102, ε = 0.01 и разных моделях регуляри-
зации 

Результаты моделирования, полученные с по-
мощью выбранной модели регуляризации при 
ε = 0.01, были сравнены с данными других авто-
ров. Так, например, на рис. 5 представлено хоро-
шее качественное согласование изолиний функции 
тока с данными [26]. 

В табл. 4 представлено сравнение значений 
среднего числа Нуссельта с результатами других 
авторов при Ra = 105, Pr = 102. Погрешность вы-
числений составляет не более 1% с данными [26] и 
0.1% с результатами [37]. 

 
Рис. 5. Сравнение линий тока: а – данные ра-
боты [26]; б – полученные результаты 

Таблица 4. Сравнение значений среднего чис-
ла Нуссельта 

 
Полученные 
результаты 

[26] [37] 

Nuavg 7.0114 6.9345 7.020 

На рис. 6 представлено сравнение нормирован-
ных значений среднего числа Нуссельта с данны-
ми [31] для разных показателей поведения жидко-
сти и чисел Прандтля. Нормировка проводилась 

по следующей формуле:  1avg avg nN Nu Nu  . На 

рисунке черным цветом обозначены данные [31], 
белым – полученные результаты. Видно, что не-
большие расхождения результатов присутствуют 
при малых значениях показателя поведения жид-
кости, но отклонения не превышает 4%. 

 
Рис. 6. Зависимость нормированного числа 
Нуссельта от Pr и n при Ra = 105 в сравнении 
с [31] 

4. Заключение 

В результате исследований свободноконвек-
тивного теплопереноса псевдопластичной жидко-
сти в замкнутой дифференциально-обогреваемой 
полости были выбраны оптимальная модель регу-
ляризации – модель Берковера и Инглемана, – и 
параметр регуляризации ε = 0.01. Проведена по-
дробная верификация разработанного вычисли-

Сетка/модель 100×100 200×200 300×300 
Простейшая 

алгебраическая 
модель [3] 

7.11349 7.03343 7.01512 

Модель Берко-
вера и Ингле-

мана [4] 
7.09051 7.01141 6.99324 

Модель Па-
панастасиоу 

[6] 
7.09002 7.01095 6.99277 
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тельного подхода с данными других авторов, ил-
люстрирующая возможность использования дан-
ной методики для решения задач свободноконвек-
тивного теплопереноса в замкнутых областях, 
заполненных псевдопластичными жидкостями. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке 

Российского научного фонда (проект № 17-79-
20141). 
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