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Изучаются собственные и вынужденные колебания газового пузырька. Пузырек в состоянии 
равновесия имеет форму круглого цилиндра. Он ограничен в осевом направлении двумя па-
раллельными твердыми поверхностями и окружен несжимаемой жидкостью конечного объ-
ема со свободной внешней поверхностью. Вся система находится под действием переменно-
го поля давления. Скорость движения линии контакта трех сред (газ-жидкость-твердая 
подложка) пропорциональна отклонению краевого угла от равновесного значения. Частота 
собственных колебаний газового пузырька может возрастать с увеличением параметра Хо-
кинга в отличие от частот капли несжимаемой жидкости, которые только убывают. Показа-
но, что радиальные колебания цилиндрического пузырька возможны только в ограниченном 
объеме жидкости. Рассмотрен эффект пересечения мод собственных колебаний в диссипа-
тивном случае. Построены амплитудно-частотные характеристики для разных значений 
давления газа в пузырьке. Обнаружены резонансные явления. Показано, что внешнее воз-
действие возбуждает, в первую очередь, объемные колебания. Колебания формы возникают 
вследствие движения линии контакта. Найдены выражения для амплитуды колебаний в слу-
чае закрепленной линии контакта и фиксированного краевого угла.  
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Natural and forced oscillations of a gas bubble are studied. The bubble has the shape of a round 
cylinder in the state of equilibrium. It is bounded in the axial direction by two parallel solid sur-
faces and is surrounded by an incompressible liquid of a finite volume with a free outer surface. 
The entire system is under an alternating pressure field. The velocity of the contact line of three 
media (gas-liquid-solid substrate) is proportional to the deviation of the contact angle from the 
equilibrium value. The frequency of eigenmodes of a gas bubble can increase with an increase in 
the Hocking parameter, in contrast to the frequencies of an incompressible liquid drop, which only 
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decrease. It is shown that radial oscillations of a cylindrical bubble are possible only in a finite 
volume of liquid. The effect of crossing the modes of natural oscillations is considered for the dis-
sipative case. The amplitude-frequency characteristics are constructed for different values of the 
internal gas pressure. Resonance phenomena are found. It is shown that the external influence ex-
cites, first of all, volumetric oscillations of the bubble. Variations in shape are caused by the 
movement of the contact line. Expressions are found for the vibration amplitude in the case of a 
fixed contact line and a fixed contact angle.  
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1. Введение 

При исследовании собственных осесимметрич-
ных колебаний газового полусферического пу-
зырька на подложке [1] был обнаружен эффект пе-
ресечения частот соседних мод собственных 
колебаний: ветвь частоты радиальной моды про-
ходит поперек ветви частоты поверхностной мо-
ды. Подобный эффект был отмечен и для цилин-
дрического газового пузырька [2].  

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 1. Зависимость частоты Re( )  и 

декремента затухания Im( )  двух пер-

вых мод от давления 0P  для разных зна-

чений параметра   ( 1b  , 0 5R  ) [2]: 0 

– объемная мода, 2 – вторая мода, 
0 5.   (сплошная линия), 10  (штри-

ховая линия) 

На рис. 1 приведены зависимости безразмер-
ных частот и коэффициентов затухания радиаль-
ной 0  и второй поверхностной 2  моды соб-

ственных колебаний от давления газа в пузырьке 

0P  [2]. Параметр Хокинга   характеризует взаи-

модействие линии контакта с твердой подложкой: 
диссипативное движение при конечных значениях 
 , а предельные случаи 0   и     соответ-
ствуют закрепленной контактной линии и фикси-
рованному краевому углу (подробнее см. [1–10]).  

При малых и конечных значениях   ( 0 5.   
на рис. 1) ветви частот не пересекаются, в отличие 
от ветвей декрементов затухания (рис. 1, б). При 
значении 10   кривые пересекаются и значения 

частот фактически совпадают со значениями 0  и 

2  (рис. 1, а), но пересечения декрементов зату-

хания не происходит (рис. 1, б). Следовательно, 
несмотря на равенство частот в точке пересечения, 
радиальные колебания и колебания формы оста-
ются различными режимами с разными декремен-
тами затухания. Гораздо проще изменять равно-
весное давление в пузырьке, чем параметры 
жидкости и газа, и поэтому данный резонансный 
эффект должен быть хорошо заметен в экспери-
менте, что позволить более точно сравнить полу-
ченные данные с теоретическими результатами и 
определить параметр  .  

Отметим, что общий случай пересечения ча-
стот без диссипации был рассмотрен, например, в 
[11]. В работах [1, 2] движение линии контакта 
имело диссипативный характер. 

Данная работа посвящена детальному изуче-
нию эффекта пересечения частот соседних мод 
собственных колебаний цилиндрического пузырь-
ка [2] и его влиянию на собственные и вынужден-
ные колебания. 

2. Постановка задачи 

Постановка задача в целом похожа на задачу, 
рассматриваемую в работе [2]: газовый пузырек 
окружен несжимаемой жидкостью с плотностью 

*  и ограничен двумя параллельными твердыми 

плоскостями, расстояние между которыми равно 
*h  (рис. 2). В отсутствие внешних сил пузырек 
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имеет форму цилиндра радиусом *
0r . Газ в пу-

зырьке считаем невесомым. Состояние газа опи-
сывается политропным процессом с показателем 
политропного процесса pn . Краевой угол между 

боковой поверхностью пузырька и твердыми 
плоскостями в равновесии равен 2 . На расстоя-

нии *
0R  от оси симметрии жидкость, окружающая 

пузырек, ограничена свободной поверхностью. На 
систему действует однородное пульсационное по-
ле давления с амплитудой *A  и частотой * .  

 

 
Рис. 2. Геометрия задачи: 
1 – жидкость, 2 – пузырек 

 
Ввиду симметрии задачи будем использовать 

цилиндрическую систему координат  * * *, ,r z , в 

которой поверхность пузырька описывается урав-

нением:  * * * * *
0 ,r r z t  , где  * * *,z t  - от-

клонение поверхности от равновесного положе-
ния. 

Выберем единицей измерения времени – 
* *3 *

0r  , радиальной координаты – *
0r , осевой 

координаты – *h , отклонения поверхности – *A , 

скорости – * * * *3
0A r  , давления – * * *2

0A r , 

где *  - коэффициент поверхностного натяжения, 
и запишем все уравнения и граничные условия в 
безразмерных переменных:  

 2 i t
ep e

t
      

, 0  , (2.1) 

 0ip P   ,  (2.2) 

 1r  :  
2

2
2

p b
z

 
 


, 
t r

  


 
, (2.3) 

 
1

2
z   : 0

z





, (2.4) 

 1r  , 
1

2
z   : 

t z

  


 
 , (2.5) 

 r R : 0  . (2.6) 

Здесь   – потенциал скорости жидкости, ep  – 

давление жидкости, ip  – давление газа в пузырьке, 

0
* *r r r , * *z z h  – безразмерные координаты, 

 ,z t   – безразмерное отклонение поверхно-

сти от равновесного значения, квадратными скоб-
ками обозначим скачок величины на границе раз-
дела между внешней жидкостью и пузырьком, 

  1
2

S
dS     – угловые скобки означают 

осреднение по поверхности пузырька  S S z . 

Эффективное граничное условие Хокинга (2.5) 
описывает движение линии контакта и, как уже 
отмечалось выше, содержит два важных предель-
ных случая: 0   – закрепленная линия контакта 
(краевой угол меняется) и     – свободная ли-
ния контакта (краевой угол прямой и постоянный). 
Данное условие также использовалось для иссле-
дования колебаний капель [12–15], жидкой зоны 
[16] и горизонтальной поверхности жидкости 
[17, 18]. Гистерезисные явления рассматривались 
в работах [4, 19, 20], эффект электросмачивания с 
применением модифицированного условия Хо-
кинга изучался в [21, 22]. С другими моделями 
описания движения линии контакта можно озна-
комиться, например, в [23–36]. 

Краевая задача (2.1)–(2.6) содержит следующие 
безразмерные параметры: малую относительную 
амплитуду 0

* *A r  , параметр смачивания 

0
* * * *

e r    , геометрический параметр 

0
* *b r h , радиус внешней поверхности 

0 0
* *R R r , безразмерную частоту –

3
0

* * * *
e r    , 0 02 * * *

p gP n P r  , *
gP  – раз-

мерное равновесное давление газа в пузырьке. 
Предварительно оценим масштабы используе-

мых величин для определения границ применимо-
сти наших предположений. Условие несжимаемо-
сти жидкости: 0

* * *r c  , где *c  – скорость звука. 

Толщина вязкого пограничного слоя 
* * *

,i el   , где *
,i e  – кинематическая вязкость 

жидкости. В нашем случае жидкость можно рас-
сматривать невязкой, если 0

* *l r . Напомним, 

что в данной работе частота имеет масштаб 

 3
0

* * *
e r  . Например, для пузырька 2

0 1 10*r    

м в воде при нормальных условиях этот масштаб ~ 
8 5.  Гц. Следовательно, в этом случае безразмер-
ная частота 1   соответствует размерной часто-

те 8 5 * .  Гц. Толщина вязкого пограничного 

слоя в воде 43 4 10 * .l  м, 0 30* */l r  ; условие 

несжимаемости выполняется: 2
0 8 5 10  * * .r  м/с, 

31 5 10 * .ic  м/с, 23 4 10 * .ec  м/с. Легко показать, 

что 5   соответствует 42 5* .   Гц, 20   – 

170*   Гц, 50   – 425*   Гц. Безразмерное 
равновесное давление газа (воздуха) в таком пу-
зырьке 4

0 2 9 10 .P  при 510*
gP   Па, 27 10  *  

Н/м и 1n  . Для пузырька радиуса 3
0 1 10*r    м: 
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1   будет соответствовать 22 7 10* .    Гц, 
56 1 10* .l    м, 1

0 2 7 10* * .r    м/с, 3
0 2 9 10 .P . 

Из приведенных оценок следует, что для пузырь-
ков размером 0.1–1 см приближения несжимаемо-
сти и невязкости окружающей жидкости выпол-
няются и являются оправданными. Отметим 
также, что с увеличением частоты толщина вязко-
го пограничного слоя будет уменьшаться. 

3. Собственные колебания 

Сначала рассмотрим собственные колебания 
цилиндрического газового пузырька. Решение за-
дачи (2.1)–(2.6) будем искать в виде рядов Фурье 
по собственным функциям уравнения Лапласа 
(2.1) [2]. Относительно координаты z  данный ряд 
будет содержать четные и нечетные функции, по-
этому в дальнейшем будем разделять моды коле-
баний на четные и нечетные. Для частот   сво-
бодных колебаний получаем спектрально-
амплитудную задачу, собственные числа которой 
находятся из решения следующих уравнений: 
четные моды: 

 

  2
2 0 0

2 2 2 2
10

1

1 1
0

2 2

ln

cos sin ,

k

k

ke ek

CP C

R

b i b b







             

  



 (3.1) 

2 0
0

1

lne

P
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
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1
2

2
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b
   
 

, 

 
2 2 2

4 1 1

24 1
sin

k

k

b
C

bk b
       

, 

   
   

2 2 2
2 4 1

1 1
ie
kee ie

ek kr kree
ek k

R Rk b
R R

F R R

  
    

 
, 

     
 

1 1
ie
kie ee

ek k k ee
k

R R
F R R

R R
  ; 

нечетные моды: 

 2
2 2

0

1 1 1
0

2 2
sin cos

k

k

k ok

S
i

b b b





 
     
    

 , (3.2) 

     
   

2 2 2
2 2 1 1

1 1
   

    
 

io
keo io

ok kr kreo
ok k

k b R R
R R

F R R
, 

     
 

1 1
io
kio eo

ok k k eo
k

R R
F R R

R R
  , 

 
 2 2 2

4 1 1

22 1 1
cos

k

k

b
S

bk b

    
  

. 

Здесь 0e , ek , ok  – частоты собственных коле-

баний пузырька со свободно скользящей контакт-
ной линией (т.е. при    ), k  – волновое число, 

   0 2Iie
kR r k br ,     0 2 1Iio

kR r k br  , 

   0 2Kee
kR r k br ,     0 2 1Keo

kR r k br  , 

0I , 0K  - модифицированные функции Бесселя, 

   ie ie
kr kR r R r r   ,    ee ee

kr kR r R r r   , 

   io io
kr kR r R r r   ,    eo eo

kr kR r R r r   , kC  и 

kS  – коэффициенты разложения в ряд Фурье 

функции  cos /z b  и  sin /z b  по базисным 

функциям  2cos kz  и   2 1sin k z , соответ-

ственно. Уравнения (3.1), (3.2) решались методом 
двумерных секущих. Отметим, что из выражения 
для объемной частоты следует (3.1) условие суще-
ствования объемных колебаний – такие колебания 
возможны только при условии 1 R   . Это свя-
зано с тем, что для задания радиального поля по-
тенциала в цилиндрической системе координат 
необходимо определить (задать) значение этого 
потенциала на некоторой цилиндрической поверх-
ности. Похожий эффект возникает и при опреде-
лении электрического потенциала заряженного 
цилиндра: необходимо определить потенциал на 
некоторой эквипотенциальной поверхности вне 
цилиндра. Если же занулить потенциал вдали от 
цилиндра, то он будет постоянным во всем про-
странстве. Полусферический пузырек на твердой 
подложке может совершать радиальные колебания 
и в бесконечном объеме жидкости [1, 4].  

Выше было сказано, что коэффициент затуха-
ния стремится к нулю в двух предельных случаях: 
малоподвижной линии контакта, т.е. 0  , и 
слабо меняющегося краевого угла при    . В 
первом случае 0   для частот e      чет-

ных мод справедливо соотношение: 
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где частота колебаний e  пузырька с фиксиро-

ванной линией контакта определяется из уравне-
ния (3.1) при 0  : 
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Отметим, что разность в знаменателях всегда ко-
нечна. Для частот o      нечетных мод ана-

логичные уравнения выглядят следующим обра-
зом: 
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Во втором случае при    , для частот 

ek ek     четных мод и ok ok     нечет-

ных, получаем, соответственно, следующие выра-
жения: 
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где частоты 0e , ek , ok  собственных колеба-

ний пузырька с фиксированным краевым углом 
определены в (3.1), (3.2). Очевидно, что коэффи-
циент затухания свободных колебаний пропорци-
онален 1  для всех мод. 

Основной анализ уравнений (3.1), (3.2) и зави-
симости частот   от параметров задачи приведен 
в работе [2]. В данной работе нас интересует вли-
яние давления газа 0P  на собственные колебания и 

некоторые другие эффекты, которые не изучались 
в упомянутой работе [2]. 

 
(а)   (б) 

 
(с)   (д)  

Рис. 3. Зависимость частоты  Re   и ко-

эффициента затухания  Im   двух пер-

вых четных моды собственных колебаний 
от параметра Хокинга ( 1b  , 0 5R  ): а, б 

– 0 5P   (сплошная линия), 0 350P   

(штриховая); с, д – 0 750P   (сплошная ли-

ния), 0 1000P   (штриховая) 

Для удобства будем обозначать частоты чет-
ных мод, определяемых уравнением (3.1), 2k  

( 0 1 , ,...k ), а частоты нечетных мод, которые яв-

ляются решением уравнения (3.2), 2 1k   

( 0 1 , ,...k ). Таким образом, частоты n  соб-

ственных колебаний с нечетным индексом n  бу-

дут соответствовать нечетным модам (3.2), а с 
четным n  – четным модам (3.1).  

На рис. 3 приведена зависимость частоты и ин-
кремента затухания двух первых четных мод от 
параметра Хокинга   для нескольких значений 
равновесного давления газа 0P , а на рис. 4 зависи-

мости частот и коэффициентов затухания трех 
первых мод собственных колебаний от 0P  для че-

тырех значений  . Из приведенных графиков сле-
дует, что с увеличением давления качественно ме-
няется поведение зависимости частоты объемной 
моды от параметра Хокинга   (рис. 3). При «ма-
лых» равновесных давлениях 0P  частота моно-

тонно уменьшается с увеличением   (рис. 3,а), но 
с увеличением значения 0P  характер меняется – 

частота монотонно увеличивается с ростом   
(рис. 3,в). Смена поведения происходит при усло-
вии 2 2

0e ek    (см. рис. 1, 4), т.е. не зависит от па-

раметра  . Для рассматриваемых параметров за-
дачи на рис. 3, 4, пересечение ветвей нулевой и 
второй моды происходит при значении давления 

0 420 0 .P .  

  
(а)   (б) 

  
(с)   (д) 

Рис. 4. Зависимость частоты  Re   и де-

кремента затухания  Im   трех первых 

мод от давления 0P  для разных значений 

параметра   ( 1b  , 0 5R  ): 0, 1, 2 – объ-

емная, первая и вторая моды (соответ-
ственно); а, б – 0 1  .  (сплошная линия), 

0 85  .  (штриховая линия), в, г – 1   
(сплошная линия), 10  (штриховая линия) 

С дальнейшим увеличением равновесного дав-
ления 0P  происходит перецепление ветвей спек-

тра, т.е. в случае 2 2
0 2k    (см. рис. 3, с, 4, 5). Для 

используемых параметров это происходит при 
значениях 0 972 6 .P  и 0 9.   (рис. 5). Таким 
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образом, эффект перецепления мод связан не 
только со сжимаемостью пузырька, но и с движе-
нием линии контакта.  

  

      (а)   (б) 

Рис. 5. Зависимость частоты  Re   и ко-

эффициента затухания  Im   объемной и 

второй мод собственных колебаний от па-
раметра Хокинга ( 1b  , 0 5R  , 

0 972 6 .P ), сплошная линия – объемная 

мода, штриховая – вторая мода 

Последующее увеличение давления 0P  в пу-

зырьке приводит к разделению ветвей решения 
(рис. 3, с). В результате, при малых значениях   
(линия контакта малоподвижна) частота объемных 
колебаний пузырька меньше частоты колебаний 
формы, а при больших   (свободнодвижущаяся 
линия контакта) наоборот, частота объемных ко-
лебаний – выше частоты колебаний формы. Кроме 
того, из приведенных графиков видно, что при 
больших значениях   частота второй моды не за-

висит от 0P  (рис. 3, а, с, 4, с). Частоты нечетных 

мод от давления 0P  не зависят при любых значе-

ниях  . 

4. Вынужденные колебания 

Рассмотрим далее вынужденные колебания пу-
зырька в пульсационном поле давления. Решение 
краевой задачи (2.1)–(2.6) аналогично случаю сво-
бодных колебаний, будем искать в виде рядов 
Фурье по собственным функциям уравнения 
Лапласа (2.1) [2]: 
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где    0 2  Iie
kR r k br ,    0 2  Kee

kR r k br , 0I , 

0K  – модифицированные функции Бесселя, 

ka , kb , kc  и d  – неизвестные амплитуды. Под-

ставляя решения (4.1) и (4.2) в уравнения (2.1)–
(2.6), получим выражения для неизвестных ампли-
туд ka , kb , kc  и d : 
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Напомним, что 0e , ek  – частоты собственных 

колебаний пузырька со свободно скользящей кон-
тактной линией (3.1), т.е. при    . 

Полученные амплитуды (4.3)–(4.5) являются 
комплексными при любом наборе параметров, за 
исключением двух предельных случаев: закреп-
ленной контактной линии ( 0  ) и фиксирован-
ного контактного угла (    ). Наличие затуха-
ния свободных колебаний вызвано лишь условием 
на линии контакта и не связано с вязкостью. Более 
того, несмотря на знаменатели 2 2

0  e  и 
2 2 ek , частоты 0e  и ek  собственных колеба-

ний пузырька не являются резонансными за ис-
ключением предельного случая свободной линии 

контакта. При 0  e  (или   en ) и конеч-

ных значениях   из решения (4.3)–(4.5) получаем, 
что 
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Анализ решения (4.1)–(4.5) показывает, что, с 
одной стороны, внешняя сила (пульсационное по-
ле давления) возбуждает радиальные (объемные) 
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колебания пузырька. С другой стороны, вслед-
ствие взаимодействия линии контакта с твердой 
подложкой будут возбуждаться и колебания фор-
мы. Следовательно, можно предположить, что ос-
новной вклад в изменение формы и объема пу-
зырька при малых значениях параметра   будут 
вносить моды колебаний формы, а при больших 
  – радиальная мода. 

Рассмотрим более детально оба предельных 
случая. При закрепленной линии контакта  0   

коэффициенты 0c , kc  и d , определяемые (4.3)–

(4.5), становятся действительными. На собствен-
ных частотах колебаний капли с закрепленной 
контактной линией e , определяемых решением 

уравнения указанного в предыдущем разделе, ам-
плитуда колебаний обращается в бесконечность. 
Таким образом, радиальная мода вносит не менее 
существенный вклад в колебания с закрепленной 
линией контакта, как и поверхностные моды. Это 
существенно отличает колебания сжимаемого пу-
зырька от несжимаемой капли.  

В противоположном предельном случае со 
свободно движущейся линией контакта      

имеем два случая линейного резонанса: 0e   

и ek  . Во втором случаи амплитуда колеба-

ний остается конечной, несмотря на малую дисси-
пацию. Это связано с тем, что внешнее воздей-
ствие не возбуждает моды колебаний формы при 
наличии свободно движущейся линии контакта. 
Другими словами, если частота   близка к соб-
ственной частоте en  n -й моды, т.е. 

 en ni    , 0n  ,  

то амплитуды (4.3)–(4.5) примут следующий вид: 
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Из представленных формул видно, что коэффици-
енты принимают конечные значения.  

Для резонанса 0 0e i     амплитуды (4.3)–

(4.5) имеют вид: 
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Следовательно, амплитуда 0c  радиальной моды 

начинает неограниченно нарастать при 0 0  . 

Введем обозначение  0 0
 


max

z
 – мак-

симальное отклонение боковой поверхности пу-
зырька от равновесного положения в середине 
слоя (при 0z  ). Аналогично, для максимального 
отклонения линии контакта на твердой поверхно-

сти –  1 2
 




/
maxs z

 и краевого угла – 

 0 5   max . . 

На рис. 6 показаны амплитуды колебаний по-
верхности и отклонение краевого угла на верхней 
пластине для разных значений давления газа 0P  и 

параметра Хокинга  . Из представленных графи-
ков видно, что резонанс на частоте радиальных 
колебаний имеет четко выраженный характер для 
большого набора значений параметров задачи. 
При конечных значениях   амплитуда всегда 
ограничена даже при резонансе, т.е. в системе есть 
диссипация энергии. Наличие затухания вызвано 
лишь условием на линии контакта и не связано с 
вязкостью.  

Имеются также «антирезонасные» частоты, при 
которых амплитуда колебаний поверхности равно 
нулю (см. рис. 6). Например, частоты, при кото-
рых линия контакта неподвижна, равны частотам 
 f  собственных колебаний пузырька с закреп-

ленной линией контакта ( 0   в (3.1)): 
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Из представленных выражений видно, что коэф-
фициент 0d  равен d  (4.3) при 0  . 

При малых   амплитуда колебаний линии 
контакта ограничена даже на резонансной частоте, 
равной частоте радиальных колебаний (рис. 6, а–
г).  

Это связано с сильным взаимодействием линии 
контакта с подложкой. В то же время диссипация 
мала (см. рис. 3, б, г, и 5, б) и при резонансе ам-
плитуда колебаний боковой поверхности велика 
(рис. 6, д–ж). При больших значениях   в резо-
нансе амплитуда колебаний (и линии контакта 
(рис. 6, а–г) и боковой поверхности (рис. 6, д–ж)) 
неограничена только на частоте объемных колеба-
ний, для остальных значений частот амплитуда 
постоянна за исключением «антирезонансных» ча-
стот. 
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Отсутствие резонансов на частотах поверх-
ностных мод при больших значениях   объясня-

ется слабым взаимодействием линии контакта с 
подложкой. В этом случае внешняя сила не воз-

 
(а) 

 
(б) 

 
(в) 

 
(г)  

 
(д)  

 
(е)  

 
(е)  

 
(ж)  

 
(з)  

   
(и) (й) (к) 

   
(л) (м) (н) 

Рис. 6.  Зависимость амплитуды s  колебаний капли на твердой поверхности (а,г,е,и,л), амплитуды 

0  в плоскости 0z   (б,д,й,м) и краевого угла   (в,е,к,н) от частоты внешнего воздействия   

( 1b  , 0 5R  ): (а–в) – 0 5P  ; (г–е) – 0 100P  ; (е–з) – 0 500P  ; (и-к) – 0 1000P  ; (л–н) – 0 1500P  ; 

0 1  .  – сплошная линия, 1   – штриховая, 10   – пунктирная 
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буждает поверхностные колебания пузырька как и 
в случае капля со свободной контактной линией. 

Из представленных на рис. 6 графиков видно, 
как меняются частоты объемной и первой поверх-
ностной моды с увеличением давления газа в пу-
зырьке. Как уже отмечалось выше, резонанс на ча-
стоте объемных колебаний ярко выражен при 
любых значениях параметров. Очевидно, что это 
связано, в первую очередь, с характером внешнего 
воздействия: возбуждается именно радиальная 
мода колебаний, поверхностные моды возбужда-
ются благодаря движению линии контакта.  

5. Заключение 

В данной статье рассмотрены собственные и 
вынужденные колебания зажатого газового пу-
зырька в пульсирующем поле давления. Скорость 
движения линии контакта трех сред (газ–
жидкость–твердая подложка) пропорциональна 
отклонению краевого угла от равновесного значе-
ния. Коэффициент пропорциональности   (пара-
метр Хокинга) описывает результирующее взаи-
модействие линии контакта с подложкой. 
Обнаружено, что объемные колебания цилиндри-
ческого пузырька возможны только в жидкости 
конечного объема со свободной внешней поверх-
ностью. Показано, что частота собственных коле-
баний может возрастать с увеличением параметра 
 , тогда как для несжимаемой капли значения ча-
стоты монотонно убывают. Найдены поправки к 
частотам собственных колебаний в предельных 
случаях фиксированной линии контакта  0   и 

фиксированного краевого угла     . 

Подробно изучен эффект пересечения частот 
соседних мод собственных колебаний: ветвь ча-
стоты радиальной моды проходит поперек ветви 
частоты поверхностной моды. Выяснено, что этот 
эффект связан не только со сжимаемостью пу-
зырька, но и с движением линии контакта. С пара-
метра   при переходе точки пересечения суще-
ственно меняется коэффициент затухания 
свободных колебания.  

При изучении вынужденных колебаний было 
показано, что при малых  , т.е. фиксированной 
линии контакта, амплитуда колебаний стремится к 
бесконечности при равенстве частоты внешнего 
воздействия частоте любой моды собственных ко-
лебаний. При этом радиальная мода вносит не ме-
нее существенный вклад в колебания с закреплен-
ной линией контакта, как и поверхностные моды. 
Это существенно отличает колебания сжимаемого 
пузырька от несжимаемой капли. В случае фикси-
рованного краевого угла     амплитуда стре-
мится к бесконечности только в случае резонанса 
на частоте объемной моды, а для резонансов на 
остальных частотах амплитуда ограничена. Это 
связано с тем, что внешнее воздействие не воз-

буждает моды колебаний формы при наличии сво-
бодно движущейся линии контакта. Имеются так-
же «антирезонасные» частоты, при которых ам-
плитуда колебаний поверхности равно нулю при 
любых значениях параметра  .  

Подытоживая результат исследования, можно 
сделать вывод о том, что сжимаемость (и, следова-
тельно, давление газа) оказывает существенно 
влияние на динамику пузырька. При этом внешнее 
воздействие должно быть таким, чтобы возбужда-
лась объемная мода собственных колебаний. Ранее 
было показано, что осесимметричные или транс-
ляционные вибрации не возбуждают радиальные 
колебания. К такому же эффекту, по-видимому, 
приведут круговые вибрации. То есть для таких 
типов воздействия поведение пузырька можно 
описать по аналогии с несжимаемой каплей.  
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