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Теоретически исследуется устойчивость слоя жидкости в задаче Ландау-Левича. Свободная 

энергия данного слоя является суммой дисперсионного (ван-дер-ваальсового) взаимодей-

ствия и специфического электрического  взаимодействия, обусловленного  наличием  двой-

ных электрических  слоев на обеих межфазных границах. В рамках длинноволнового при-

ближения в системе уравнений Навье-Стокса изучается устойчивость такой системы 

относительно возмущений. Для различных толщин слоев приводится карта устойчивости. 
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The stability of the liquid layer in the Landay-Levich problem is theoretically investigated. The free 

energy of this layer is the sum of the dispersion (van der Waals) interaction and the specific electrical 

interaction caused by the presence of two electric layers at both interphase boundaries. In the frame-

work of long-wave approximation, the stability of such a system with respect to perturbations is 

studied in the system of Navier-Stokes equations. A stability map is provided for different layer 

thicknesses. 
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1. Введение 

Тонкие пленки полярных жидкостей являются 

областью большого интереса ученых благодаря 

уникальной структуре и существенному влиянию 

электростатических сил на состояние и поведение 

пленки. Молекулы полярной жидкости представ-

ляют собой того или иного вида диполь, в которой 

можно четко выделить области разных зарядов. 

Вследствие этого, между ними возникают межмо-

лекулярные силы. Вода занимает особое место 

среди полярных жидкостей за счет своих уникаль-

ных свойств. Важным свойством при исследовании 

динамики жидкостей является вязкость. Среди по-

лярных жидкостей (напр. метанол, этанол, бензол и 

т.д.) вода обладает аномально большой, что напря-

мую влияет на динамику тонких водяных пленок. 

Кроме того, большинство полярных жидкостей ле-

тучи, в то время как вода обладает в этом отноше-

нии достаточной стабильностью. 

Актуальность рассмотрения тонкой водной 

пленки обусловлено тем фактом, что вода является 

одной из самых распространенных жидкостей на 
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планете, что влечет за собой множество явлений с 

её участием. Исторически, изучение воды в тонких 

слоях и каплях началось в 1918 г. с исследований 

Ирвинга Ленгмюра [1]. Он измерял толщину вод-

ной пленки, осажденной на листы слюды или 

стекла, взятых из естественных условий окружаю-

щей среды. Ему принадлежит идея о том, что в есте-

ственных условиях все поверхности в той или иной 

мере покрыты тонкой водной пленкой. В течении 

нескольких десятков лет внимание исследователей 

привлек механизм формирования капель воды на 

различных поверхностях. Ученые рассматривали 

два основных механизма образования водяных ка-

пель: конденсация водяного пара и испарение жид-

кости с поверхности тонкой водяной пленки с по-

следующим её разрывом при достижении ею 

критической толщины.  

В [2] проводилось исследование, посвященное 

неустойчивости и спонтанной деформации вод-ной 

пленки. Так же описывается механизм образование 

разрывов жидкой пленки как процесс, состоящий 

из двух этапов: уменьшение объемного слоя жид-

кости в пленке до размеров критического и рост по-

верхностной неустойчивости, приводящий к обра-

зованию дыр на поверхности пленки. Среди причин 

появления разрывов указывает особая роль раскли-

нивающего давления и действие ван-дер-ваальсо-

вых сил [3]. Изучение соотношения сил в жидких 

пленках малой толщины уже в середине XX в. пред-

ставляло собой серьезную задачу, так как по ре-

зультатам экспериментов и наблюдений при умень-

шении толщины в определенный момент времени 

пленка дестабилизируется без воздействий извне. 

Следовательно, существуют силы, которые влияют 

на этот процесс, и эти силы либо возникают при до-

стижении критической толщины, либо значительно 

при этом возрастают. 

Поиском закономерностей возникновения дис-

баланса сил в тонкой водной пленке занималось 

множество ученых на протяжение полувека, напри-

мер в работах [4-9]. Сложность исследований за-

ключалась в том, что основное уравнение динамики 

жидкости и газа (уравнение Навье-Стокса) обла-

дает бесконечной способностью к расширению при 

добавлении новых параметров, влияющих на жид-

кость. Для описания того или иного поведения тон-

кой водной пленки требовалось при разных усло-

виях требовалось различное упрощение этого 

уравнения. При упрощении уравнения математиче-

ское решение и моделирование поведения тонкой 

водной пленки становится возможным, однако при 

этом оно является приближенным. Задача по упро-

щению уравнения Навь-Стокса для жидкости про-

изводилась многими учеными, обзоры по которым 

приведены в [10-14].  

Задача о жидкости, стекающей с поднимаемой 

из резервуара пластины, впервые была сформули-

рована Ландау и Левичем в работе [15]. Содержа-

ние задачи заключается в следующем: из емкости с 

жидкостью вытаскивается с постоянной малой ско-

ростью пластина, в силу эффекта прилипания жид-

кость цепляется за пластину и утягивается ей. При 

этом гравитационные силы вынуждают вещество 

стекать вниз, образуя плавный мениск. Вопрос в 

оригинальной постановке задачи состоит в том, 

чтобы узнать толщину получаемой таким образом 

на пластине жидкой пленки. Самими авторами 

было предложено следующее решение: 

ℎ∞ = 0.945 𝑙𝑐𝐶𝑎2 3⁄  

где 𝐶𝑎 = 𝜇𝑈 𝜎⁄ – капиллярное число, 𝑙𝑐 =

√𝜎 𝜌𝑔⁄  – капиллярная длина. Здесь U-скорость вы-

тягивания пластины из жидкости, g-

гравитационная постоянная, а величины σ, μ, ρ -есть 

коэффициент поверхностного натяжения, кинема-

тическая вязкость и плотность жидкости, соответ-

ственно. 

Данный закон распространяется только на плос-

кую бесконечную пластину и не работает в случаях 

иных поверхностей (например, конечной пла-

стины или искривленной поверхности, в частности, 

трубки). В оригинальной постановке задачи также 

присутствует серьезное ограничение, касающееся 

наклона подложки. Оно заключается в том, что пла-

стины вынимают из жидкости перпендикулярно 

поверхности. Особый интерес для ученых пред-

ставляют течения, возникающие в системе, описан-

ной задачей Ландау-Левича. Об этом свидетель-

ствуют исследования, связанные с моделированием 

профилей движения жидкости, возникающих в об-

ласти мениска и верхнего слоя бассейна жидкости. 

Что касается самой пленки, то там движения доста-

точно тривиальны. В рамках этого направления ис-

следований можно назвать работы следующих уче-

ных[16-19]. 

Помимо характера движения слоя жидкости, 

учеными рассматривался вопрос о влиянии опреде-

ленных параметров системы. В работе [20] была по-

казана роль атмосферного давления на формирова-

ние пленки при опускании объекта в жидкость. 

Другим направлением, углубляющим оригиналь-

ную задачу Ландау-Левича, является рассмотрение 

влияния межмолекулярных сил на толщину пленки. 

Особую роль этих сил в формировании пленки под-

тверждают эксперименты [21-23]. По результатам 

их исследований обнаружено, что толщина пленки 

уменьшалась в присутствии в жидкости солей, ко-

торые ослабляют межмолекулярное взаимодей-

ствие. 

Практически все исследования, рассматриваю-

щие толщину пленки в задаче Ландау-Левича, 

предполагают наличие каких-либо примесей в жид-

кости и исследуют её в связи с действием этих при-

месей на толщину пленки. В то же время, вода как 

полярная жидкость обладает уникальным строе-

нием молекул, которые в тонком слое образуют 

особую по своим физическим свойствам структуру. 

В связи с этим, исследование устойчивости пленки 
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в задаче Ландау-Левича с учетом полярности самих 

молекул жидкости представляет собой   реальный 

предмет для изучения. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим классическую задачу Ландау-Левича о 

движении жидкости, утягиваемой поднимающейся 

пластиной [15]. Пластина, двигаясь с постоянной 

скоростью U, утягивает жидкость за собой, форми-

руя на поверхности ультратонкую пленку. Опреде-

лим координатные оси следующим образом: ось x 

направим вдоль движения пластины, а ось y – пер-

пендикулярно поверхности подложки (рис.1). 

Под воздействием гравитации жидкость движется 

обратно вниз, пока межмолекулярные силы не воз-

обладают над гравитационными, и на пластине не 

останется тонкий слой жидкости, увлекаемый пла-

стиной вверх. При этом образуются две межфазные 

границы: «жидкость-газ» и «жидкость-подложка». 

В зависимости от вида жидкости, энергия получен-

ного слоя будет различной, как и его поведение от-

носительно времени. 

 

 

Рис.1. Геометрическая интерпретация  

задачи Ландау-Левича 

 

Вектор скорости жидкости имеет две компо-

ненты v = (u,w), где u и w – проекции на оси x и y, 

соответственно. Рассмотрим систему уравнений 

Навье-Стокса, описывающих движение вязкой 

жидкости: 
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здесь ρ – плотность жидкости, p – давление, φ – до-

полнительный потенциал энергии слоя, имеющий 

размерность химического потенциала и возникаю-

щий в результате межмолекулярного взаимодей-

ствия межфазных поверхностей, μ – динамическая 

вязкость. Символом 
i  обозначается производная 

по соответствующей координате.  

Для тонкой пленки, увлекаемой движущейся 

подложкой, существует две границы: «жидкость–

газ» и «жидкость–твердая поверхность». Для раз-

дела «жидкость–подложка» применяется классиче-

ское граничное условие, заключающееся в непро-

ницаемости подложки w=0. Второй 

характеристикой поведения жидкости на данной 

границе является прилипание. Это означает, что 

жидкость у самой границы движется вместе с ней 

u=U. Движение жидкости на границе раздела «жид-

кость–газ» представляет собой более сложную за-

дачу, так как следует учитывать множество факто-

ров, таких как межмолекулярные силы, сила 

тяжести, кривизна поверхности, поверхностное 

натяжение и т.д. Кинематическое условие на сво-

бодной границе t)y,h(x,=y   может быть представ-

лено в стандартном виде: 0=whu+h xt  .  Нор-

мальное и тангенциальное условия для тензора 

напряжений на свободной границе, используя стан-

дартные преобразования, записываются следую-

щим образом: 

   0][2 32 =hσuhu+wμ+p xxxxyx   , 

  04 =w+uμuμh xxyxx   , 

здесь введены следующие обозначения: 

22 11,1 xx hh=   . 

 

3. Длинноволновое приближение 

Система уравнений и граничные условия дан-

ной задачи в исходном виде представляет собой до-

вольно сложный для решения математический объ-

ект. Для того, чтобы её упростить и получить некие 

аналитические соотношения, воспользуемся длин-

новолновым приближением [24]. Длинноволновое 

приближение, которое мы будем использовать 

ниже, заключается в следующем: выбираем длину 

волны λ в качестве характерного размера вдоль оси 

x, а в качестве характерного масштаба вдоль оси y 

выберем толщину слоя h∞. Будем считать, что отно-

шение 1<</2π 0 h=ε . Используя данное прибли-

жение, запишем характерные безразмерные мас-

штабы задачи: 
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В безразмерных переменных система уравнений 

Навье-Стокса для нашей задачи примут следующий 

вид: 



4 А. В. Люшнин, К.А. Пермякова 
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В данной системе уравнений имеются два безраз-

мерных коэффициента: число Рейнольдса 𝑅𝑎 =
𝜌𝑈ℎ∞ 𝜇⁄    и гравитационный параметр 𝐺 = 𝜌𝑔 𝜇𝑈⁄ .  

Перейдем теперь к записи граничных условий в 

безразмерном виде. На твердой подложке безраз-

мерные граничные условия имеют вид: 

0~U,~:0 =w=u=y . На свободной границе без-

размерные условия запишем следующим образом: 

 

  ,0
~

]~~~~[2~ 3222 =hCauhu+w+p xxxxyx    

  ,0~~~~
4 22 =w+uuh xxyxx    

здесь  μUσε=Cahh= 3

xx /,
~

11,
~

1 2222   . 

Здесь и далее используем лишь безразмерные вели-

чины и верхнее подчеркивание будем  в дальней-

шем опускать. 

Решение системы безразмерных уравнений и 

граничных условий будем искать путем разложе-

ния искомых величин в ряд по малому параметру ε 

Представим переменные компонент вектора скоро-

сти и давления в виде: 


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Собирая слагаемые относительно нулевого нуле-

вой степени разложения по  ε и опуская подстроч-

ные индексы для u0, w0 и p0  мы получаем  следую-

щую систему уравнений и граничных условий: 
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Интегрируя уравнение неразрывности по коорди-

нате y и подставляя граничные условия  получаем 

общий вид эволюционного уравнения: 
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Интегрируя вертикальную компоненту скорости по 

соответствующей координаты мы получаем следу-

ющее соотношение: 

hyxxhCa=+p


  . 

Далее, интегрируя уравнение для горизонтальной 

компоненты скорости и используя граничные усло-

вия мы получаем уравнение для    скорости: 
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Подставляя значение горизонтальной компоненты 

скорости в эволюционное уравнение мы получаем 

эволюционное уравнение для данной задачи: 

  xxxxxx

x

xt hhh
h

hGh
h

ph 







 

23

2
2

3

   (1) 

Внешний вид полученного уравнения говорит о 

том, что изменение толщины пленки со временем 

зависит от трех основных параметров: поверхност-

ного натяжения, гравитации и дополнительного 

энергетического потенциала, в который заложены 

межмолекулярное взаимодействие  жидкости. 

 

4. Анализ устойчивости 

После того, как математическая модель эволю-

ции ультратонкой водной пленки в задаче полу-

чена, следует проанализировать её на предмет вли-

яния ван-дер-ваальсовых и электростатических 

взаимодействий. Большую роль в этом процессе иг-

рает анализ устойчивости пленки к разного рода 

возмущениям, в том числе и волнам. Так, в про-

цессе вывода эволюционного уравнения использо-

валось длинноволновое приближение: пленке как 

бы сообщали возмущение с длиной волны, значи-

тельно превосходящей масштабы толщины самой 

пленки. При этом, анализ целостности пленки в 

процессе подобных возмущений не производился. 

В работе [25] было показано, что в описании хи-

мического потенциала для тонких слоев кроме ван-

дер-ваальсовского межфазного взаимодействия 

необходимо добавить второе слагаемое, которое 

возникает благодаря перекрытию двойных электри-

ческих слоев для обеих межфазных поверхностей. 

Потенциал межмолекулярного взаимодействия φ 

выражается через свободную энергию межмолеку-

лярного взаимодействия поверхности f, связь 

между этими величинами записывается следую-

щим образом φ=df/dh . Величина f определяется как: 










 


0

0

2

0 exp
l

hd
S+

h

dS
=f(h) P

2

LW

 

где SLWd0
2= - A/12π , А – константа Гамакера, d0 

– характерная длина для дебаевского отталкивания, 

l0 – характерная длина взаимодействия. Для воды 

величины d0 и l0 имеют значения 0.2 и 0.6 нм, соот-

ветственно. Константы SLW и SP являются ван-дер-

ваальсовской и электростатической компонентами 

коэффициента растекания S=SLW+SP . 

В дальнейших наших исследованиях будем счи-

тать, коэффициент поверхностного натяжения σ яв-
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ляется постоянной величиной. Тогда из эволюцион-

ного уравнения исключаются соответствующие 

слагаемые и уравнение (1) примет вид: 

  xx

x

xt hhGh
h

ph 







 2

3

3
             (2) 

Подставляя свободную энергию межмолекуляр-

ного взаимодействия в (2) и в безразмерном виды 

окончательный вариант эволюционного уравнения 

в безразмерной форме: 

 

   ,exp

3

1

3

3

xx

Pl

x

x

xxxxxxt

lhhhS
h

h
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hhhGhhCah












              (3) 

здесь представлены следующие безразмерные 

параметры: 

.,)exp(
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Для исследования устойчивости уравнения (3) 

представим толщину слоя в виде суммы основного 

состояния и возмущения h+h=h 0
 . Представим 

эти возмущения в «нормальном» виде

 ikxst=h  exp  , где s – декремент возмущений, 

т.е. описывает поведение возмущения со временем 

(s > 0 ведет к росту возмущений, а отрицательное 

значение декремента соответствует их затуханию), 

k есть волновое число вдоль оси x. Подставляя  та-

кой вид толщины слоя в уравнение (3) , получим за-

дачу на собственные значения, где собственным 

числом является декремент возмущений s, которая 

имеет следующую форму: 

 

   .exp

1
3

1

23

00

2

0

2

0

43

0

khlhdSk
h

A

hGikkCahs

Pl 



            (4) 

Мнимая часть декремента s в уравнении (4) со-

ответствует некоторому сдвигу вдоль оси x и явля-

ется индикатором наличия решения в виде бегущей 

волны. Проанализируем действительную часть. В 

ней содержатся те компоненты, которые влияют на 

устойчивость пленки к возмущениям. Уравнение 

действительной части свидетельствует о том, что 

влияющими параметрами является энергия макро-

слоя, ван-дер-ваальсовая и электростатическая 

энергии. Так как все параметры являются безраз-

мерными, то h0=1 (обезразмеривание происходит 

относительно самой величины h0). Подставим это 

значение в уравнение действительной части, полу-

чим функцию декремента от волнового числа. 

   224 1exp
3

1
kldSkACaks Pl   

Составим уравнения для макрослоя (5), тонкого 

(6) и ультратонкого слоев (7): 

4

3

1
CaksM                 (5) 

24

3

1
kACaksT                 (6) 

   224 1exp
3

1
kldSkACaks Pl

UT
      (7) 

Макрослой характеризуется большей объемной 

частью жидкостного слоя. Энергии на межфазных 

границах в малой степени влияет на данный слой. 

Поэтому, исключая все, кроме энергии объемной 

фазы жидкости. То же происходит при добавлении 

энергии межмолекулярного взаимодействия (6) и 

энергии двойных электрических слоев (7).  

Таблица 1. Примерные значения парамет-

ров, входящих в уравнение устойчивости 

тонкой водяной пленки 

Параметр Значение (для воды) 

ε 5 10-2
 

h0 10-9м 

ρ 103 кг/м3 

ν 10-6 м2/ c 

A -10-20 Дж
 

SP
 

-2 10-3 Дж/м2 

l0 6 10-10  м 

d0 2 10-10  м 

σ 72 10-3 Дж/м2 

При подборе параметров берется в расчет тот 

факт, что для полярных жидкостей константа Гама-

кера и коэффициент адсорбции отрицательны. По-

строим графики устойчивости уравнений толщины 

пленки для макрослоя, тонкого и ультратонкого 

слоев. Анализируя полученные данные, можно за-

метить, что неустойчивость декремента   возмуще-

ний (s>0) растет с последовательным включением в 

уравнение ван-дер-ваальсовых и электростатиче-

ских взаимодействий. Волновое число, для кото-

рого существует неустойчивость, в макрослое от-

сутствует, для тонкого и ультратонкого слоев с 

учетом отрицательности параметров   A и SP    

можно представить следующим образом: 

CaAkkACak T 30
3

1 24   
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1exp3

01exp
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1 224

 

Так как в процессе изучении водной пленки в 

рамках задачи Ландау-Левича, применялось длин-

новолновое приближение, то критическое волновое 

число   является важной характеристикой. Оно яв-

ляется границей раздела устойчивости и неустой-

чивости состояния ультратонкой пленки.  

0 2 4 6 8 10

-0.0004

-0.0002

0

0.0002

0.0004

k

s

1

2

3

 

Рис. 2. Дисперсионное соотношение s(k). 

Цифрами 1,2,3 показаны кривые для урав-

нений (5), (6) и (7), соответственно. 

На рис.2 представлено дисперсионное соотно-

шение для декремента затухания s по отношению к 

волновому числу k. Анализируя полученный ре-

зультат, можно сделать вывод о том, что наличие в 

системе ван-дер-ваальсовых и электростатических 

механизмов взаимодействия понижает устойчи-

вость тонкой водяной пленки по отношению к воз-

мущениям. Подобные явления в природе можно 

наблюдать, когда при высыхании водной пленки 

происходят разрывы на местах, имеющих некото-

рые дефекты и приводящие к формированию про-

странственных структур на поверхности. Особен-

ностью задачи Ландау-Левича является тот факт, 

что капиллярное число Ca в процессе эксперимента 

непрерывно уменьшается. Это объясняется тем, что 

малый параметр ε непрерывно уменьшается. С 

точки зрения физики, смысл этого изменения за-

ключается в том, что значение безразмерного пара-

метра   Ca тесно связано с понятием капиллярного 

давления: оно существует в объемной части жидко-

сти и способствует устойчивости пленки в противо-

вес расклинивающему давлению, направленному 

на нарушение баланса. Таким образом, понижая ка-

пиллярное давление, мы понижаем устойчивость 

системы. Интересным фактом является то, учет гра-

витации не влияет на устойчивость системы, а 

определяет характер бегущей волны. 

Таким образом, учет ван-дер-ваальсовского вза-

имодействия для полярных жидкостей (например 

воды) приводит к появлению неустойчивости отно-

сительно возмущений. Включение в рассмотрение 

и электростатического механизма взаимодействия, 

который обусловлен наличием двойных электриче-

ских слоев она свободных поверхностей, также по-

нижает устойчивость системы. Следует отметить, 

что учет электростатического взаимодействия при-

водит в потенциале межфазного взаимодействия 

ведет к увеличению области неустойчивости.   

Исследование выполнено при финансовой под-

держке Правительства Пермского края в рамках 

научного проекта № C-26/174.2. 
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