
© Кочубей А.Я., Тренинков И. А., 2020 

43 
распространяется на условиях лицензии  

Creative Commons Attribution 4.0 International (CC BY 4.0). 

ВЕСТНИК ПЕРМСКОГО УНИВЕРСИТЕТА  
–––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
2020 •   ФИЗИКА   • Вып. 1 
 
 
УДК 66.017 
PACS 61.05.cp 

 

Анализ дифракции белого рентгеновского 

излучения на кристаллах методом Эвальда 

при определении линейных параметров 

кристаллической решётки 
А.Я. Кочубей , И. А. Тренинков  

ФГУП «Всероссийский научно-исследовательский институт авиационных материалов» (ВИАМ) 

105005, Москва, ул. Радио, д. 17 

E-mail: trigorya@gmail.com 

 

Показана возможность применения коротковолновой границы белого рентгеновского излу-

чения для экспериментального определения линейных параметров кристаллической решёт-

ки. Рассмотрены два варианта рентгеновской съёмки, позволяющей зафиксировать дифрак-

ционный эффект, лежащий в основе определения линейных параметров: съёмка при 

изменении напряжения на рентгеновской трубке и постоянном угле дифракции, а также 

съёмка при изменении угла дифракции и постоянном напряжении на трубке. Для обоих ва-

риантов съёмки получены расчётные формулы, позволяющие экспериментально определить 

линейные параметры решётки. С применением рассмотренных типов рентгеновской съёмки 

и полученных расчётных формул определены межплоскостные расстояния в кристаллах не-

которых простых веществ. 
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The possibility of using the short-wave boundary of white X-ray radiation for the experimental de-

termination of the linear parameters of the crystal lattice is shown. Two variants of X-ray exposure 

are considered, which allows to fix the diffraction effect underlying the determination of linear pa-

rameters: shooting when the voltage on the X-ray tube and the constant angle of diffraction, as well 

as exposure when the diffraction angle and the constant voltage on the tube change. For both vari-

ants of the exposure, calculation formulas are obtained that allow experimentally determining the 

linear parameters of the lattice. With the application of the considered types of exposure and the 
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resulting calculation formulas determined the interplanar distances in the crystals of some simple 

substances. 
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1. Введение 

Развитие авиационной и космической техники 

требует создания новейших материалов со слож-

ным комплексом свойств [1–3]. Решение таких за-

дач возможно при разработке соответствующих 

методов структурных исследований, включающих 

методы рентгеноструктурного анализа [4–7]. В ра-

ботах [8–11] показана эффективность применения 

белого рентгеновского излучения с целью изуче-

ния симметрии кристаллической решётки, типа 

элементарной ячейки и угловых параметров ре-

шётки. В частности, показано, что угловые пара-

метры решётки α, β, γ могут быть непосредственно 

измерены по прямым полюсным фигурам (ППФ), 

экспериментально построенным при облучении 

кристалла непрерывным рентгеновским спектром. 

Применение белого рентгеновского излучения 

представляет научный и практический интерес при 

определении линейных параметров кристалличе-

ской решётки – периодов a, b, c и межплоскостных 

расстояний dhkl. Линейные параметры решётки мо-

гут быть вычислены с применением уравнения 

Вульфа-Брэгга [12–14], в котором в качестве дли-

ны волны λ применяется коротковолновая граница 

λмин белого рентгеновского излучения. 

2. Применение коротковолновой 

границы при определении 

линейных параметров решётки 

Коротковолновая граница непрерывного (бело-

го) спектра рентгеновской трубки (включающего 

также линии характеристического излучения мате-

риала анода) является резкой (рис. 1), что позволя-

ет надёжно зафиксировать дифракционный эффект 

(рост интенсивности), связанный с пересечением 

узла обратной решётки внешней границей области 

отражений. Такое пересечение возможно реализо-

вать двумя способами: 

1. При неизменном (фиксированном) угле θ 

непрерывно (плавно) изменять длину волны ко-

ротковолновой границы белого спектра путём не-

прерывного (плавного) изменения напряжения на 

рентгеновской трубке (рис. 2, а). Чем выше напря-

жение на рентгеновской трубке, т.е. чем меньше 

λмин, тем уже интервал длин волн [λмин, 1,5 λмин] и 

круче график зависимости I(λ) на этом интервале 

(рис. 2, б). 

 

Рис. 1. График функции I(λ) упирается в 

шкалу длин волн λ в точке λ = λмин 

2. При неизменном (фиксированном) значении 

коротковолновой границы белого спектра путём 

непрерывного (плавного) изменения брэгговского 

угла θ в процессе (θ–2θ)-сканирования (рис. 3). 

В обоих случаях требуемая система кристалли-

ческих плоскостей предварительно должна быть 

выведена в отражающее положение, т.е. соответ-

ствующий узловой ряд обратной решётки должен 

быть совмещён с вектором отражения. 

При съёмке в белом излучении сканирование 

узлового ряда осуществляется таким образом, что 

после пересечения одного узла коротковолновой 

границей и её продвижении к следующему узлу 

узлового ряда обратной решётки, пересечённые 

ранее узлы продолжают оставаться в области реги-

страции АВ, т.е. счётчик продолжает регистриро-

вать интенсивность их отражений. Поэтому скани-

рование узлового ряда с применением белого 

излучения является интегральным (т.е. суммиру-

ющим по узлам), а не дифференциальным (т.е. 

раздельным по узлам), как это имеет место, 

например, при (θ–2θ)-сканировании узлового ряда 

с применением монохроматического излучения 

(рис. 4). 

Дифракционный эффект, связанный с пересе-

чением узлов обратной решётки внешней (корот-

коволновой) границей области отражений, может 

быть использован на практике с целью определе-

ния линейных параметров (межплоскостных рас-

стояний и периодов) кристаллических решёток. 

Для регистрации такого эффекта требуется ди-

фрактограмма, т.е. экспериментально построенная 

зависимость интенсивности рентгеновских отра-

жений (фиксируемых точечным счётчиком) от из-
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меняемого параметра: либо напряжения на рентге-

новской трубке (1-й способ), либо брэгговского 

угла θ (2-й способ). 

 
Рис. 3. При увеличении брэгговского угла 

(θ2 > θ1) в процессе (θ–2θ)-сканирования 

узлы n = 1, n = 2 и т.д. последовательно 

пересекаются с внешней границей обла-

сти отражений 

3. Способ 1 

Измерение межплоскостных расстояний кри-

сталлов путём изменения коротковолновой грани-

цы непрерывного спектра, что физически означает 

сканирование узлового ряда обратной решётки в 

процессе непрерывного увеличения радиуса внеш-

ней ограничивающей сферы Эвальда 
и

1

м нR   об-

ласти отражений белого рентгеновского излуче-

ния. 

 

Рис. 4. Дифракционный спектр I(λ) при 

сканировании узлового ряда обратной ре-

шётки: а – с применением монохромати-

ческого спектра при (θ–2θ)-сканировании; 

б – с применением белого спектра без 

учёта характеристической составляю-

щей материала анода рентгеновской 

трубки 

При фиксированном угловом положении (то-

чечного) счётчика 2θ и ориентированном задан-

ным образом кристалле, когда соответствующий 

узловой ряд n(hkl) (где n – последовательность 

натуральных чисел, учитывающая законы погаса-

ния) обратной решётки выведен на отрезок реги-

страции АВ области отражений, непрерывное уве-

личение напряжения U на рентгеновской трубке 

приводит к непрерывному уменьшению величины 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 2. Влияние напряжения U на рентгеновской трубке: а – увеличение диаметра внешней сфе-

ры Эвальда, ограничивающей область отражений, U3 > U2 > U1, n = 1, n = 2 и т.д. – номера уз-

лового ряда обратной решётки; б – изменение спектра белого излучения при изменении напря-

жения на рентгеновской трубке 
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коротковолновой границы мин  белого излучения 

согласно формуле 

мин

12.4
,

U
                                                          (1) 

где мин  – коротковолновая граница белого спек-

тра, Ǻ, U – напряжение на рентгеновской трубке, 

кВ. Далее везде по тексту следует иметь в виду, 

что число 12.4 имеет размерность «анг-

стрем×киловольт». 

Согласно построению Эвальда координата точ-

ки В пересечения сканируемого узлового ряда об-

ратной решётки внешней сферой отражений равна 

модулю вектора рассеяния волны мин : 

мин

,
2 sin sin

12. 6

2si

.2

n

4

U U
B

  


                         (2) 

т.е. зависит от напряжения на трубке линейно и 

непрерывно перемещается вдоль узлов ряда при 

увеличении напряжения U. Координата точки А 

пересечения сканируемого узлового ряда внутрен-

ней границей (сферой) области отражений равна 

макс

2sin
,A




                                                         (3) 

т.е. в отличие от точки В, постоянна в процессе 

сканирования, так как по условию съёмки 

θ = const, а макс определяется поглощающими 

свойствами материала окна рентгеновской трубки. 

Таким образом, непрерывное увеличение напря-

жения на рентгеновской трубке при неизменном θ 

приводит к непрерывному увеличению длины от-

резка регистрации АВ и к последовательному уве-

личению количества узлов узлового ряда обратной 

решётки на отрезке регистрации. Поэтому рост ин-

тенсивности, регистрируемый счётчиком, при 

плавном увеличении напряжения на аноде должен 

иметь ступенчатый характер, где каждая ступень 

соответствует определённому узлу узлового ряда 

обратной решётки. То есть согласно формуле 

Вульфа–Брэгга, на экспериментально построенной 

зависимости I(U) точки перегиба или локальные 

минимумы будут возникать периодически при 

напряжениях на трубке, равных 

,
6.2

sin
nU n

d 
                                                    (4) 

где n – последовательность натуральных чисел, 

учитывающая законы погасания. 

В зависимости от величины периода узлового 

ряда обратной решётки минимумы могут перехо-

дить в точки перегиба. 

Для двух соседних точек перегиба (локального 

минимума) графика I(U), соответствующих двум 

соседним узлам обратной решётки с номерами n и 

(n+1), справедлива система уравнений: 

1

2 sin ,

( 1) 2 sin ,

n

n

n d

n d
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Из полученной формулы (7) следует, что при 

таком способе определения межплоскостного рас-

стояния нет необходимости знать величину n (по-

рядковый номер узла узлового ряда обратной ре-

шётки), т.е. расчёты можно осуществить для 

любых двух соседних узлов. Формула справедлива 

для всех систем плоскостей примитивной решётки, 

а также для тех систем плоскостей сложных решё-

ток, для которых нет систематических погасаний. 

Например, для системы плоскостей {111} гране-

центрированной кубической решётки формула 

верна, а для систем плоскостей {100} и {110} этой 

же решётки необходимо учитывать погасания. Так, 

в полученной формуле следует заменить (n + 1) на 

(n + 2) и числитель дроби умножить на 2, тогда 

формула для межплоскостного расстояния d при-

мет вид: 

100:110

2

12.4

( )sinn n

d
U U 




,                          (8) 

где Un+2 и Un – напряжения на рентгеновской труб-

ке, соответствующие двум любым соседним точ-

кам перегиба на графике экспериментальной зави-

симости I(U). 

Межплоскостное расстояние можно вычислить 

и на первой точке перегиба. Соответствующую 

формулу для вычисления можно вывести как след-

ствие полученной формулы, учитывая, что U0 = 0, 

а также непосредственно из формулы Вульфа-

Брэгга, учитывая, что 12.4 /U  . 

В соответствии с вышесказанным проведены 

измерения межплоскостных расстояний d100, d110 и 

d111 в кристалле никеля. На основании эксперимен-

тальных зависимостей, представленных на рис. 5, 

составлена таблица расчётов межплоскостных рас-

стояний по выведенным формулам. Из расчётов 

следует, что полученные значения близки к таб-

личным, но ошибка 5 % для d110 означает, что для 
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практического применения этого метода требуется 

дифрактометр с меньшим шагом изменения 

напряжения U на рентгеновской трубке (опти-

мально – с непрерывным изменением) для повы-

шения точности измерений. Экспериментальные 

зависимости получены с применением рентгенов-

ского дифрактометра D/Max-2500, который при 

включении высокого напряжения, автоматически 

устанавливает минимальное напряжение 20 кВ. В 

проведённой работе напряжение на аноде увели-

чивали, начиная с 20 кВ, с шагом 1 кВ, через каж-

дые 10 с. 

 
(а) 

 
(б) 

 
(в) 

Рис. 5. Пересечение первого узла (незапре-

щённого законом погасаний) узлового ряда 

обратной решётки кристалла никеля при 

увеличении напряжения на рентгеновской 

трубке: а – узловой ряд 100; б – узловой ряд 

110; в – узловой ряд 111. На всех графиках 

ось абсцисс – это ось времени, в течение 

которого вручную осуществляли увеличение 

напряжения. Напряжение на трубке, при 

котором начинался рост интенсивности, 

визуально регистрировали на управляющей 

панели дифрактометра и заносили в таб-

лицу. Графики соответствуют области 

внутри круга (рис. 4) 

 

Рис. 6. Пересечение первого узла узлового 

ряда 611 обратной решётки кристалла мо-

либдена внешней границей области отра-

жений при увеличении напряжения на 

рентгеновской трубке. Напряжение, соот-

ветствующее точке перегиба n = 1, визу-

ально зарегистрировали на управляющей 

панели дифрактометра (U = 29 кВ) 

На рис. 6 представлена зависимость интенсив-

ности I, регистрируемой при U-сканировании уз-

лового ряда 611 обратной решётки кристалла мо-

либдена от времени τ (с), в течение которого 

непрерывно вручную с постоянной скоростью 

ΔU/Δτ увеличивали напряжение на рентгеновской 

трубке. Напряжение, соответствующее точке пере-

гиба графика при пересечении первого узла внеш-

ней сферы Эвальда, фиксировали по числовому 

указателю на управляющей панели дифрактометра. 

При постоянном угле 2θ = 50° оно составило 

29 кВ. Подставив эти данные в формулу (4), мы 

получили значение d611 = 0.506 Å. Сравнение с 

табличными (расчётными) данными 
611

Mod  = 0.511 Å 

показывает, что ошибка составляет 1 %. 

Результаты определения межплоскостных 

расстояний в кристалле никеля 

hkl, n 2θ θ sinθ 
U, 

кВ 
dэксп dтабл 

Δd, 

 % 

100, 2 15 7.5 0.1305 27 1.760 1.766 0.3 

110, 2 23 11.5 0.1994 26 1.196 1.250 5 

111, 1 15 7.5 0.1305 23 2.065 2.038 1.4 

4. Способ 2 

Измерение межплоскостных расстояний путём 

изменения брэгговского угла θ в процессе (θ–2θ)-

сканирования при неизменных границах непре-

рывного спектра, т.е. при фиксированном напря-

жении U на рентгеновской трубке. 

При (θ–2θ)-сканировании ориентированного 

кристалла отрезок регистрации АВ и совмещённый 

с ним узловой ряд поворачиваются синхронно, т.е. 

не разъединяются (рис. 7). При этом характери-

стические линии материала анода рентгеновской 

трубки перемещаются в обратном пространстве по 

круговым траекториям с радиусами 1/λKα и 1/λKβ 

соответственно и пересекают определённый ин-

тервал узлового ряда обратной решётки, формируя 
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максимумы интенсивности. На рис. 7 показано, как 

первый узел в результате (θ–2θ)-сканирования ока-

зывается вне области регистрации АВ, а узлы 3–5 

– оказываются в области регистрации 

 

Рис. 7. Отрезок регистрации отражений 

счётчиком АВ и совмещённый с ним узловой 

ряд обратной решётки при (θ–2θ)-

сканировании 

Согласно построению Эвальда [15], координата 

точки В пересечения сканируемого узлового ряда 

обратной решётки внешней сферой отражения 

равна sin / 6.2B U  . Соответственно, координа-

та точки А пересечения сканируемого узлового ря-

да обратной решётки внутренней границей области 

отражения равна максsin /2A   . Поэтому непре-

рывное увеличение угла θ в интервале от 0 до 90º 

приводит к непрерывному увеличению длины от-

резка регистрации: 

макс

2
sin .

6.2

U
AB 



 
  
 

                                    (9) 

Но в отличие от первого способа, во втором 

способе точка А подвижна – её координата на уз-

ловом ряде увеличивается. Следовательно, при 

сканировании узлового ряда изменение количества 

узлов в области регистрации АВ связано не только 

с вхождением в эту область новых узлов с боль-

шими номерами, но и с выходом из этой области 

узлов с малыми номерами. Величина в скобках по-

стоянна, поэтому длина отрезка регистрации АВ 

увеличивается, так как в интервале углов 

θ   (0, 90º) функция sin  является возрастающей. 

Следовательно, количество узлов обратной решёт-

ки на отрезке регистрации в целом увеличивается 

(при переходе через некоторые значения углов θ 

количество узлов на отрезке АВ может уменьшать-

ся на единицу). Поэтому, как и в первом способе, 

изменение интенсивности, регистрируемое счётчи-

ком, имеет ступенчатый характер, где ступень уве-

личения соответствует появлению (попаданию) 

нового узла в области регистрации АВ, а ступень 

снижения интенсивности соответствует выходу уз-

ла с малым номером из области регистрации (см. 

рис. 7). 

Для двух соседних точек перегиба (локального 

минимума) графика I(2θ), соответствующим двум 

соседним узлам обратной решётки с номерами n и 

(n+1), справедлива система уравнений: 

1
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                                   (12) 

Согласно построению Эвальда для нулевого уз-

ла обратной решётки (т.е. для n = 0) брэгговский 

угол равен нулю, т.е. sinθ0 = 0. Следовательно, 

формула (12) приобретает вид 

1 0 1

.
6.2 6.2

(sin sin ) sin
d

U U  
 


                      (13) 

На рис. 8, а представлена дифрактограмма I(2θ) 

кристалла молибдена, ориентированного для от-

ражений плоскостью (110), полученная методом 

(θ–2θ)-сканирования при напряжении на трубке 

40 кВ в интервале углов сканирования первого уз-

ла узлового ряда 110 обратной решётки. Из ди-

фрактограммы следует, что 2θ1 = 8º. После подста-

новки численных значений в формулу (13) 

получим: 

1

6.2 6.2

sin 40sin 4

6.2
2.214

40 0.0697
Å.

d
U 
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Согласно табличным данным [16], 
110 2.220Mod  Å, 

т.е. ошибка составляет менее 0.3 %. 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 8. Дифрактограммы кристалла молиб-

дена: а – пересечение узла n = 1 узлового 

ряда 110 обратной решётки кристалла мо-

либдена при U = 40 кВ происходило при 2θ1 

= 8º; б – сканирование узлового ряда 110 

обратной решётки кристалла молибдена в 

интервале узлов от n = 2 до n = 5 при U = 

20 кВ 

На рис. 8, б представлена аналогичная дифрак-

тограмма, но полученная при напряжении на труб-

ке 20 кВ в угловом интервале сканирования между 

2-м и 5-м узлами узлового ряда 110 обратной ре-

шётки. Из дифрактограммы, в частности, следует, 

что 2θ3 = 49.0º, 2θ4 = 67.5º. На ней присутствуют 

также характеристические линии материала анода. 

Они позволяют определить параметры решётки, но 

в данной работе цель – определение линейных па-

раметров решётки по коротковолновой границе 

белого спектра. 

После подстановки численных значений в фор-

мулу (12) получим: 

6.2

20(sin 67.5 sin 49.0 )

6.2

20(0.55

,

6 0.415)

6.2 6.2
2.198

20 0.141 2.82
Å

d  


 


  


 

т.е. ошибка равна 0.5 % 

5. Заключение 

Формулы (7) и (12) могут быть применены для 

экспериментальной оценки линейных параметров 

кристаллической решётки – межплоскостных рас-

стояний и периодов. 

Очевидно, что чем выше точность регистриро-

вания углов θ1, θ2 ... (либо U1, U2, ...) на дифракто-

граммах, тем выше точность определения линей-

ных параметров решётки. 

Таким образом, для оценки линейных парамет-

ров кристаллической решётки помимо широко 

применяемых методик, в которых используют 

длины волн λKα или λKβ характеристического (ли-

нейчатого) спектра, возможно применение длины 

волны λмин коротковолновой границы белого излу-

чения. 
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