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Проводится численный анализ нестационарных режимов естественной конвекции неньюто-

новской жидкости в замкнутой полости при наличии локального источника энергии перемен-

ного объемного тепловыделения. Для описания неньютоновского характера течения рабочей 

среды используется модель степенной жидкости Оствальда-де-Виля. Определяющие диффе-

ренциальные уравнения в частных производных сформулированы в безразмерных перемен-

ных «функция тока–завихренность». Полученная краевая задача математической физики ре-

шена численно методом конечных разностей на равномерной сетке. Исследования проведены 

в широком диапазоне изменения степенного показателя для жидкости и частоты колебаний 

плотности объемного тепловыделения источника энергии. Установлены распределения изо-

линий функции тока и температуры, а также среднего числа Нуссельта на поверхности ис-

точника энергии и средней температуры внутри тепловыделяющего элемента, иллюстриру-

ющие влияние определяющих параметров на режимы течения и теплоперенос. 
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Numerical analysis of transient natural convection of non-Newtonian fluid in an enclosure with a lo-

cal heat source of variable volumetric heat generation is carried out. The power-law fluid model of 

Ostwald-De-Waele is used for description of the non-Newtonian fluid behavior. The governing par-

tial differential equations have been formulated in dimensionless variables «stream function–

vorticity». The obtained boundary-value problem of mathematical physics has been solved numeri-

cally by the finite difference method using the uniform mesh. Investigations have been conducted in 

a wide range of the fluid power-law index and oscillation frequency of the heat source volumetric 
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heat generation. Distributions of streamlines and isotherms as well as average Nusselt number at 

heater surface and average temperature within the heater illustrating the effects of the governing pa-

rameters on the fluid flow and heat transfer have been obtained. 
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1. Введение 

В современных условиях развития электронной 

промышленности и приборостроения вопрос 

охлаждения тепловыделяющих элементов приоб-

ретает большое значение в связи с прямой зависи-

мостью функционирования всего устройства от 

диапазона рабочих температур. Одним из наиболее 

популярных и менее затратных пассивных спосо-

бов охлаждения источников тепловой энергии яв-

ляется реализация режимов свободной конвекции, 

где в качестве агента теплообмена используется 

неньютоновская жидкость [1, 2]. Особенностью 

неньютоновских сред является наличие нелиней-

ной зависимости между тензором напряжений и 

тензором скоростей деформации [3]. 

Следует отметить, что в большинстве опубли-

кованных работ рассматриваются режимы свобод-

но-конвективного теплопереноса в замкнутых об-

ластях при наличии источников или стоков 

энергии постоянной температуры или постоянной 

плотности теплового потока [1, 2, 4–11]. Так, 

например, стационарные режимы естественной 

конвекции степенной жидкости в замкнутой квад-

ратной полости при наличии частично-

обогреваемой нижней стенки и охлаждающих бо-

ковых вертикальных стенок проанализированы 

в [1]. В результате установлена интенсификация 

конвективного теплопереноса вблизи нагреваемой 

части стенки при уменьшении степенного показа-

теля для жидкости, что обусловлено уменьшением 

вязкости при увеличении напряжения сдвига. Ис-

следование стационарных режимов естественной 

конвекции неньютоновских сред между двумя вер-

тикальными пластинами проведено в [4]. Динами-

ка неньютоновских жидкостей описана с исполь-

зованием модели Оствальда-де-Виля. В результате 

численной реализации в пакете ANSYS Fluent 

установлена интенсификация теплопереноса в слу-

чае псевдопластичных жидкостей с ростом чисел 

Рэлея и Прандтля. Моделирование свободнокон-

вективного теплопереноса неньютоновской жид-

кости в вертикальной замкнутой полости при 

наличии постоянных тепловых потоков на верти-

кальных стенках проведено в [5]. Исследования 

отражают сильное влияние псевдопластичности 

рассматриваемой среды на естественную конвек-

цию в полости. При этом низкие значения степен-

ного показателя для жидкости характеризуют воз-

никновение колебательного течения. Влияние теп-

ловых граничных условий на внутреннем блоке 

внутри квадратной изотермически охлаждаемой 

полости, заполненной степенной жидкостью, про-

анализировано в [6]. В результате исследований 

получены корреляционные зависимости для сред-

него числа Нуссельта на поверхности внутреннего 

нагреваемого блока в зависимости от вида гранич-

ных условий. Численный анализ естественной кон-

векции степенной жидкости в замкнутой квадрат-

ной полости с изотермическими вертикальными 

стенками при воздействии постоянного магнитно-

го поля проведен в [7]. В результате применения 

метода решеточных уравнений Больцмана показа-

на интенсификация теплопереноса и гидродинами-

ки при уменьшении степенного показателя для 

жидкости, а также снижении числа Гартмана.  

Целью настоящей работы является численный 

анализ нестационарных режимов термогравитаци-

онной конвекции неньютоновской степенной жид-

кости в замкнутой полости с локальным источни-

ком энергии переменного объемного 

тепловыделения. Рассматриваемая постановка за-

дачи имеет непосредственное отношение к разра-

ботке системы пассивного охлаждения тепловыде-

ляющего элемента с использованием 

неньютоновских сред. 

2. Математическая модель и метод 

решения 

Рассматривается нестационарный процесс тер-

могравитационной конвекции в замкнутой квад-

ратной полости при наличии локального источника 

нестационарного объемного тепловыделения 

(рис. 1). Горизонтальные стенки полости тепло-

изолированы, а вертикальные поддерживаются при 

постоянной низкой температуре Tc. Источник теп-

ла расположен в центре нижней горизонтальной 

стенки. Плотность объемного тепловыделения 

описывается по закону: 

  0 5 1 sinQ . q t   ,                                     (2.1) 

где q – объемная плотность теплового потока,  – 

частота колебаний, t – время. 

Для описания поведения неньютоновской жид-

кости используется модель Оствальда-де-Виля 

[12]: 
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 
1

22 2 2
n

ij eff ij kl kl ijD K D D D


    .              (2.2) 

Здесь  0 5ij i j j iD . u x u x      – компоненты 

тензора скоростей деформации; , i ju u  – компо-

ненты вектора скорости, соответствующие коор-

динатам , i jx x ; eff  – эффективный коэффициент 

вязкости; K – коэффициент густоты потока; n – 

степенной показатель для жидкости. 

 

Рис. 1. Область решения задачи 

Дифференциальные уравнения переноса массы, 

импульса и энергии в рассматриваемой области 

имеют вид нестационарных уравнений Обербека–

Буссинеска для случая степенной жидкости, сфор-

мулированных в безразмерных преобразованных 

переменных «функция тока – завихренность»: 
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                        (2.6) 

Здесь X, Y – безразмерные координаты, соответ-

ствующие координатам x, y;  – безразмерное вре-

мя;  – безразмерная температура;  – безразмер-

ная функция тока  ,  U Y V X      ;  – 

безразмерный аналог завихренности скорости 

 V X U Y      ; 
sfa  – относительный ко-

эффициент температуропроводности; Pr a   – 

число Прандтля; 3Ra g TL a    – число Рэлея. 

Безразмерная вязкость M  и источниковый член 

S  в уравнении (2.4) имеют вид 

1
2 2 22 2 2
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M
X Y Y X


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
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. 

Коэффициент эффективной кинетической вязкости 

определяется следующим образом [12]: 

 
 

 

1
2 1

2
2

n
n

nK
L




 
   

 
. 

Следует отметить, что в качестве характерного 

расстояния был выбран размер полости L, масштаб 

скорости – g TL , масштаб времени – 

L g T , масштаб функции тока – 3g TL , 

масштаб завихренности – g T L , а безразмер-

ная температура была введена следующим обра-

зом:  cT T T    , где 
2

hsT qL   . Здесь g –

ускорение свободного падения; β – температурный 

коэффициент объемного расширения; hs – коэф-

фициент теплопроводности материала источника 

энергии. 

Выпишем начальные и граничные условия для 

сформулированной задачи (2.3)–(2.6). 

В начальный момент времени предполагалось, 

что жидкость, заполняющая полость, неподвижна, 

поэтому    , ,0 , ,0 0X Y X Y    . Начальная 

температура, вследствие выбранного обезразмери-

вания, принимала вид  , ,0 0X Y  . 

Граничные условия: 

 на границах Y = 0 и Y = 1: 

 

0,  0,  0
Y Y

 
   

 
; 

 на границах Х = 0 и Х = 1: 

0,  0,  0
X


    


; 

 на поверхности источника энергии: 

2

2
0, ,

hs f

fhs
  

n k
n n

  
  

      
 

 

. 
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Здесь k – относительный коэффициент теплопро-

водности. 

Сформулированная краевая задача для диффе-

ренциальных уравнений в частных производных 

(2.3)–(2.6) с соответствующими начальными и 

граничными условиями решена методом конечных 

разностей [13, 14] на равномерной сетке с приме-

нением локально-одномерной схемы А.А. Самар-

ского для решения уравнений параболического ти-

па (2.4)–(2.6). Аппроксимация уравнения 

эллиптического типа (2.3) проводилась с исполь-

зованием центральных разностей. При этом полу-

ченное сеточное уравнение решалось методом по-

следовательной верхней релаксации. 

Разработанный метод решения был протести-

рован на ряде модельных задач свободноконвек-

тивного теплопереноса. Детальное описание тесто-

вых задач представлено в работах [14, 15]. 

 

Рис. 2. Зависимость: а – среднего числа 

Нуссельта на поверхности источника 

энергии; б – средней температуры внутри 

источника энергии от времени и размер-

ности разностной сетки 

На рис. 2 изображены временные зависимости 

среднего числа Нуссельта на поверхности источ-

ника энергии и средней температуры внутри 

нагревателя от размерности разностной сетки при 

Ra = 105, Pr = 100.0, n = 0.6, k = 100, f = 0.01π. 

Представленные распределения отражают форми-

рование периодической по времени структуры при 

достижении квазистационарного состояния, когда 

с ростом времени осреднение полученных распре-

делений по любому временному участку будет да-

вать постоянное значение. Причиной колебаний 

является наличие переменного объемного тепло-

выделения внутри источника энергии. 

Учитывая зависимость вычислительного вре-

мени от размерности разностной сетки, дальней-

ший анализ был проведен на сетке размерности 

100100. 

3. Результаты численного  

моделирования 

Математическое моделирование термогравита-

ционной конвекции степенной жидкости в замкну-

той полости было проведено в широком диапазоне 

изменения следующих параметров: степенной по-

казатель для жидкости n = 0.6–1.4 и частота коле-

баний объемного тепловыделения f = 0.01π–0.1π 

при Ra = 105, Pr = 100, k = 100. 

На рис. 3 представлены распределения изоли-

ний функции тока и температуры, отражающие 

влияние степенного показателя для жидкости на 

структуру течения и теплоперенос при f = 0.01π. 

Из рисунка видно, что степенной показатель 

для жидкости не оказывает существенного влияния 

на гидродинамику в полости. Независимо от зна-

чения n внутри полости формируются две конвек-

тивные ячейки, отражающие наличие восходящих 

потоков вблизи источника энергии и нисходящих 

потоков около охлаждающих вертикальных сте-

нок. Однако с ростом n можно заметить, что кон-

вективный механизм переноса импульса ослабева-

ет, поэтому скорость течения снижается, что 

можно проследить по максимальным значениям 

функции тока. В свою очередь, распределение 

температуры иллюстрирует более интенсивный 

прогрев полости с ростом n. Наблюдаемые изме-

нения объясняются исходя из характера рассмат-

риваемой степенной жидкости (2.2): n < 1 – псев-

допластичная жидкость, вязкость которой 

уменьшается с увеличением скорости деформации; 

n = 1 – ньютоновская жидкость, которая имеет ли-

нейную зависимость между компонентами тензора 

скоростей деформации и тензора напряжений; 

n > 1 – дилатантная жидкость, вязкость которой 

растет с увеличением скорости деформации. Та-

ким образом, с ростом n увеличивается вязкость 

рабочей среды, что проявляется в менее интенсив-

ном движении и, как результат, в менее интенсив-

ном охлаждении полости со стороны вертикаль-

ных стенок. 

Зависимость среднего числа Нуссельта и сред-

ней температуры от степенного показателя для 

жидкости и времени изображена на рис. 4. 

С течением времени наблюдается установление 

квазистационарного периодического режима. При 

этом рост степенного показателя для жидкости ха-

рактеризует сокращение времени достижения пе-
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риодичности в распределениях данных интеграль-

ных параметров. Следует отметить, что в условиях 

квазистационарного периодического режима сред-

нее число Нуссельта не так существенно изменяет-

ся при варьировании n, как это было на начальном 

этапе  < 2000. В свою очередь, уменьшение n 

проявляется в увеличении среднего числа Нуссель-

та и снижении средней температуры внутри источ-

ника, что характеризует интенсификацию конвек-

тивного теплообмена и, соответственно, усиление 

теплосъема с поверхности источника энергии. От-

сюда следует, что псевдопластичная жидкость 

(n < 1) является наиболее оптимальной средой для 

охлаждения тепловыделяющих элементов в режи-

мах естественной конвекции в замкнутых обла-

стях. 

 

Рис. 3. Изолинии функции тока  и тем-

пературы  при: а – n = 0.6; б – n = 0.8; 

в – n = 1.0; г – n = 1.2; д – n = 1.4 

 

Рис. 4. Зависимость: а – среднего числа 

Нуссельта Nuavg; б – средней температу-

ры avg от степенного показателя для 

жидкости n 

 

Рис. 5. Изолинии функции тока  и тем-

пературы  при: а – f = 0.01; б – 

f = 0.05; в – f = 0.1 
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Рис. 6. Зависимость: а – среднего числа 

Нуссельта Nuavg; б – средней температу-

ры avg; от степенного показателя для 

жидкости n 

В ходе исследования также был проведен ана-

лиз влияния частоты колебаний плотности объем-

ного тепловыделения источника энергии на струк-

туру течения и теплоперенос. Полученные 

распределения линий тока и поля температуры 

представлены на рис. 5 при n = 0.6. Линии тока 

позволяют увидеть, что структура течения в поло-

сти не изменяется с увеличением f, при этом не-

большие изменения в поле температуры характе-

ризуют влияние осцилляций плотности объемного 

тепловыделения. 

Зависимости среднего числа Нуссельта и сред-

ней температуры внутри источника от времени и 

частоты f, представленные на рис. 6, показывают 

также отсутствие существенных различий. Вместе 

с тем снижение частоты колебаний объемного теп-

ловыделения обусловливает рост амплитуды коле-

баний среднего числа Нуссельта и средней темпе-

ратуры. В случае же f = 0.05 и 0.1 различия в 

интегральных параметрах отсутствуют. 

4. Заключение 

Проведено математическое моделирование не-

стационарной термогравитационной конвекции 

неньютоновской степенной жидкости в замкнутой 

квадратной полости с локальным источником пе-

ременного объемного тепловыделения. Исследо-

вания реализованы в широком диапазоне измене-

ния определяющих параметров: n = 0.6–1.4; 

f = 0.01π–0.1π; 0    5000. Установлено, что с уве-

личением степенного показателя для жидкости 

конвективный теплоперенос существенно ослабе-

вает, поэтому наилучшим хладагентом является 

псевдопластичная жидкость (n < 1). Показано так-

же, что снижение частоты колебаний плотности 

объемного тепловыделения приводит к росту ам-

плитуды колебаний среднего числа Нуссельта и 

средней температуры внутри источника энергии.  
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