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В работе вычислены и исследованы аналитические выражения для поправок к транспортно-

му сечению упругого рассеяния носителей заряда на ионах примеси. Поправки обусловлены 

влиянием полей других примесных центров, искажающих поле иона примеси на «больших» 

расстояниях от него (малые углы рассеяния). Разработана «перенормированная» методика 

расчета поправок к транспортному сечению, значительно упрощающая промежуточные вы-

числения. Обсуждается область применимости полученных формул. 

 

Ключевые слова: транспортное сечение рассеяния; поправки к транспортному сечению; центрально-

симметричное поле; интегралы движения; фазовые сдвиги 

 

Поступила в редакцию 10.12.2015; принята к опубликованию 27.01.2016 

 

Correction to transport cross-section  

of charged carriers in semiconductors 

T. T. Muratov 

Tashkent State Pedagogical University named after Nizami 

100070, Tashkent, Iu. Kh. Khozhib street, 103, Uzbekistan 

email: temur-muratov@yandex.ru 

 

The analytical expressions for the corrections to transport cross-section for elastic scattering of 

charged carriers on the impurity ions are found. The corrections are connected with the influence 

of another impurity fields, distorting the ground (primly) ion’s field at long distance from it (small 

scattering angular). The renormalized method of corrections calculation to transport cross-section 

is developed, it’s considerably simplifying of intermediate calculations. The applicability of the 

formulas obtained is discussed. The main purpose of given investigation is to developing the new 

theoretical method for correct calculation of local corrections to transport cross-section of mobile 

carriers, scattering on ionized centers. The actuality of this theoretical investigation is connected 

with new achievements in the field of experimental physics and intensive development of effective 

theoretical methods calculation of kinetic parameters as well: charged carrier mobility, electronic 

conductivity. The results obtained can be applied in the physics of condensed matter, physics of 

plasma, state solid physics. Methods of research is based on the perturbative methods of classical 

and quantum mechanics, simple variational methods. 
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1. Введение 

В реальных объемных полупроводниках куло-

новские потенциалы множества случайно распре-

деленных заряженных примесей и других дефектов 

«суммируются», формируя рельеф случайного по-

тенциала, в поле которого движутся носители за-

ряда. В зависимости от характера химической свя-

зи между атомами матрицы и примеси 

«блуждающий» случайный потенциал можно рас-

сматривать как поправку к основному кулонов-

скому потенциалу заряженной примеси: 
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Как известно, ион примеси создает вокруг себя ку-

лоновское поле с потенциалом 
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( ,)
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e
U r


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где  диэлектрическая проницаемость кристалла. 

Вследствие медленного спада этого потенциала на 

бесконечности транспортное сечение рассеяния 

носителей заряда σtr на таком потенциале расхо-

дится. Расходимость обычно устраняется методом 

Брукса–Херринга (введением экранированного ку-

лоновского потенциала) или методом Конуэлл–

Вайскопфа (учитывающего компенсирующее дей-

ствие полей соседних ионов) [1]. Использование 

этих методов приводит к идентичным формулам 

для σtr с небольшим отличием аргумента логариф-

ма (из-за менее последовательного учета эффекта 

экранировки в методе Конуэлл–Вайскопфа). Точ-

ная форма закона экранировки при этом не очень 

существенна, ибо параметр экранировки (радиус 

или прицельное расстояние) входит только в аргу-

мент медленно меняющейся функции – логарифма. 

Существенно другое, а именно, метод Брукса–

Херринга предполагает выполнение условия при-

менимости борновского приближения, в котором 

само кулоновское (основное) поле рассматривает-

ся как слабое возмущение к движению носителей, 

в то время как в методе Конуэлл–Вайскопфа вво-

дится верхний предел для прицельного расстоя-

ния [2]: 

1/3 ,max IN   

где NI – концентрация ионов примеси, причем поле 

иона примеси при этом вовсе не слабое и сохраня-

ет структуру центрально-симметричного поля. Все 

это позволяет эффективно воспользоваться инте-

гралами движения для расчета локальных попра-

вок к транспортному сечению рассеяния носителей 

заряда. Актуальность вычисления поправок к 

транспортному сечению с позиций теории рассея-

ния носителей можно пояснить следующим обра-

зом: поправка к σtr приводит к смещению края ин-

фракрасного спектра поглощения [3], которое 

можно обнаружить методами инфракрасной спек-

троскопии, что позволяет надежно идентифициро-

вать возбужденные состояния примеси в отличие 

от стандартных методов идентификации. Следует 

отметить, что различные включения, дефекты, за-

ряженные D
–
(A

+
), F

±
, V

±
-центры в полупроводни-

ках образуют комплексы, поле которых на боль-

ших расстояниях можно представить 

асимптотикой nr  [4]. Очевидно, что при опре-

деленных условиях поля таких центров могут вно-

сить существенные вклады в транспортное сечение 

рассеяния электронов на ионах примеси (основно-

го поля). Задача заключается лишь в выработке 

корректного подхода к вычислению таких вкладов. 

В ряде работ [5–8] реальный примесный потен-

циал заменяется модельным. Например, в работах 

[5, 6] потенциал F-центра содержит короткодей-

ствующую часть, ответственную за 2s-

возбужденное состояние центра. В работах [7, 8] 

примесный потенциал заменяется потенциалом 

нулевого радиуса. При этом игнорируются вклады 

p-волн в сечение резонансного рассеяния [7] и ло-

кализационные поправки к проводимости [8]. При 

не слишком низких температурах ( 50 K) по-

правки к проводимости невырожденных полупро-

водников можно рассчитать в рамках квазикласси-

ческого подхода: поправка к транспортному 

сечению рассеяния электрона в кулоновском поле 

приводит к относительному изменению времени 

свободного пробега (или электронной проводимо-

сти). Эти поправки весьма существенны в ионных 

полупроводниках.  

Как правило, вычисление поправки δσtr к 

транспортному сечению реализуется как в кванто-

вом, так и в классическом случаях посредством 

вычисления изменения угла рассеяния (фазовых 

сдвигов) δθ при заданном δU [9, 10]. 

Целью данной работы является теоретический 

расчет поправок к транспортному сечению рассея-

ния носителей заряда на ионах примеси ( 1r ), 

обусловленных возмущающим влиянием полей 

вторичных заряженных центров, имеющих харак-

тер случайного поля (с асимптотикой nr  ). При 
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этом угол рассеяния θ нормируется «симметрич-

ным» образом для 
tr   . 

Основу расчета составляет квадратура измене-

ния угла отклонения частицы в поле U(r) за счет 

влияния поля вторичных центров рассеяния [9]: 
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  а также введены 

следующие обозначения: ρ – прицельное расстоя-

ние, rmin – расстояние наименьшего сближения 

электрона с ионом примеси, E E – кинетическая 

энергия электрона на бесконечности, δU(r) –

 асимптотика поля вторичных центров рассеяния, 

U(r) – основное поле, неэкранированное, цен-

трально-симметричное. 

2. Обоснование метода расчета 

Для применения формулы (1.1) необходимо 

выполнение условия 

( ) ,
p

 


  

где p m kT  – характерное значение квазиим-

пульса электрона, m  – его эффективная масса. 

Для случайных потенциалов, убывающих с рассто-

янием быстрее, чем кулоновский, классический 

угол рассеяния уменьшается с ростом ρ быстрее, 

чем 1 / ρ. Поэтому всегда найдется прицельный 

параметр 
, для которого 

( ) .
p

 






  

Следовательно, поправки к транспортному сече-

нию рассеяния для прицельных параметров рассе-

яния, больших 
, нужно рассчитывать методами 

квантовой теории рассеяния, а не формулой (1.1).  

Оценим температуру перехода к квантовому 

расчету δσtr. Основной вклад в интеграл (1.1) дает 

окрестность точки rmin, и для «случайных» потен-

циалов ( nr ) по порядку величины этот интеграл 

равен 

( )
,min

coul

U r

E


   

где 2min Br r  ( Br


 – радиус орбиты основного со-

стояния внешнего электрона для атома примеси, 

который составляет порядка десятков ангстрем), 

E kT . Следовательно, 

( )
,min

min
kT r kT

U r

m




  

откуда имеем оценку 

2 2

2

( )
.minm r

T
U

k



   

Оценим величину возмущающего потенциала: 

( ,)
10

min

min

r
U U r U

U

r


     

значения параметров равны: 78 10minr    cм, 

21.07 10U    эВ, 0.2m m  . 

В итоге для температуры перехода к квантово-

му расчету получаем оценку 2.2T   K, довольно 

близкую к критическому значению 1.7 K, при ко-

тором (2 )maxU kT   [2, с. 361–362]. 

Таким образом, при температурах T T  фор-

мула (1.1) не применима. Однако из оценок следу-

ет, что формула (1.1) наиболее приспособлена для 

водородоподобной примеси, сохраняющей черты 

центрально-симметричного поля. 

Становится понятен тот факт, что для описания 

сечения рассеяния носителей на глубоких приме-

сях метод Конуэлл–Вайскопфа, вообще говоря, 

малоэффективен. Как уже отмечалось, данный ме-

тод сохраняет кулоновскую структуру центрально-

симметричного поля иона примеси, что позволяет 

эффективно воспользоваться интегралами движе-

ния для расчета поправок к транспортному сече-

нию рассеяния электронов на ионах примеси [9]. 

3. Методика расчета 

Для описания кинетических эффектов в полу-

проводниках транспортное сечение имеет большее 

значение, чем полное сечение рассеяния. Это по-

нятно, если учесть, что σtr «взвешивает» процессы 

рассеяния на разные углы. Как следует из формулы 

(1 cos )tr d    , 

малые углы рассеяния не вносят заметного вклада 

в транспортное сечение и могут быть учтены лишь 

в качестве поправок к основному сечению. Обыч-

но такие поправки малы и в ряде случаев ими пре-

небрегают [7, 8]. Однако они становятся ощути-

мыми, если учесть, что пространственно 

коррелированные заряженные примеси (в пределе 

– заряженные дислокации) рассеивают электроны 

слабее, чем разупорядоченные заряженные цен-

тры [4, 11]. 

Зная структуру потенциала взаимодействия в 

области   , представим транспортное сечение 

σtr в перенормированном виде 
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здесь 
2

.
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Варьируя σtr как функционал по 
0ctg( / 2)y y  , 

получим 
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где δθ определяется формулой (1.1). Для конкрети-

зации расчета δθ требуется задать «случайное» по-

ле δU(r). 

Допустим, что 2U r   . Такой потенциал ха-

рактерен, например, для взаимодействия электрона 

с двухатомными полярными молекулами примеси 

(типа HCl), которые всегда присутствуют в полу-

проводниках [12]. Простая оценка дает 

10.coul

dip

U

U
  

Расчет с использованием интегралов движения 

приводит к формуле (для определенности мы при-

няли, что 0  ) 

2

2
( sin )tg

2

2
,

E 
   


    (3.3) 

где [α] – эрг·см, [β] – эрг·см
2
. 

Подставляя (3.3) в (3.2), приходим к следую-

щему выражению: 

2

sin
.

cos / 2)2 (

min
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tr
E

d

 
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


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Интеграл (3.4) выражается через элементарные 

функции: 

)
2

( tg ctg .
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min min
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 
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Поскольку минимальный угол отклонения 

определяется из условия [2, с. 359] 

1/3 ,tg
2
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E

N
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то соотношение (3.4) можно представить так: 

1/3
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Так как 1/3 (2 )max

I

U

E E
N x


 , то выражение (3.5) 

можно представить в виде (x > 0): 

2 1 arctg
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,

.
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B
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x
x
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r

E
E
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Для неполярных молекул (типа CO2), внедрен-

ных в междоузлия атомов матрицы, в качестве 

примесей замещения [12], поправку к σtr следует 

учесть в квадрупольном приближении: 3U r   . 

Ориентировочно, 

100.
qu

c u
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o lU

U
  

Соответствующий расчет на основе формулы (1.1) 

приводит в этом случае к выражению (напомним, 

что α > 0) 
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[γ] – эрг·см
3
. 

Подставляя (3.7) в общую формулу (3.2), полу-

чаем 

2

2

4 1 3a
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2
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tr

x

x
E

x

x
x

x






  
   

 

 
  

 

 (3.8) 

При очень низких температурах (порядка 10 K) 

пролетающий на малых расстояниях ( r r 

 , 

7·104Br
   см) электрон может индуцировать ди-

польный момент у атома примеси 2d r . Соот-

ветственно, энергия взаимодействия дипольного 

момента с электроном при расстояниях r r 

  

равна 
4

polU r   . Вопрос заключается в том, 
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можно ли такой потенциал рассматривать в каче-

стве поправки к кулоновскому потенциалу. Про-

стая оценка показывает, что 

310
pol

coulU

U
  

для мелкой примеси при T > 2.2 K. 

Для поляризационного взаимодействия элек-

трона с нейтральным примесным атомом (χ < 0) 

соответствующие расчеты дают 

2

4

2

4
34

tg 1 3 tg

3( )
tg 1 5 tg

2

sin

2 2 2

12 ,
2 2

E   




   

  
   

 

  
  

 


 



 (3.9) 

[χ] – эрг·см
4
. 

Подставляя (10) в ренормированную формулу 

(3), получим 

4

5

5

3

2 4

3

3

1 ar

2 1
( )

arctg

3 ar

c

c

tg

1 a
tg .

rctg

tr

x

x x

E
E x

x

x

x

x
x x

 




  
   

 

 
   
 

 
  

 

 (3.10) 

Отличительной особенностью формул (3.6), (3.8) и 

(3.10) является то, что они обладают определенной 

симметрией относительно замены 1/x x  

( ( )2 maxE U  ), что является результатом приме-

нения «симметричной перенормировки» (3.1). Яс-

но, что и высшие порядки поправок (n > 4) также 

будут симметричными относительно замены 

( )2 maxE U  . 

Наличие таких симметричных членов в гро-

моздких формулах облегчает, в ряде случаев, об-

щий анализ эффектов рассеяния носителей на 

примесных центрах, а также позволяет упростить 

промежуточные вычисления. 

При ( )2 maxE U   поправки (3.6), (3.8) и (3.10) 

пренебрежимо малы, и их можно не учитывать. 

Что касается области малых расстояний 

( )(2 maxU E ), то в кулоновском поле отталкива-

ния они вообще не представляют интереса (в рам-

ках классического расчета), поскольку σtr не зави-

сит от E [2]. 

Таким образом, предложенная методика расче-

та поправок к транспортному сечению рассеяния 

носителей оказывается эффективна при высоких 

температурах ( (2 )maxE U  , или 1x ) [13, 14]. 

4. Квантовый метод расчета 

поправок 

Отмеченная ограниченность классического ме-

тода расчета поправок заставляет искать иной под-

ход. Такой подход, эффективный при всех значе-

ниях температур, может быть сформулирован в 

терминах фазовых сдвигов [3, с. 177]. Квантовый 

аналог формулы (3.4): 

  12
0

1

4
( 1)sin 2( )

( ).

tr l lquant
l

l l

l


  


  











 

  
 (4.1) 

Здесь 
l  – фазовые сдвиги, 2 /m E  , 

2

2

0

( ,

sin

2

).(

,

)

2

,

l l

l l

l l

m

l

U dr

rR

r

r

   



  





 
   









 



 (4.2) 

Из (4.1) ясно, что при высоких энергиях 

( (2 )maxE U  ) достаточно ограничиться ква-

зиклассическим подходом (1.1), (3.1), (3.2); при 

низких энергиях – s-рассеянием 

  0 02(2 )

4
sin 2 · ( ).

max
tr E U 


   


  (4.3) 

При ( )2 maxE U   для расчета δσtr следует исхо-

дить из точной формулы (4.1), которую формально 

можно представить так: 

  ( )

0

12
0

2
( 1)cos2( ).

tr

tr lquant
l

l l

l

l

  


  



















  




 (4.4) 

Выражение (4.4) «заменяет» все классические по-

правки в квантовой области ( T T ) при 

( )2 maxE U   и )(2 maxU E . 

5. Численные оценки 

Для того чтобы формулы (3.6), (3.8) и (3.10) 

имели смысл поправочных к транспортному сече-

нию, необходимо, чтобы они, по крайней мере, на 

порядок отличались от σtr. Поскольку одних теоре-

тических оценок здесь недостаточно, необходимо 

рассмотреть конкретный полупроводниковый ма-

териал. Таким материалом может служить Ge – 

типичный полупроводник, легированный, напри-

мер, донорной примесью As [7]. Зная, что рассея-

ние на ионах примеси может играть существенную 

роль только в исключительных случаях, когда 

энергия диссоциации центров примеси очень мала, 
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порядка 10
–2

 эВ, то примем во внимание значи-

тельное число ионов примеси при низких темпера-

турах, как мы показали, до 2.2T  K. Именно этот 

случай и осуществляется в германии. В большин-

стве же других полупроводников энергия диссоци-

ации доноров такова, что число ионов примеси при 

2.2T  K столь мало, что они не оказывают за-

метного влияния на σtr. Расчет на основе (3.1) дает 

для σtr формулу 

2

2
ln ( ),tr

E
E


    (5.1) 

где введен кулоновский логарифм 

( ) .n ln
(2 )

l
max

E
E

U 
   

При наличии максвелловского распределения 

электронов по энергиям: 

3
,

2
E kT  

кулоновский логарифм 

3
ln

2 (
ln

2 )max

kT

U 
  , 

а транспортное сечение рассеяния равно 

2
10

2(3
n 0

)

4
l 1tr

kT


     см

2
. (5.2) 

Во всех практически важных случаях формула 

(5.2) охватывает область (2 )maxkT U  , т.е. об-

ласть высоких температур [13]. Под термином 

«высоких температур» мы понимаем температуру 

перехода к рассеянию на тепловых колебаниях 

решетки: для n-GaAs пер 60 80T   K [7]. 

Оценим, например, вклад потенциала 
2U r   . При (2 )maxE U  : 

2
( ) .tr E

E


    

После усреднения получим 

2

,
3

.
3

4 lntr

tr

trk kTT

 


 


  

Для слаболегированного германия: 

10ln .
tr

tr




   

Для поправки 3U r    имеем 

ln .
tr

tr




   

Оценки показывают, что при достаточно высоких 

температурах поправки к транспортному сечению 

становятся ощутимыми. 

6. Заключение 

В работе в рамках подхода Конуэлл–Вайскопфа 

получены аналитические выражения для расчёта 

поправок к транспортному сечению упругого рас-

сеяния носителей в невырожденных полупровод-

никах. Поправки обусловлены влиянием различ-

ных центров рассеяния ( nr  ) на транспортные 

свойства носителей при их рассеянии на ионах 

примеси. 

Показано, что нижний температурный предел 

учета поправок для мелких примесей (в GeAs) ра-

вен 2.2 K, верхний – порядка 80 K. Для n-GaAs 

верхний предел имеет величину порядка 100–

175 K [13], для объемного кремния – около 

300 K [14]. 
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