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Исследуется динамика волн на границе раздела в двухслойной системе невязких несмеши-

вающихся жидкостей в поле высокочастотных горизонтальных вибраций. Анализ прово-

дится в рамках длинноволнового приближения, применение которого обосновано тем, что 

для достаточно тонких слоев линейная неустойчивость системы носит длинноволновый ха-

рактер. Получены нелинейные уравнения динамики границы раздела для двумерных и 

трехмерных течений в случае произвольного соотношения толщин слоев. Для трехмерного 

случая оказывается справедлив аналог теоремы Сквайра: самыми опасными оказываются 

продольные возмущения. Показано, что уравнения, описывающие динамику системы, яв-

ляются полностью интегрируемыми и могут быть сопоставлены с уравнением Буссинеска 

для волн на мелкой воде, что позволяет сравнить действие поля вибраций с действием силы 

тяжести, а также рассмотреть возможность существования состояний, при которых более 

тяжелая жидкость оказывается над более легкой, т.е. состояний, которые соответствуют 

эффективной инверсии силы тяжести. 
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We study the dynamics of waves at the interface in a two-layer system of inviscid immiscible liq-

uids subject to high-frequency horizontal vibrations. The consideration is performed within the 

framework of the long-wavelength approximation, which is relevant as, for sufficiently thin layers, 

the linear instability of the flat-interface state is a long-wavelength one. Nonlinear governing equa-

tions of the interface dynamics for two- and three-dimensional flows are obtained for arbitrary ratio 

of the layer thicknesses. For the three-dimensional case, an analog of the Squire’s theorem can be 
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formulated; the longitudinal perturbations are most dangerous. The wave dynamics equations are in-

tegrable and can be compared with the Boussinesq equation for the gravity waves in shallow water. 

With the latter examination, one can compare the effect of the vibrational field to the action of grav-

ity, and also consider the possibility of a sustainable existence of the state where the heavy liquid 

overlies the light one, that is, state which corresponds to an effective gravity inversion. 
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1. Введение 

Первые экспериментальные исследования по 

использованию высокочастотных вибраций для 

стабилизации неустойчивых состояний многофаз-

ных систем были проведены в 60-е гг. прошлого 

века Г. Вольфом [1, 2]. В настоящее время интерес 

к возможным способам управления состояниями 

многофазных систем в поле тяжести или условиях 

невесомости сохраняется, поскольку имеется 

необходимость поддерживать стратифицирован-

ное состояние жидкостей и контролировать про-

цессы конвекции в различных технологических 

системах, что хорошо видно по достаточно боль-

шому количеству работ, посвященных этому во-

просу (см., например, [3–8]). 

В своих экспериментах Вольф наблюдал воз-

никновение волновых структур на границе раздела 

двух несмешивающихся жидкостей в поле гори-

зонтальных вибраций. Изучаемая система пред-

ставлена на рис. 1. Первое достаточно полное тео-

ретическое описание данного явления, с анализом 

линейной неустойчивости горизонтального состо-

яния границы раздела, было выполнено в рабо-

те [9]. Позднее в работах [4, 10] была аналитиче-

ски изучена нелинейная динамика волн, возни-

кающих на поверхности слоя вязкой жидкости, 

подверженного горизонтальным вибрациям. Одна-

ко в работах Вольфа [1, 2] вязкие пограничные 

слои не превышали 1/10 толщины слоя жидкости 

даже для самых вязких из использовавшихся пар. 

По этой причине важно теоретическое исследова-

ние динамики системы в приближении невязких 

жидкостей. Кроме того, в случае невязких жидко-

стей существенным усложнением является кон-

сервативность динамики, а с точки зрения матема-

тической физики представляет интерес возможная 

интегрируемость итоговых уравнений. В рабо-

тах [11, 12] была аналитически исследована нели-

нейная динамика волн, возникающих на границе 

раздела жидкостей, получены уравнения эволюции 

для двумерных течений ниже порога линейной не-

устойчивости в рамках длинноволнового прибли-

жения в случае, когда толщины слоев равны. Од-

новременно с этим был проведен численный счет 

и даны аналитические оценки для существенно 

нелинейных режимов динамики поверхности раз-

дела в случае маловязких жидкостей выше порога 

линейной неустойчивости [8]. 

В настоящей работе анализ уравнений динами-

ки системы невязких жидкостей обобщается на 

случай произвольного соотношения толщин слоев 

и возможной неоднородности течений в горизон-

тальном направлении перпендикулярном вибраци-

ям – рассматривается трехмерная задача. Уравне-

ния получены для «нормальной» и «инвертирован-

ной» (тяжелая жидкость над легкой) конфигура-

ций системы как выше, так и ниже порога 

линейной неустойчивости плоского состояния гра-

ницы раздела. Интерес представляет сравнение 

полученных уравнений с уравнением Буссинеска 

для гравитационных волн на мелкой воде, позво-

ляющее сопоставить влияние вибраций на систему 

с действием силы тяжести. 
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Система двух несмешивающихся жидко-

стей в поле горизонтальных вибраций 

2. Постановка задачи и управляющие 

уравнения 

Рассмотрим систему двух горизонтальных сло-

ев несмешивающихся жидкостей, ограниченную 

сверху и снизу двумя твердыми непроницаемыми 

стенками (см. рисунок). На систему воздействуют 

высокочастотными горизонтальными линейно по-

ляризованными вибрациями; скорость вибрацион-

ного движения системы (b / 2) eiωt
 + c.c. (здесь и да-

лее «c.c.» означает комплексное сопряжение). 

Плотность верхней жидкости ρ1 меньше, чем 

плотность нижней жидкости ρ2. Слои жидкостей 

имеют толщину h1 и h2 соответственно. Вибрации 

направлены вдоль горизонтальной оси x, верти-
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кальная ось z перпендикулярна невозмущенной 

поверхности раздела жидкостей. 

Для течения невязких жидкостей справедливо 

уравнение Эйлера 
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где j = 1,2 – номер слоя. 

В описываемой системе в приближении беско-

нечно протяженных слоев всегда возможно состо-

яние со строго горизонтальной границей раздела 

z = ζ (x, y) = 0 (основное состояние системы). Если 

система в горизонтальном направлении ограниче-

на непроницаемыми боковыми стенками, поверх-

ность раздела будет искривляться, однако на неко-

тором расстоянии от этих стенок она по-прежнему 

будет оставаться практически горизонтальной. Для 

невязких жидкостей это состояние в обоих слоях 

описывается пространственно однородными пуль-

сирующими полями скорости vj0: 
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где j = 1,2, ex – единичный вектор вдоль оси x. 

Здесь амплитуды A1 и A2 определены условием не-

сжимаемости жидкости, которое для полного по-

тока через вертикальное сечение системы дает 

A1h1 + A2h2 = (h1 + h2)(b / 2), и условием равенства 

горизонтальных компонент градиентов давления 

непосредственно над и под границей раздела: 
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(см. (1)), откуда 1A1 = 2A2 . 

Рассматривая движение невязких жидкостей, 

удобно ввести скалярный потенциал поля скоро-

сти φj: vj = –∇φj . В системе должен выполняться 

закон сохранения массы div vj = 0, т.е. потенциал 

скорости должен подчиняться уравнению Лапласа 

 0j  . (2) 

Также необходимо учесть кинематические гра-

ничные условия на верхней и нижней границах: 

 1 1 2 2( ) ( ) 0z zz h z h       (3) 

и на поверхности раздела z = ζ(x,y) 

 
jz j       . (4) 

Здесь и далее верхней точкой обозначена произ-

водная по времени, а буква в нижнем индексе обо-

значает частную производную по соответствую-

щей координате. 

При подстановке потенциального течения в 

уравнение Эйлера (1) можно получить: 
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где g – ускорение свободного падения. Последнее 

уравнение определяет поле давления в объеме 

двух жидкостей для заданного поля потока: 
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Для получения замкнутой системы уравнений и 

граничных условий необходимо принять во вни-

мание напряжение на границе раздела, т.е. опреде-

лить граничные условия для φj. Скачок давления 

при переходе через границу обусловливается по-

верхностным натяжением 

 1 2( , ) :   ,z x y p p      n  (6) 

где α – коэффициент поверхностного натяжения, 

n – единичный вектор нормали к границе раздела. 

Линейный анализ устойчивости показал, что 

наиболее опасные неустойчивости в такой системе 

являются длинноволновыми [9, 12] поэтому даль-

нейшее рассмотрение будет проводиться в рамках 

длинноволнового приближения: 

 .x z  v v  

Далее изучается также условие применимости 

данного приближения. 

3. Длинноволновые структуры  

на границе раздела 

Для анализа динамики длинноволновых струк-

тур, возникающих на границе раздела, применим 

стандартный метод многих масштабов с малыми 

параметрами ω–1 и l–1, где l – характерная длина 

возникающей структуры, ∂x ~ l–1. 

3.1. Двумерные течения 

Для начала рассмотрим течения, однородные 

вдоль оси y. В этом случае достаточно рассматри-

вать задачу в двумерной (x, z)-геометрии. В рамках 

длинноволнового приближения решение урав-

нения Лапласа (2) для φj (x,t) с граничными усло-

виями (3) имеет вид [11, 12] 
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В этом уравнение член –aj(t) x представляет основ-

ное состояние с плоской границей раздела; Фj(x,t) 

– произвольная функция от x и t. Для дальнейших 

вычислений удобно в полях деформации поверх-

ности раздела ζ (x,t) и потенциала Ф(t, x) выделить 

две компоненты: «медленную» компоненту, 

осредненную по периоду вибраций, и пульсацион-

ную: 
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где τ – «медленное» время, связанное с осреднен-

ной эволюцией. Для применения разложения по 

малому параметру ω–1 необходимо определить 

иерархию малости переменных. Как было показа-

но в работе [11], при малом отклонении от порога 

линейной устойчивости справедливы следующие 

оценки: η ~ ω–1, ∂x ~ ω–1/2. Тогда уравнения динами-

ки границы раздела, полученные с учетом баланса 

напряжений (6), выражения для давления в объеме 

жидкостей (5) и граничных условий (4), имеют 

вид [11] 
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Здесь введен безразмерный вибрационный па-

раметр 
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– критическое значение вибрационного параметра, 

выше которого состояния с горизонтальной грани-

цей раздела становится линейно неустойчивым, 

B1 ~ ω–1 – малое отклонение от критического зна-

чения. 

При выводе уравнений выбраны следующие 

единицы измерения: для длины: 

 
2 1/[( ) ]L g    , 

для времени T = L / b и для плотности жидкостей ρ*, 

другими словами, выполнен переход 
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3.2. Трехмерные течения 

Рассмотрим трехмерные течения, т.е. течения, 

неоднородные вдоль оси y. В этом случае порог 

линейной неустойчивости изменится и будет зави-

сеть от вида возникающих волн. В частности, для 

плоских в ведущем порядке волн 
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можно сформулировать аналог теоремы Сквайра: 
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B
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где β – угол между волновым вектором k и 

направлением вибраций, B0 (0) – порог линейной 

неустойчивости для двумерных волн, определяе-

мый выражением (9). Из выражения (11) видно, 

что порог неустойчивости для трехмерных волн 

выше, чем для двумерных. Таким образом, трех-

мерные волны с одинаковыми масштабами по 

осям x и y могут быть рассмотрены только тогда, 

когда система уже неустойчива по отношению к 

двумерным волнам. Так как «двумерная» неустой-

чивость ведет к взрывному росту практически лю-

бых волн [11, 12], исследования трехмерных волн 

в этом случае не представляют интереса. 

Однако согласно выражению (11) для малых 

углов β порог линейной неустойчивости остается 

близким к порогу линейной неустойчивости для 

двумерных течений, а это значит, что отклонение 

B1 по-прежнему мало, и эту систему можно рас-

сматривать в рамках длинноволнового приближе-

ния. Случай плоских волн с малым значением угла 

β соответствует волновым структурам, для кото-

рых | ∂y | << | ∂x |. В этом случае можно рассматри-

вать динамику системы за рамками (x, z) -

геометрии, и эта динамика по-прежнему будет 

иметь физический смысл (в отличие от случая 

∂y ~ ∂x). Из этих соображений ниже будет рассмот-

рена система, для которой ∂y
2
 ~ ω–1

 ∂x
2. Уравнения 

динамики трехмерных волн могут быть получены 

аналогично уравнениям для двумерных течений в 

безразмерном виде [13]: 
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 (12) 

При принятых граничных условиях действие опе-

ратора ∂x
–2 для поля η(x,y,τ) определено однозначно. 

3.3. Условия применимости 

длинноволнового приближения 

Система уравнений (12) была получена в рам-

ках длинноволнового приближения. Предположе-

ние о допустимости такого приближения в случае 

достаточно тонких слоев было сделано на основа-

нии более ранних работ [9, 12]. Теперь из уравне-

ния (12) можно в явном виде получить условие, 

накладываемое на максимально допустимую тол-

щину слоев жидкости, при котором длинноволно-

вое приближение будет справедливо. Показатель 

экспоненциального роста λ линейных возмущений 

~ [exp λt + i (kxx + kyy)] имеет вид 
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 (13) 

Из уравнения (13) видно, что длинноволновые 

возмущения являются наиболее опасными, если 

выражение в квадратных скобках отрицательно: 
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Выражение (14) накладывает ограничение на мак-

симальную толщину слоев h1 и h2. Более полное 

доказательство длинноволнового характера ли-

нейной неустойчивости, включающее анализ воз-

мущений конечной длины волны, может быть 

найдено в работе [9]. 

3.4. Итоговые уравнения 

Приведем систему уравнений (12) к виду, 

удобному для дальнейшего анализа. Сначала рас-

смотрим поведение системы ниже порога линей-

ной неустойчивости, т.е. при отрицательных B1. 

Преобразуем координаты и переменные следую-

щим образом: 
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После данного преобразования, система 

уравнений (12) (ниже порога линейной неустойчи-

вости) принимает следующий вид: 

 23
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2
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xx
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 (16) 

Полученное уравнение позволяет полностью 

описать эволюцию квазистационарных трехмер-

ных волн, возникающих на границе раздела двух 

несмешивающихся жидкостей под действием вы-

сокочастотных горизонтальных вибраций ниже 

порога линейной неустойчивости системы. 

Аналогично рассмотрим динамику системы 

выше порога линейной неустойчивости (B1 > 0). 

Для описания динамики системы в этой области 

параметров необходимо заменить (–B1) на B1 в 

преобразовании координат (15). Такое преобразо-

вание приведет к изменению знака второго слага-

емого в уравнении (16). 

В итоге, выше порога линейной неустойчиво-

сти динамика системы описывается уравнением 

 23
0.

2
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 (17) 

3.5. Динамика системы в инвертированном 

состоянии 

Описанная в предыдущих разделах процедура 

вывода уравнения динамики границы раздела мо-

жет быть повторена для случая, когда слой тяже-

лой жидкости расположен поверх слоя более лег-

кой (назовем такое состояние системы «инвер-

тированным»). Для этого достаточно заменить g на 

–g во всех уравнениях. При этом необходимо 

учесть, что в преобразовании координат (10) мас-

штаб длины 

 
2 1/[( ) ]L g     

должен оставаться вещественным, поэтому в этом 

выражении замена не требуется. С учетом этих 

поправок видно, что порог линейной неустойчиво-

сти B0 состояния с плоской границей раздела не 

меняется. В окрестности этого значения уравнения 

эволюции имеют следующий вид: 

•  ниже порога линейной неустойчивости для ин-

вертированного состояния: 
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 (18) 

•  выше порога линейной неустойчивости для ин-

вертированного состояния: 
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4. Сравнение полученных уравнений 

с уравнением Буссинеска для волн 

на мелкой воде 

Для понимания основных свойств динамики 

системы, уместно сравнить полученные уравне-

ния (16)–(19) с уравнением Буссинеска для волн на 

мелкой воде. 

4.1. Двумерные течения (∂y = 0) 

Как было показано выше, характерные мас-

штабы изменения полей в направлении оси y зна-

чительно больше, чем соответствующие масштабы 

вдоль оси x, поэтому, когда поперечный размер 

системы не слишком большой, можно ограничить-

ся рассмотрением двумерных течений (∂y = 0).  

Сравним полученные уравнения (16)–(19) с 

уравнением Буссинеска для волн на мелкой воде в 

безразмерном виде (без вибраций и поверхностно-

го натяжения) [14]: 
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где h – толщина слоя. В безразмерном виде такое 

же уравнение описывает динамику двухслойной 
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системы жидкостей, не подверженную действию 

вибраций [15]. 

Динамика поверхности раздела нормального 

состояния ниже порога линейной неустойчивости 

B0, описываемая уравнением (16), в двумерном 

случае соответствует так называемому «плюс»-

уравнению Буссинеска [16, 17], которое отличает-

ся от уравнения (20) знаком перед слагаемым в 

скобках: 

 23
0.

2
xx xx

xx
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 (21) 

«Плюс»-уравнение Буссинеска так же, как и ори-

гинальное уравнение Буссинеска для волн на мел-

кой воде, является интегрируемым и имеет хорошо 

изученные солитонные решения (см. [16, 17]). Од-

нако динамика этих двух уравнений существенно 

отличается. Для уравнения Буссинеска для волн на 

мелкой воде характерна коротковолновая неустой-

чивость, тогда как «плюс»-уравнение Буссинеска 

не имеет такой неустойчивости. Солитоны в 

«плюс»-уравнении могут быть неустойчивы: рас-

падаться на пары устойчивых солитонов или 

взрывным образом (за конечное время) формиро-

вать бесконечные пики [16, 17].  

Примечательно, что динамика поверхности 

раздела нормального состояния выше порога ли-

нейной неустойчивости (17) в двумерном случае 

соответствует уравнению (20) с отрицательным 

ускорением свободного падения g: 

 23
0.

2
xx xx
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Полученное уравнение описывает свободное паде-

ние слоя жидкости с горизонтального потолка, в 

этом случае состояние с плоской границей разде-

ла, очевидно, является неустойчивым. 

Также можно заметить, что динамика поверх-

ности раздела инвертированного состояния выше 

порога линейной неустойчивости (19) в двумер-

ном случае описывается уравнением, аналогичным 

оригинальному уравнению Буссинеска для волн на 

мелкой воде: 
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Тем не менее это сходство не означает, что состо-

яние с плоской границей раздела устойчиво, как 

это имеет место для волн на мелкой воде. Уравне-

ние (19) строго получено для описываемой двух-

слойной системы, и присущие ему коротковолно-

вые неустойчивости являются действительными 

физическими особенностями этой системы (это 

также можно увидеть из уравнения (13)), тогда как 

для волн на мелкой воде эти неустойчивости появ-

ляются в результате используемых приближений и 

находятся за пределами применимости этого урав-

нения. 

Рассмотрим этот случай подробнее. Ориги-

нальная система уравнений для гравитационных 

волн на мелкой воде, полученная Буссинеском в 

работе [14], в наших терминах имеет вид 
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где нелинейное и дисперсионное слагаемые в пра-

вой части малы. Примечательно, что система 

уравнений (24) не подвержена коротковолновой 

неустойчивости: частота колебаний линейных 

волн вещественна: 
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С точностью до поправок первого порядка, 

вносимых нелинейностью и дисперсией, систе-

ма (24) может быть переписана в виде 

 2 21
( ) 0.

2
xx x xx

xx

    
 

    
 

  (25) 

Для волн, распространяющихся в одном направле-

нии, ∂x = ±∂t . Тогда (φx)2
 = (φt)2

 ≈ η2
 , и уравнение 

(25) принимает вид уравнения Буссинеска (23). Ре-

зюмируя, уравнение Буссинеска корректно описы-

вает взаимодействие волн на мелкой воде только 

тогда, когда они распространяются в одну сторону 

и их скорость близка к 1. 

Таким образом, коротковолновая неустойчи-

вость в уравнении Буссинеска для волн на мелкой 

воде является не действительной характеристикой 

физической системы, а результатом используемого 

приближения, тогда как для инвертированного со-

стояния в описываемой нами системе выше порога 

В0 эта неустойчивость действительно существует. 

4.2. Трехмерные течения 

Для достаточно протяженных в поперечном 

направлении систем течения могут быть неодно-

родны по оси y. В ведущем порядке построенного-

разложения волны распространяются вдоль оси y 

без дисперсии и нелинейности (см. уравне-

ния (16)–(19)), тогда как для распространения волн 

вдоль оси x дисперсия и нелинейность существен-

ны. В трехмерном случае динамика нормального 

состояния системы выше порога линейной не-

устойчивости перестает соответствовать динами-

ке слоя жидкости, падающего с потолка. Слагае-

мое ηyy входит со знаком «–» в уравнение (17), и со 

знаком «+» в трехмерную версию уравнения Бус-

синеска для волн на мелкой воде (20) с инвертиро-

ванной силой тяжести. Уравнение (19), описыва-

ющее динамику инвертированного состояния 

системы выше порога линейной неустойчивости, 

также перестает соответствовать уравнению волн 

на мелкой воде, так как содержит слагаемые –ηxx и 

+ηyy (тогда как в уравнение для волн на мелкой во-

де оба слагаемых входят со знаком «–»). Таким 

образом, в отличие от двумерного случая в трех-

мерном случае сходства между уравнениями ди-
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намики описываемой системы и уравнениями Бус-

синеска не наблюдаются. 

5. Заключение 

В данной работе проанализированы уравнения 

динамики двумерных и трехмерных волн, возни-

кающих на границе раздела двухслойной системы 

невязких несмешивающихся жидкостей под дей-

ствием высокочастотных горизонтальных вибра-

ций. Уравнения получены в рамках длинноволно-

вого приближения. Показано, что используемое 

приближение справедливого для достаточно тон-

ких слоев жидкостей: 
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Для случая трехмерных течений сформулиро-

ван аналог теоремы Сквайра (11), согласно кото-

рому порог неустойчивости для плоских возмуще-

ний возрастает при увеличении угла между 

волновым вектором и направлением вибраций. Та-

ким образом, показано, что вблизи порога не-

устойчивости представляют интерес только струк-

туры с «медленной» зависимостью от y. В работе 

проанализированы уравнения трехмерной динами-

ки для двухслойной системы в поле вибраций вы-

ше и ниже порога линейной неустойчивости B0 для 

нормального и инвертированного состояний (16)–

(19). 

Для уравнений динамики системы, однородной 

вдоль оси y, т.е. для двумерных течений, может 

быть проведена аналогия с уравнениями Бус-

синеска для волн на мелкой воде. Примечательно, 

что выше порога линейной неустойчивости дина-

мика основного состояния системы аналогична 

динамике слоя жидкости, падающего с потолка, 

тогда как динамика инвертированного состояния 

описывается тем же уравнением, что и гравитаци-

онные волны на мелкой воде. Тем не менее эта 

схожесть не означает, что система под действием 

вибраций становится такой же устойчивой, как го-

ризонтальный слой жидкости в поле силы тяжести. 

Описываемая двухслойная система в поле гори-

зонтальных вибраций действительно имеет корот-

коволновую неустойчивость, тогда как для грави-

тационных волн на мелкой воде эта 

неустойчивость возникает вследствии используе-

мого приближения и лежит за пределами приме-

нимости уравнения Буссинеска к реальным физи-

ческим системам. Однако длинноволновые моды 

неустойчивости инвертированного состояния дей-

ствительно могут быть стабилизированы вибраци-

ями. 

Для трехмерных течений, возникающих в 

двухслойной системе под действием вибраций, в 

отличие от случая волн на мелкой воде два гори-

зонтальных направления не являются идентичны-

ми, вследствие чего схожесть с уравнениями Бус-

синеска исчезает. 

Работа выполнена при поддержке Российского 

научного фонда (грант № 14-21-00090). 
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