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Работа посвящена экспериментальному исследованию осредненных потоков, возбуждаемых 

осциллирующим движением жидкости в неравномерно вращающейся (либрирующей) ци-

линдрической полости. Либрации приводят к распространению инерционных волн, которые 

рождаются вблизи мест соединения боковой и торцевой стенок полости. В результате мно-

гократного отражения от стенок полости инерционные волны испытывают пространствен-

ный резонанс, возбуждая так называемые инерционные моды. Последние представляют со-

бой систему вихрей, направление вращения жидкости в которых меняется в течение периода 

либраций. Обнаружено, что при осциллирующем движении в объёме полости возникает ин-

тенсивное осредненное течение в пограничном слое Стокса на боковой поверхности цилин-

дра. Структура течения имеет вид системы осредненных тороидальных вихрей, располо-

женных вдоль всей боковой границы полости. Количество вихрей определяется осевым 

волновым числом возбуждаемой моды и не зависит от радиального волнового числа. Пока-

зано, что интенсивность осредненного движения жидкости в вихрях пропорциональна квад-

рату амплитуды либраций и сильно зависит от номера моды. 
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Steady flow excited by oscillatory motion of the fluid in a non-uniformly rotating (librating) cylin-

der is experimentally investigated. Librations lead to the propagation of inertial waves, which are 

born near the junction of the side and end walls of the cavity. As a result of multiple reflections 

from the cavity walls, the inertial waves experience a spatial resonance, exciting so-called inertial 

modes. The latter are a system of vortices in which the direction of rotation of the fluid varies dur-

ing the period of librations. It is found that the oscillatory motion in the fluid bulk leads to the ap-

pearance of intense steady flow in the Stokes boundary layer on the side wall of the cylinder. The 

flow structure has the form of a system of averaged toroidal vortices located along the entire side 

cavity wall. The number of vortices is determined by the axial wave number of the excited mode 

and does not depend on the radial wave number. It is shown that the intensity of the steady flow is 
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proportional to the square of the libration amplitude and strongly depends on the number of the 

mode. 
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1. Введение 

Известно, что осциллирующее движение во 

вращающейся жидкости является источником для 

поддержания инерционных волн [1]. Этот особый 

класс волн существует благодаря действию силы 

Кориолиса на частицы жидкости как квазиупругой 

силы. Если частота колебаний меньше удвоенной 

частоты вращения системы, волны распространя-

ются от источника колебаний вдоль характеристи-

ческих поверхностей, образованных свободными 

сдвиговыми слоями. При этом направление рас-

пространения волны относительно оси вращения 

определяется частотой колебаний [2]. Многократ-

ное отражение волн от стенок полости при некото-

рых частотах либраций способствует возникнове-

нию пространственного резонанса, в результате 

чего в жидкости возникают крупномасштабные 

осциллирующие вихревые структуры, которые по-

лучили название инерционных мод [3].  

Одним из наиболее распространенных спосо-

бов возбуждения инерционных волн и мод являет-

ся неравномерное вращение, при котором скорость 

вращения полости периодически меняется с часто-

той σ  (либрации). Число работ в этом направлении 

велико. Это связано с тем, что либрационное дви-

жение характерно для многих планетарных тел [4]. 

Ранее инерционные волны и моды численно ис-

следовались в либрирующем цилиндре [5], экспе-

риментально и численно в либрирующем цилин-

дрическом слое [6], а также в либрирующем 

кубе [3]. 

Как показывают исследования [7–10], инерци-

онные волны и моды способны генерировать 

осредненные течения. Так, в [8–10] было показано, 

что резонансное возбуждение инерционной моды 

интенсифицирует азимутальное движение жидко-

сти в полости в несколько раз. При этом механизм 

генерации дифференциального вращения связы-

вался с нелинейными эффектами в объеме жидко-

сти, а влияние пограничных слоев исключалось 

[9]. С другой стороны, как было недавно обнару-

жено в экспериментах [7], отражение инерционной 

волны от стенок полости приводит к возникнове-

нию осредненных течений в пограничных слоях. 

На этот факт также указывали качественные экс-

перименты по визуализации течения с помощью 

мелких тяжелых частиц [7, 11], которые образовы-

вали на внутренней стенке полости кольцевые 

структуры. Каждое кольцо располагалось между 

двумя вихрями, образующими встречные потоки 

вдоль стенки. Целью настоящей работы является 

PIV-исследование (Particle Image Velocimetry) по-

токов, которые возникают в пограничных слоях 

при резонансном возбуждении в полости инерци-

онной моды. 

2. Экспериментальная установка  

и методика 

Эксперименты проводятся на установке, схема-

тично представленной на рис. 1. Кювета представ-

ляет собой полый плексигласовый параллелепи-

пед, внутри которого располагается 

плексигласовый цилиндр кругового сечения. Дан-

ная конструкция герметизируется с обеих сторон 

прозрачными фланцами и закрепляется в шарико-

подшипниках опор установки. Таким образом, кю-

вета состоит из двух отсеков. В «рубашку», обра-

зованную пространством между стенками 

параллелепипеда и цилиндра, заливается та же 

жидкость, что и в цилиндр. За счет этого оптиче-

ские искажения на цилиндрической поверхности 

полости компенсируются. Длина полости состав-

ляет L = 102.0 мм, а её внутренний радиус равен 

R = 26.0 мм. В качестве жидкости используется 

водный раствор глицерина кинематической вязко-

сти 7.0  мм2/с. 

 

 

Рис. 1. Схема экспериментальной установки 



Осреднённые течения, возбуждаемые инерционными модами… 

  

69 

Вращение полости задается шаговым двигате-

лем FL86STH118-6004A, управляемым драйвером 

SMD-8.0 и питающимся от источника постоянного 

тока Mastech HY5005E. Основной шаг двигателя 

составляет 1.8° и делится драйвером до 0.45°. Ре-

гулировка скорости вращения вала двигателя осу-

ществляется с помощью генератора модуля 

Zet 210, управляемого компьютером. Для соедине-

ния вала двигателя с полостью используется муфта 

SJCА-30C, обеспечивающая точную передачу 

вращения. 

Скорость вращения полости в инерциальной 

системе отсчета периодически изменяется со вре-

менем по закону: 

    ω 1 εsinrot libt t    , 

где rot  – средняя угловая скорость вращения по-

лости, lib  – угловая частота либраций, а 

ε φ /lib rot     – амплитуда модуляции скорости 

вращения. В проведенных экспериментах средняя 

частота вращения составляет 

/ 2 10.000rot rotf    об/с и устанавливается с 

точностью 0.001 об/с. Безразмерная частота 

σ /lib rot    и амплитуда либраций ε  изменяются 

в пределах σ 0 2.00   и ε 0 0.300   соответ-

ственно. 
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Рис. 2. Мгновенное поле скоростей при σ 1.44  и 

ε 0.1  в фазе либраций 0libt   (а) и πlibt   (б). 

Белыми штриховыми линиями показано направле-

ние распространения инерционных волн, рассчи-

танное по формуле (3.1). Здесь и далее на рис. 3 и 

4а цветом показана x компонента поля завихрен-

ности rot xυ  (ось x направлена от нас) 

Методика проведения экспериментов следую-

щая. Кювета приводится в быстрое равномерное 

вращение со скоростью rot . По прошествии ха-

рактерного времени спинапа (переход к устано-

вившемуся режиму вращения) и установлении 

твердотельного вращения жидкости при заданной 

частоте lib , соответствующей резонансному воз-

буждению инерционной моды, плавно увеличива-

ется амплитуда ε . После выхода системы на уста-

новившийся режим вращения исследуется поле 

скорости жидкости PIV-методом. Для этого в ра-

бочую жидкость добавляются пластиковые части-

цы размером ~100d мкм, плотность которых 

близка к плотности жидкости. Полость в осевом 

сечении освещается световым ножом, создавае-

мым непрерывным лазером Z-Laser Z500Q. Ви-

деорегистрация положения светорассеивающих 

частиц осуществляется с помощью неподвижной в 

лабораторной системе отсчета скоростной видео-

камеры CamRecord CL600x2 с частотой кратной 

средней скорости вращения rot . Далее последо-

вательность фотографий обрабатывается с помо-

щью программы PIVlab [12], после чего исследу-

ются мгновенный и осредненный по периоду 

либраций профили скорости. Отметим, что осред-

ненный профиль скорости рассчитывается не ме-

нее чем по десяти периодам либраций. 

Все эксперименты проводятся ниже порога 

возникновения центробежной неустойчивости на 

боковой стенке цилиндра, максимальное значение 

числа Рейнольдса 3/4Re εE 250   [13], где 

 2E / rot R   – число Экмана, значение которо-

го во всех экспериментах составляет 4E 1.65 10  . 

3. Результаты экспериментов 

3.1. Инерционные волны 

В области частот 0 σ 2   либрации полости 

являются источником инерционных волн, которые 

рождаются в местах соединения боковой и торце-

вых стенок кюветы. Инерционные волны распро-

страняются вдоль конусообразных поверхностей, 

образованных свободными сдвиговыми слоями. 

Согласно [1] направление распространения волны 

определяется отношением частоты либраций к 

удвоенной скорости вращения системы: 

 arcsin σ / 2  . (3.1) 

На рис. 2 представлены мгновенное поле ско-

ростей и соответствующее поле завихренности в 

двух противоположных фазах либраций. В течение 

периода либраций жидкость выталкивается и вса-

сывается вдоль направления распространения 

волн. Достигая границ полости, инерционная вол-

на отражается. Например, при частоте σ 1.44  от-
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ражение от боковой стенки полости происходит 

один раз. В целом результаты визуализации мгно-

венного профиля скорости PIV-методом хорошо 

согласуются с теоретическими предсказаниями [1]. 

3.2. Инерционные моды 

При определенных частотах либраций в резуль-

тате многократного отражения инерционные вол-

ны испытывают пространственный резонанс, воз-

буждая так называемые инерционные моды. Эти 

моды являются собственными частотами колеба-

ний вращающейся жидкости и сильно зависят от 

геометрии полости. 
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Рис. 3. Мгновенное поле скорости в осевом сече-

нии полости: а – при σ 1.281  {4; 1}; б – 

σ 0.831  {4; 2}; в – σ 0.600  {4; 3} при амплиту-

де ε 0.12  в фазе либраций libt    

 

Значения собственных частот невязких инерци-

онных мод в цилиндрической геометрии опреде-

ляются следующим выражением: 

2 2
2

2 2 2 2 2

4 π
σ

π ξ /nmk

n

n L R



, (3.2) 

где n, m, k – осевое, радиальное и азимутальное 

волновое число соответственно [1]. Параметр 
2ξnmk

 

является m-м положительным решением трансцен-

дентного уравнения 

   
1/2

2

2 2 2 2
1 0

/

 
   

 
k k

d ξ
ξ J ξ k J ξ

dξ n π L R
, (3.3) 

где  k
J ξ  – функция Бесселя первого рода k -го 

порядка. Рассматривается осесимметричное тече-

ние, поэтому 0k   и для пространственной харак-

теристики инерционной моды используются толь-

ко осевое и радиальное волновые числа {n; m}. 

Поскольку торцы полости колеблются симметрич-

но, возникают только симметричные моды с чет-

ными значениями n. 

При частоте σ 1.281  в полости возбуждается 

мода {4; 1} (рис. 3, a), при этом мгновенная струк-

тура течения представляет собой четыре торои-

дальных вихря, направление вращения жидкости в 

которых меняется в течение периода либраций. 

Так, в противофазе ( 0libt  ) направление закрут-

ки жидкости в вихрях будет противоположной. 

Структура осциллирующего течения также зависит 

от радиального волнового числа m. При возбужде-

нии моды {4; 2} (рис. 3, б) наблюдается увеличе-

ние количества вихрей в два раза, при этом наибо-

лее интенсивные колебания жидкости происходят 

в вихрях, расположенных вблизи оси вращения 

полости. Увеличение m еще на единицу (мода 

{4; 3}, рис. 3, в) приводит к увеличению количе-

ства тороидальных вихрей до двенадцати. 

3.3. Осредненные течения 

Пульсационное движение жидкости в объеме 

полости, возбуждаемое инерционной модой, при-

водит к возникновению осредненного течения в 

вязких пограничных слоях. Структура осредненно-

го течения проявляется при осреднении поля ско-

рости по периоду либраций. 
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Рис. 4. Поля скорости: а – мгновенное; б – осред-

ненное при σ 1.281  (мода {4; 1}). На фрагменте 

(в) приведена схема осредненного течения. В силу 

азимутальной симметрии течения на фрагментах 

(а) и (б) приведена только половина полости 
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На рис. 4 представлено мгновенное и осред-

ненное течения при частоте σ , соответствующей 

моде {4; 1}. Структура осредненного течения име-

ет вид системы тороидальных вихрей, размер ко-

торых согласуется с размером осциллирующих 

вихрей. Исключение составляет область вблизи 

мест соединения боковой и торцевых стенок, где 

возникает осредненное течение, связанное не с 

инерционными модами, а только с угловыми коле-

баниями полости [7]. Как было показано в [7], эти 

потоки характерны для всего диапазона частот 

либраций, в том числе для области σ 2 , где 

инерционные волны и моды отсутствуют. Отме-

тим, что размер потоков, возбуждаемых угловыми 

колебаниями, зависит от частоты либраций. В об-

ласти вне резонанса эти потоки могут проникать 

вдоль боковой стенки вплоть до / 0.5z L  . При 

резонансном возбуждении инерционной моды 

пульсационное движение жидкости возникает 

вдоль всей боковой стенки полости, при этом пе-

риферийные угловые потоки прижимаются к тор-

цам. 
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Рис. 5. Распределение модуля скорости осреднен-
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Рис. 6. Зависимость максимальной скорости 

жидкости в осредненных потоках от амплитуды 

либраций ε , при фиксированном значении осевого 

волнового числа n = 4 и различных значениях ради-

ального числа m 

Количество осредненных вихрей определяется 

осевым волновым числом n и не зависит от ради-

ального числа m. С увеличением m наблюдается 

только изменение интенсивности осредненного 

движения жидкости. 

В качестве характеристики скорости течения 

принимается абсолютное значение осредненной 

максимальной скорости движения жидкости вдоль 

боковой стенки полости. Так, например, при ча-

стоте σ 1.281  (мода {4; 1}) вычисляется средняя 

скорость в четырёх максимумах, располагающихся 

в диапазоне / 0.1 0.9z L    (рис. 5). Потоки, воз-

буждаемые угловыми колебаниями, при осредне-

нии не учитываются. 
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Рис. 7. Распределение безразмерной скорости 

осреднённого течения 
2/ εm

z rot R   по частоте 

либраций σ . Штриховой линией обозначена 

осредненная скорость, возбуждаемая инерцион-

ными волнами вне области резонанса [7] 

На рис. 6 представлен график зависимости мо-

дуля максимальной скорости  /m

z rot R   от ам-

плитуды либраций ε . При фиксированной частоте 

σ  интенсивность осредненного движения в погра-

ничных слоях возрастает по закону 2ε . Квадра-

тичная зависимость определяется механизмом ге-

нерации осредненных течений, связанного с 

нелинейными эффектами в пограничных слоях, и 

справедлива для любого типа гармонического воз-

действия на вращающиеся системы [14, 15]. Мож-

но отметить, что помимо осредненного течения в 

пограничном слое на боковой стенке либрации ге-

нерируют осредненное азимутальное течение, ин-

тенсивность которого 2/ ~ εrot   [7, 16]. Таким 

образом, при фиксированном значении числа Эк-

мана E  и частоте σ  скорость осредненного тече-

ния полностью определяется комплексом 

 2/ εm

z rotV R  . 

При изменении частоты либраций σ  скорость 

осредненного течения V  немонотонно меняется, 

испытывая серию экстремумов, соответствующих 

резонансному возбуждению инерционной моды с 

волновым числом {n; 1} (рис. 7). При этом наибо-

лее интенсивное движение наблюдается для ос-

новной моды {2; 1}. В этом случае вся энергия ак-

кумулирована в двух осциллирующих 

тороидальных вихрях [7]. С увеличением радиаль-

ного волнового числа m интенсивность осреднен-

ного течения быстро ослабевает. Вне области ре-

зонанса, где инерционные волны возбуждают 
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осредненное течение только в местах, локализо-

ванных в непосредственной близости от точек от-

ражения (штриховая линия на рис. 7), значение 

безразмерной скорости V  примерно в два раза 

меньше, чем для мод с радиальным волновым чис-

лом m = 1. 

Похожая зависимость от частоты внешнего 

воздействия была получена в экспериментах с пе-

риодически деформируемой вращающейся сфери-

ческой полостью [8]. Однако основное внимание 

было уделено зональному течению. Аналогичным 

образом при частоте, соответствующей возбужде-

нию одной из инерционных мод, осредненная ско-

рость азимутального течения в объеме полости ре-

зонансным образом возрастала. 

4. Заключение 

До сих пор основное внимание исследователей 

уделялось изучению осредненного азимутального 

течения жидкости в неравномерно вращающихся 

(либрирующих) полостях. Так, теоретические ра-

боты [16, 17], а также эксперименты [13] и чис-

ленные расчеты [5] предсказывали появление 

осредненного азимутального течения. При этом в 

отсутствие инерционных волн и мод механизм ге-

нерации течения обусловлен неоднородностью 

пульсационного движения в пограничных слоях 

Экмана на торцевых стенках цилиндра. Настоящие 

эксперименты показали, что резонансное возбуж-

дение инерционных мод качественно меняет дву-

мерный характер осредненного течения вблизи бо-

ковой стенки полости, приводя к формированию 

системы осредненных тороидальных вихрей. Со-

гласование размеров осредненных и осциллирую-

щих вихрей указывает, что механизм генерации 

этих течений связан с нелинейными эффектами в 

осциллирующем слое Стокса. 

Независимо от режима пульсационного течения 

(инерционные волны или резонансное возбужде-

ние инерционной моды) интенсивность осреднен-

ных потоков пропорциональна квадрату амплиту-

ды либраций 2ε . Показано, что при совпадении 

частоты либраций с одной из частот инерционной 

моды наблюдается интенсификация осредненного 

течения. Исключение составляют моды с радиаль-

ным волновым числом m = 3, при возбуждении ко-

торых скорость осредненного течения практически 

не меняется. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке 

гранта Президента Российской Федерации (проект 

МК-1994.2018.1). 
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