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Статья посвящена разработке аналитического подхода для прогнозирования изменения тем-

пературы масла в маслобаке при его нагреве горячим воздухом в подкапотном пространстве 

авиационного двигателя в условиях пониженных температур. Актуальность исследования 

обусловлена ростом вязкости масла на холоде, что приводит к повышенному износу и риску 

отказов при запуске двигателя. В работе предлагается аналитическое решение на основе си-

стемы уравнений сохранения массы и энергии для воздуха в подкапотном пространстве и 

уравнения нагрева масла. Из этой системы уравнений найдено выражение для максимально 

достижимой температуры масла. С использованием метода многих масштабов получено 

аналитическое выражение для зависимости температуры масла от времени, имеющее вид 

экспоненты с характерным временем, зависящим от параметров масла, эжекторного подо-

грева, теплообмена воздуха в подкапотном пространстве с окружающей средой и маслоба-

ком. Проведена оценка точности приближения путём сравнения с численным решением для 

диапазонов безразмерных параметров, характерных для авиационных двигателей. Показано, 

что максимальная относительная ошибка определения времени достижения температуры 

близкой к максимальной не превышает 10% при малом параметре, равном 0.1 и снижается 

до менее чем 1% при его значении 0.01. Получена приближённая формула, позволяющая 

оценить погрешность определения времени достижения температуры близкой к максималь-

ной. 
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The paper develops an analytical approach for predicting changes in oil temperature in an oil tank 

when heated by hot air in the compartment of an aircraft engine under low-temperature conditions. 

This problem deserves attention as oil viscosity increases at low temperatures, which leads to in-

creased wear and the risk of engine failures. The paper proposes an analytical solution based on a 

system of mass and energy conservation equations for the air in the engine compartment and the oil 

heating equation. Using the method of multiple scales, we obtain the analytical expression for the 

dependence of oil temperature on time, which has the form of an exponential function with a char-

acteristic time depending on the oil parameters, ejector heating, and heat exchange involving the 

air in the compartment, environment, and the oil tank. The maximum achievable temperature was 

found to be independent of the approximation accuracy. The approximation accuracy was assessed 

by comparison with a numerical solution for the ranges of dimensionless parameters characteristic 

of aircraft engines. It is shown that the maximum relative error in determining the time to reach a 

temperature close to the maximum does not exceed 10 % when the small parameter value is 0.1 

and decreases to 1 % or less when the value is 0.01. An approximate formula was obtained to esti-

mate the error in determining the time to reach a temperature close to the maximum.  

Keywords: aircraft engine; oil preheating; low temperatures; analytical solution; compartment; method of 

multiple scales; approximation accuracy 

Received 27 April 2026; revised 21 May 2026; accepted 21 May 2026 

doi: 10.17072/1994-3598-2026-3-30-37 

1. Введение 

Исследование посвящено разработке подхода 

для предсказания изменения температуры при 

нагревании горячим воздухом маслобака в под-

капотном пространстве двигателя при его запус-

ке в условиях пониженных температур. Сходные 

решения, основанные на нагреве масла воздухом, 

поступающим от внешнего источника, использо-

вались для авиационных двигателей с 1930-х 

гг. [1]. В дальнейшем, с 1950-х гг. источником 

подогревающего воздуха стала вспомогательная 

силовая установка, устанавливаемая на самолёт 

[2]. Необходимость применения таких решений 

связана с ростом вязкости масла при уменьшении 

температуры, что приводит к износу деталей и 

повышению вероятности возникновения поломки 

при холодном старте двигателя [3–6]. 

Существует два подхода к определению из-

менения температуры при нагревании горячим 

воздухом маслобака. Первый из них состоит в 

трёхмерном численном моделировании [7, 8], а 

второй – в термодинамическом одномерном рас-

чёте, в котором задача разбивается на небольшое 

количество объёмов, обменивающихся энергией 

и массой [9–13]. В настоящей работе использует-

ся второй подход, однако интерес представляет 

не численное, а аналитическое решение.  

Получить такое решение можно из следую-

щих соображений. В исследуемой системе под-

капотное пространство обменивается теплом с 

маслобаком. Для теплообмена между ними мо-

жет быть записан эмпирический закон Ньютона–

Рихмана, из которого выводится экспоненциаль-

ное уменьшение температуры до температуры 

воздуха в подкапотном пространстве. Темпера-

тура в подкапотном пространстве в свою очередь 

определяется балансом энергии, поступающей от 

эжекторов горячего воздуха и уходящей на 

нагревание атмосферы. Схожий подход исполь-

зовался в [14–17] для получения зависимости 

температуры масла от времени при использова-

нии электрически нагреваемых матов.  

Как это будет показано далее, система диф-

ференциальных уравнений, определяющих эво-

люцию исследуемой системы, является нелиней-

ной, и экспоненциальное решение является лишь 

приближением. Вопрос, на который необходимо 

было ответить в ходе проведения настоящего ис-

следования, состоял в том, как параметры задачи 

влияют на точность этого приближения для ха-

рактерных для авиационного двигателя значений 

параметров. 

2. Геометрия задачи 

Подкапотное 

пространство

Решётка 

вентиляции

Воздух

Тепло

Эжекторы Маслобак

ТеплоВоздух

Атмосфера

Воздух

 

Рис. 1. Схематическое изображение геомет-

рии задачи 
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На рисунке 1 показано схематическое изоб-

ражение решаемой задачи. Горячий воздух из 

эжекторов поступает в подкапотное простран-

ство; вследствие этого, холодный воздух в нём 

замещается горячим и начинает отдавать часть 

тепла маслу через корпус маслобака и в атмо-

сферу через внешний корпус. Дополнительно 

воздух из подкапотного пространства уходит в 

атмосферу через решётки вентиляции (площадь 

которых в несколько тысяч раз больше размеров 

отверстий эжекторов). 

3. Поиск решения 

3.1. Получение системы уравнений 

Для получения системы уравнений, описыва-

ющих нагревание масла, запишем закон сохране-

ния энергии идеальной жидкости для воздуха в 

подкапотном пространстве в интегральной фор-

ме: 

 
2 2

2 2

v v
dV w d

t


 

 
 
 
 
 

   
      

    
v f , (3.1) 

где   – плотность воздуха в подкапотном про-

странстве, v  – его скорость, v  – модуль его ско-

рости,   – внутренняя энергия единицы массы 

воздуха, w  – энтальпия (тепловая функция) еди-

ницы массы воздуха. Интеграл слева берётся по 

всему объёму подкапотного пространства V , а 

справа – по всей поверхности, ограничивающей 

подкапотное пространство. 

Предположим, что: 

1) Кинетической энергией воздуха в подка-

потном пространстве можно пренебречь по срав-

нению с его внутренней энергией (для авиацион-

ного двигателя вклад кинетической энергии 

составляет ~0.01% (как это показывают трёхмер-

ные газодинамические расчёты)), 

 
2

2

v
  ; 

2) При расчёте потока энергии через отвер-

стия вентиляции подкапотного пространства 

вкладом части потока, связанной с кинетической 

энергией, можно пренебречь (для авиационного 

двигателя он составляет ~0.01%; в случае эжек-

торов вкладом кинетической энергии уже прене-

брегать нельзя: он составляет ~50% (как это по-

казывают трёхмерные газодинамические 

расчёты)). Введение приближений 1 и 2 приводит 

к тому, что вся кинетическая энергия нагреваю-

щего потока воздуха из эжекторов превращается 

в тепло; таким образом, несмотря на то, что из-

начально использовалось уравнение для идеаль-

ной жидкости, потери на вязкое трение оказыва-

ются учтены; 

3) Скорость является ненулевой только на 

поверхностях, через которые воздух поступает в 

подкапотное пространство ( i
f ) или уходит из не-

го ( e
f ); 

4) Температура и давление воздуха в окру-

жающей среде не меняются;  

5) Подгоночные параметры модели, коэф-

фициенты теплопередачи через стенки маслобака 

и корпуса, ограничивающего подкапотное про-

странство, не зависят от температуры. 

Учитывая вышеуказанные предположения и 

добавляя в уравнение (3.1) слагаемые, ответ-

ственные за теплопередачу через стенки, ограни-

чивающие подкапотное пространство, получим 

 2
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                        ( ) ,
2
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t

v
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где e
T  – температура окружающей среды, o

T  – 

температура маслобака, T  – температура возду-

ха в подкапотном пространстве, c
f  – площадь 

поверхности, через которую воздух в подкапот-

ном пространстве обменивается теплом с окру-

жающей средой, o
f  – площадь поверхности мас-

лобака, i
f  – площадь отверстий эжекторов, e

f  – 

площадь отверстий вентиляции подкапотного 

пространства, o
h  – коэффициент теплопередачи 

через стенки маслобака, c
h  – коэффициент теп-

лопередачи через стенки корпуса, ограничиваю-

щего подкапотное пространство.  

Вводя усреднённую по расходу энтальпию 

единицы массы воздуха на выходе из эжекторов 

i
w  и на выходе из решётки вентиляции e

w ; мас-

совый расход из эжекторов i
G  и через решётки 

вентиляции e
G ; усреднённую по объёму внут-

реннюю энергию воздуха в подкапотном про-

странстве  ; среднюю плотность  ; среднюю 

температуру T , коэффициенты теплопередачи 

o
h  и 

c
h  (которые являются подгоночными пара-

метрами) по формулам 

 
,

,

,

e i
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получим 
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Заменяя скорость истечения газа по формуле 
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 i

i

i i

G
v

f 
  

где i
  – плотность воздуха в эжекторах, и поль-

зуясь формулами для идеального газа 
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, 

где   – показатель адиабаты, R  – универсальная 

газовая постоянная, M  – молярная масса возду-

ха, окончательно получим 

2
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1 2

                   ( ) .
1

i i

c e c

i i

e i i
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G RTV R T
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M t f Mp
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 (3.2) 

Закон сохранения массы воздуха в подкапот-

ном имеет вид 

 e i
V G G

t


  


. (3.3) 

Поскольку всё тепло, отводимое от воздуха в 

подкапотном пространстве через стенки масло-

бака, идёт на нагрев масла, то для его температу-

ры справедливо уравнение 

 ( )o

o o o o o

T
c V h f T T

t



  


, (3.4) 

где o
V  – объем маслобака, c  – теплоёмкость 

единицы массы масла. Отметим, что при расчё-

тах произведение o
c  считается постоянным; 

обосновать такое приближение можно тем, что 

при изменении температуры широко используе-

мого в авиации масла Turbonycoil 600 с 0°C до 

10°C это произведение увеличивается всего на 

0.65%, что примерно в 10 раз меньше характер-

ного значения малого параметра, в который вхо-

дит o
c . 

Уравнения (3.2), (3.3) и (3.4) позволяют пред-

сказать изменение температуры маслобака по за-

данным параметрам окружающей среды и посту-

пающего из эжекторов нагревающего воздуха. 

Эту систему уравнений необходимо дополнить 

уравнением для расхода через решётки вентиля-

ции корпуса подкапотного пространства e
G , од-

нако, как будет показано далее, в используемом 

приближении этот параметр равен i
G . 

3.2. Обезразмеривание 

Измеряя время, температуру, плотность и 

расход воздуха в следующих единицах: 
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e
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G G , 

преобразуем систему уравнений (3.2), (3.3) и 

(3.4) к виду 
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где введены безразмерные параметры: 
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3.3. Метод многих масштабов 

Будем считать параметр   малым и искать 

решение методом многих масштабов в виде ря-

дов: 
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...     , 

где введены времена 
j

t , 

 j

j
t t . 

Записывая систему уравнений (3.5) в нулевом 

порядке по малому параметру, а также уравне-

ние, показывающее изменение температуры мас-

ла, в первом порядке, получим: 

0 0

,0 0 0 ,0

0

( ) ( ) ( )
o e

T
k T T T K G K T

t


 




     


, (3.7) 

 
,0

0

0
o

T

t





, (3.8) 

 0

,0

0

1
e

G
t


  


, (3.9) 

 
,0 ,1

,0 0

1 0

( )
o o

o

T T k K
T T

t t K





   
   

  
. (3.10) 

Учитывая независимость 
,0o

T  от 0
t  (что следует 

из уравнения (3.8)), найдём, что вековой член в 

уравнении (3.10) (который необходимо прирав-

нять нулю) имеет вид 

 
,0

,0 0

1

( ) 0
o

o

T k K
T T

t K





  
  

 
, (3.11) 

где введено усреднение по 0
t : 
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0 0 0

0

1
limT T dt



 
  . 

Для нахождения 
0

T  усредним уравнение (3.9), 

умноженное на 
0

T , и уравнение (3.7) по 
0

t . В ре-

зультате получим: 

 ,0 0 0
( ) ( ) ( ) 0

o
k T T K T K T 


      , (3.12) 

 
,0 0 0 0

0

1
lim

e
G T dt T



 
 . (3.13) 

Выражая 
0

T  из (3.12) и подставляя в (3.11), 

найдём: 

 
,0

,0

1

0
o

o

T
T T

t



  


. (3.14) 

3.4. Приближённое решение 

Решение уравнения (3.14) позволяет получить 

зависимость температуры масла от времени, ко-

торая имеет вид 

 1

,0
( )

t

o init
T T T T e



 
   . (3.15) 

где init
T  – безразмерная начальная температура 

масла. Величина T
 , равная максимальной до-

стижимой температуре, не зависит от   и точ-

ности найденного решения, как это можно за-

ключить из системы уравнений (3.5), если 

приравнять к нулю все производные по времени. 

Первое слагаемое в T
  в уравнении (3.6) связано 

с замещением холодного воздуха в подкапотном 

пространстве тёплым и потерями тепла через 

внешний корпус. Второе слагаемое определяется 

кинетической энергией нагревающего воздуха, 

поступающего внутрь подкапотного простран-

ства.  

Найденное решение определяет приближённо 

только время достижения той или иной темпера-

туры (поскольку максимальная температура 

определяется точно). Если температуру масла 

выразить в виде 

 
,0

( )
o init init

T T T T


   , 

то, пользуясь найденным приближённым реше-

нием, получим для времени достижения маслом 

температуры ( )
init init

T T T


  , формулу 

 
ln(1 )

t





  . (3.16) 

Её точность и будет предметом исследования в 

следующей главе. Введённая безразмерная пере-

менная   равна изменению (относительно 

начального значения) температуры масла, делён-

ному на максимально возможное изменение этой 

величины.  

4. Точность решения 

4.1. Расход через вентиляционную решётку 

Для исследования точности будем считать, 

что расход через вентиляционную решётку опре-

деляется уравнением 

 2 e

e e e

p p
G f 




  , 

где   - коэффициент гидравлического сопротив-

ления; e
  и e

p  - плотность и давление воздуха в 

окружающей среде; p  - давление воздуха в под-

капотном пространстве. Переходя к безразмер-

ному расходу, получим 

 1
e

G T   , (4.1) 

где T  и   - температура и плотность воздуха в 

подкапотном пространстве,   - безразмерный 

параметр, равный 

 
2e e

i e

f p M

G RT 
  , 

где e
f  – площадь отверстий вентиляции подка-

потного пространства, i
G  – суммарный расход из 

эжекторов, M  – молярная масса воздуха, R  – 

универсальная газовая постоянная, e
T  и e

p  – 

температура и давление воздуха в окружающей 

среде. 

Таким образом, к решаемой системе уравне-

ний (3.7), (3.8), (3.9) добавляется ещё одно – 

(4.1).  

4.2. Точность 

Эволюция системы определяется пятью пара-

метрами и при исследовании точности будем 

считать, что они изменяются в следующих пре-

делах: T∞ = [1.1; 1.7], K = [0.1; 10], k = [0.1; 10], 

Ξ = [5; 100], α = [0.01; 0.1]. Эти значения были 

выбраны, исходя из их характерных значений для 

авиационных двигателей. 

Для определения точности приближённого 

решения (3.16) система уравнений (3.5), (4.1) 

решалась численно в Maple для разных значений 

параметров задачи. В итоге определялись значе-

ния времён достижения маслом температур 

( )
init init

T T T


  , которые затем использовались 

для нахождения относительной ошибки исполь-

зования приближённого решения (3.16) по фор-

муле 

 

ln(1 )
( )

100%
( )

calc

calc

t

t









 
  
 

  , (4.2) 

где ( )
calc

t   – полученные численно времена. За-

тем в случае λ=0.99 методом подбора были опре-
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делены такие ординаты и абсциссы, чтобы полу-

ченные точки приближённо формировали кри-

вую, как это показано на рис. 2. После чего под-

биралась зависимость (показанная на рис. 2 

сплошной линией), позволяющая получить верх-

нюю оценку значения относительной ошибки. 

Причина, по которой верхняя оценка была полу-

чена только для λ=0.99, связана с тем, что это 

значение λ соответствует наиболее важному с 

практической точки зрения случаю, когда темпе-

ратура масла достигает значения, близкого к 

максимальному. В этом случае (как это показы-

вает рис. 2) ошибка определения времени (в %) 

может быть оценена по формуле 

 
0.7 3

144.66
5.74

1 2.863

(1 2

/

)

K k

e

T








  
  





, 

которая для исследуемого интервала даёт макси-

мальное отклонение от точного решения ~5% для 

α=0.05 и ~10% для α=0.1. 

 0.7

(1 2 )

T
E

e












 

Рис. 2. Зависимость функции относительной 

ошибки ε (в %) и параметров задачи E от от-

ношения k/K, полученная численно для значений 

параметров в интервалах T∞ = [1.1; 1.7], 

K = [0.1; 10], k = [0.1; 10], Ξ = [5; 100], 

α = [0.01; 0.1] при λ=0.99 

В таблице приведены значения максимальных 

относительных ошибок для λ= 0.25, 0.50, 0.75 и 

0.99. Из этой таблицы можно сделать вывод, что 

приближённая формула даёт хорошую аппрок-

симацию точного решения вплоть до времени 

нагрева масла до температуры 

0.75( )
init init

T T T


  . При этом если λ=0.25, то 

время достижения соответствующей температу-

ры определяется уже со значительной ошибкой. 

Из этого можно сделать вывод о том, что при 

определении коэффициентов теплопередачи K и 

k по экспериментальным данным с использова-

нием экспоненциальной зависимости, необходи-

мо брать часть экспериментальной кривой в кон-

це испытания, а не её всю.  

Значения максимальной относительной 

ошибки, к которой приводит использование 

приближённого решения вместо точного для 

α=0.01, 0.05 и 0.1; λ=0.25, 0.5, 0.75 и 0.99 

λ\α 0.01 0.05 0.1 

0.25 3% 15.5% 27% 

0.5 1.3% 7.3% 14% 

0.75 0.9% 5.0% 8.9% 

0.99 0.8% 4.4% 8.6% 

5. Заключение 

Получена аналитическая формула, определя-

ющая зависимость от времени температуры мас-

ла в маслобаке при нагревании его горячим воз-

духом. Для размерных величин она имеет вид 

 ( )
t

o init
T T T T e



 
     , 

где init
T   – размерная начальная температура, T


  –

размерная максимально достижимая температу-

ра, которая определяется выражением 

 

2
2

2

1

2

e i i i

i i

KT T T GR
T

K K M p f

 

 


  
    

   
, 

   – размерный температурный коэффициент, 

равный 

 
1

i

o o

G kR K

cM V k K




  


 

  
. 

Также здесь используются обозначения: 

 ( 1)c c

i

h f
K M

G R
  , ( 1)o o

i

h f
k M

G R
  . 

Входными параметрами для вычисления за-

висимости являются: e
T  и e

p  – температура и 

давление окружающего воздуха; i
T , i

p  и i
G  – 

температура, давление и массовый расход нагре-

вающего воздуха; i
f  – суммарная площадь от-

верстий эжекторов нагревающего воздуха; c , o
  

– удельная теплоёмкость и плотность масла; o
V  – 

объем маслобака; 
c c

h f  и 
o o

h f  – произведения 

коэффициентов теплопередачи на площадь по-

верхности для подкапотного пространства и мас-

лобака (как правило подбираются под экспери-

ментальные значения);   – показатель адиабаты 

воздуха, M  – молярная масса воздуха, R  – уни-

версальная газовая постоянная.  

Оценка ошибки, возникающей из-за исполь-

зования приближённой формулы, показала, что 

для характерных значений параметров, встреча-

ющихся в авиационных двигателях, максималь-

ная ошибка определения времени не превышает 

5–10%. Также в статье приведена формула, кото-

рая позволяет оценить ошибку для заданных зна-

чений параметров.  
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