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В работе рассматривается проблема стохастического параметрического возбуждения сво-

бодной тепловой конвекции жидкости, насыщающей бесконечный горизонтальный слой или 

прямоугольную ячейку пористой среды, при случайной модуляции силы тяжести. Использу-

емая математическая формулировка позволяет исследовать случаи подогрева как снизу, так 

и сверху, а также случай условий микрогравитации. Для системы получены уравнения сто-

хастической динамики амплитуды малых возмущений полей температуры и функции тока. 

Для этих уравнений выводятся условия роста среднеквадратичных значений; эти условия 

используются в качестве критерия возбуждения конвективных движений в системе. Прове-

рено, что найденные моды самого быстрого роста среднеквадратичных значений при всех 

значениях параметров лежат в области фазового пространства, имеющей физический смысл. 

Выведено, что тепловой поток, характеризуемый числом Нуссельта, связан со среднеквад-

ратичным значением возмущений температуры. Из этого следует, что порог стохастическо-

го возбуждения среднеквадратичных моментов определяет порог возбуждения конвективно-

го теплопереноса. 
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We study stochastic parametric excitation of free thermal convection of a fluid saturating an infi-

nite horizontal layer or a rectangular cell of a porous medium under random modulation of gravity. 

The mathematical formulation we use makes it possible to explore the cases of heating both from 

below and above, as well as the case of low gravity conditions. Equations for the stochastic dynam-

ics of the amplitude of small perturbations of the temperature and streamfunction fields have been 

obtained for the system. Conditions for the growth of the second moments have been derived for 

these equations; these conditions are used as a criterion for the excitation of convective motions in 

the system. We have verified that the obtained modes of the fastest growth of the second moments 

for all values of the parameters lie in a region of phase space that is physically meaningful. The 
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heat flux, characterized by the Nusselt number, has been derived to be related to the second mo-

ment of the temperature perturbations. It follows from this that the threshold of stochastic excita-

tion of second moments determines the threshold of excitation of convective heat transfer. 
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1. Введение 

Проблема случайного параметрического воз-

буждения (или стохастической устойчивости) в 

механике жидкости не так широко рассматривает-

ся, как её детерминированный аналог – случай пе-

риодической модуляции (например, см. [1]). Эта 

проблема представляет интерес в связи с процес-

сами, протекающими в системах с низкой гравита-

цией: для них критически важно учитывать влия-

ние флуктуаций остаточной силы тяжести.  

Ранее было исследовано влияния случайных 

вибраций на конвективную неустойчивость неизо-

термического слоя жидкости [2, 3]. В настоящей 

статье рассматривается возбуждение тепловой 

конвекции жидкости, насыщающей слой пористой 

среды. Данная работа дополняет и расширяет су-

ществующие теоретические представления в дан-

ной области, предлагая новый подход к анализу 

конвективной неустойчивости в условиях стоха-

стической модуляции. 

2. Возбуждение тепловой конвекции в 

слое пористой среды при случай-

ной модуляции силы тяжести 

В данном разделе приводится математическая 

формулировка задачи о возбуждении тепловой 

конвекции жидкости, насыщающий бесконечный 

слой пористой среды [4], при случайной модуля-

ции силы тяжести. Рассмотрим горизонтальный 

слой толщиной H. Линейная устойчивость данной 

системы может быть исследована в рамках (x, z)-

геометрии: ось z направлена вертикально вверх, 

течение предполагается однородным вдоль коор-

динаты y. В приближении Буссинеска плотность 

жидкости   полагается линейной функцией тем-

пературы T: 

0
( ) (1 ),T T     

где   – коэффициент объемного расширения, для 

слагаемых, описывающих плавучесть, а во всех 

остальных отношениях сжимаемостью пренебре-

гаем. 

Фильтрационное течение описывается с помо-

щью модели Дарси, где необходимо учитывать не-

большой инерционный член. Таким образом, закон 

сохранения импульса, массы и уравнение переноса 

тепла выглядят следующим образом: 

0

0 0
( ),

u
u gt

G
p T t

t K

 
  




   


 (2.1) 

0,u   (2.2) 

 
1

,u 


   


T
T T

t b
 (2.3) 

где ( ) ( )
{ ,0, }u 

x z
u u  – скорость фильтрационного 

течения, оператор Лапласа – 2 2 2 2
/ /      x z , 

  – коэффициент пористости, 1
t

G  – безразмер-

ный геометрический фактор, который описывает 

пористую структуру (в [4] называется «коэффици-

ентом ускорения»), p  – давление,   – кинемати-

ческая вязкость, K  – проницаемость пористой 

среды, g  – ускорение свободного падения, кото-

рое модулируется со временем,   – температуро-

проводность пористой среды, насыщенной жидко-

стью, b  – отношение теплоёмкости насыщенной 

жидкостью пористой среды к теплоёмкости самой 

жидкости. Следует отметить, что в уравнении (2.1) 

пренебрегаем квадратичным по u  инерционным 

членом, а также поправкой Форхгеймера, которая 

представляет собой наиболее точное описание 

квадратичного по u  инерционного члена, усред-

ненного по пористому пространству для реальных 

зернистых пористых сред [4]. Для рассматривае-

мой физической постановки квадратичным членом 

можно пренебречь. Однако слагаемыми с / t  в 

уравнении (2.1) пренебречь нельзя для случая бе-

лого шума в ускорении свободного падения g . 

Для изучения линейной устойчивости состоя-

ния равновесия рассмотрим малые u  и возмуще-

ние температуры  :   T sAz , где A  – абсо-

лютное значение градиента температуры, 1 s  

для подогрева сверху и 1 s  для подогрева сни-

зу. После перемасштабирования 

( , ) ( , )x z Hx Hz , 2
( / )t H t , 

( / )u b H u ,   AH , 0
( / ) p b K p  

и линеаризации уравнений (2.1) и (2.3) их можно 

переписать в безразмерной форме: 
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( ) ,
u

u e
z

p Rp t
t

 


   


 (2.4) 

( )
,





  



z
su

t
 (2.5) 

где 2
/ ( ) Rp g AH K b  – число Рэлея–Дарси, 

2
/ ( )   

t
G K H  – безразмерный инерционный 

параметр, e
z  – единичный вектор, направленный 

по z . Для несжимаемого двумерного течения (2.2) 

можно ввести функцию тока  : 

( ) ( )
, .

x z
v v

z x

  
  

 
 

Следовательно, разность между частной производ-

ной по x  z -компоненты уравнения (2.4) 

( )

( )
( ) ,

z

zv
p v Rp t

x t x z x x
 
     

   
     

 

и частной производной по z  x -компоненты того 

же уравнения  

( )

( )
,

x

xv
p v

z t z x z

    
  

    
 

дает: 

( ) ,Rp t
t x

 
 

 
   

 
 (2.6) 

а уравнение (2.5) принимает вид: 

.
 


 

  
 

s
t x

 (2.7) 

Рассмотрим случай фиксированной температу-

ры на границах: 

0 1

0 1

0,

0.

 

 

 

 

 

 

z z

z z

 

С данными граничными условиями уравнения 

(2.6)–(2.7) имеют решения в следующей форме: 

 

 

sin sin ,

cos sin .

 

 

 

 

t kx z

t kx z
 (2.8) 

Временная эволюция «амплитуд» ( ) t  и ( ) t  

определяется системой обыкновенных дифферен-

циальных уравнений, которые действуют и в слу-

чае зависимости гравитационного ускорения от 

времени 0
( ) ( ) Rp t Rp t  [5–7]: 

0

11 11

( ) ,


      
kRpd k

t
dt D D

 (2.9) 

11
,

d
sk

dt
    D  (2.10) 

где 2 2

11
( ) ( ) nk mD ,   – амплитуда шума. Бу-

дем рассматривать быстро осциллирующий шум с 

коротким временем автокорреляции. В естествен-

ной математической идеализации для дельта-

коррелированного шума можно записать: 

0, ( ) ( ) 2 ( ),      t t t t  

где ...  означает усреднение по реализациям шу-

ма. Согласно центральной предельной теореме, 

дельта-коррелированный шум должен быть гаус-

совым (для других альфа-устойчивых шумов инте-

грал ( ) ( )   



 d t t  расходится). Для стоха-

стической системы уравнений (2.9)–(2.10) будем 

полагать интерпретацию Стратоновича. 

Шумовой сигнал ( ) t  включает в себя норми-

рованный дельта-коррелированный шум в безраз-

мерном времени. Проблема вычисления   должна 

быть деликатно решена для дельта-коррелирован-

ных шумов [8]. Учитывая определение Rp , можно 

обнаружить, что модельный сигнал ( ) t  в без-

размерном времени t  заменяет исходный 
2

dim
( ) / ( )g t AH K b  , где dim

( )g t  – флуктуирую-

щая часть ускорения свободного падения в исход-

ном размерном времени dim
t  дельта-коррелирован-

ный шум ( ) t  определяется его диффузией, 

которая должна быть идентична диффузии, гене-

рируемой исходным вещественным случайным 

процессом с dim
( )g t : 

2
2

2

dim dim dim dim dim
,2 ( ) ( )

AH K
t g t g t t dt t

b










  
    

   
  

c 2

dim
( / )t H t . В этом случае 

3

dim dim dim dim3/2

0

( ) ( ) .
AH K

g t g t t dt
b








    (2.11) 

Если, например, представить 
dim dim

( ) ( ) 
g

g t t  с 

помощью модельного дельта-коррелированного 

шума dim
( ) t  в исходном размерном времени dim

t , 

иными словами dim dim dim dim
( ) ( ) 2 ( )t t t t       , то 

последнее уравнение даст 

3

3/2
.

g
AH K

b

 



  (2.12) 

Материальный параметр системы   пропорци-

онален квадрату отношения размера поры к тол-

щине слоя (
2

/ K H  и проницаемость пористой 

среды K  пропорциональна квадрату размера по-

ры) и является малой величиной. Для песка   

может быть на порядок выше, чем у жидкости, и 
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на два порядка выше, чем у воздуха, что приводит 

к соотношениям / ~ 1   и 2
~ 10  соответственно. 

Даже последнее соотношение ( 2
~ 10 ) не может 

компенсировать малость величины 2
/K H  и сде-

лать параметр   немалым. Тем не менее, быстрые 

колебания случайной величины ( ) t  не позволяют 

отбросить член с временной производной в урав-

нении (2.9). Это тем более недопустимо для идеа-

лизации дельта-коррелированного шума, для кото-

рой в подобных случаях разработана специальная 

техника адиабатического исключения быстрой пе-

ременной [8]. В настоящей работе сначала будет 

получен результат при 0  , а затем рассмотрен 

предельный случай 0  , где это математически 

допустимо. 

Также будет полезным вспомнить свойства 

устойчивости системы без шума ( 0  ) для урав-

нений (2.9)–(2.10) [4, 9–10]: при подогреве сверху 

( 1 s ) все возмущения монотонно затухают, а 

при подогреве снизу ( 1 s ) возмущения с волно-

вым числом k  монотонно нарастают при превы-

шении порогового значения 2 2

*
( ) /Rp k kD . Для 

бесконечного слоя критическое значение: 

2
4 ,

cr
Rp  

где возмущения с волновым числом ( 0)  
cr

k  

находятся на границе устойчивости. 

3. Стохастическое параметрическое 

возбуждение 

В данном разделе приводится базовый матема-

тический аппарат для описания явления стохасти-

ческого параметрического возбуждение в линей-

ных системах [3, 11–13]. Для системы линейных 

стохастических дифференциальных уравнений 

1 1

( ) , 1,..., ,
N N

j jn n jn n

n n

d
x L x t G x j N

dt


 

     (3.1) 

записанной в интерпретации Стратоновича, дина-

мика средних подчиняется следующей системе 

уравнений: 

 2 2

1

.
N

j jn n njn
n n

d
x L x x

dt




   G  (3.2) 

Матрица 
2

G  может существенно изменить соб-

ственные значения задачи и создать экспоненци-

альный рост средних полей систем там, где в от-

сутствии шума колебания постоянны или 

затухают. Данный эффект может быть интерпре-

тирован как дрейф Стратоновича для энергопо-

добных функционалов, однако он не связан с явле-

нием резонанса: ни с детерминированным 

(параметрическим) [14–15], ни со стохастическим 

[16–19]. 

4. Стохастическое параметрическое 

возбуждение тепловой конвекции 

Приводя систему уравнений (2.9)–(2.10) к виду 

(3.1), получаем следующие матрицы G  и L : 

0

1111

11

1
0

, .

0 0

L G

kRp k

sk

 

   
   

 
   

     

DD

D

 (4.1) 

Из данного вида матрицы G  можно вычис-

лить, что 2
0G  . Следовательно, на динамику 

средних значений, заданную уравнением (3.2), па-

раметрический шум не влияет: 

0

11

1
,

 
     

kRpd

dt D
 (4.2) 

11
.

d
sk

dt
    D  (4.3) 

Однако это не означает отсутствие влияния 

шума на конвективную устойчивость. К примеру, 

если шум вызывает колебания со случайными 

сдвигами фазы колебаний и эти сдвиги стремятся к 

равномерному распределению, то сумма всех ре-

шений для множества реализаций шума может 

быть мала из-за симметрии. Такая сумма даёт 

среднее по реализациям шума значение, которое 

может быть мало для достаточно интенсивных 

складываемых течений [2, 13]. 

Далее будем использовать более репрезентатив-

ные переменные для описания конвективного дви-

жения. Обоснованными являются такие перемен-

ные, как 
2

  и 
2

 , которые не будут 

стремиться к нулю из-за симметричного распреде-

ления незатухающих конвективных движений. Ра-

нее такой подход был продемонстрирован для 

описания стохастического параметрического воз-

буждения гармонического осциллятора [13], оцен-

ки свободной энергии в одномерной модели Изин-

га [20] и показателя локализации конвективных 

структур, возбуждаемых при стационарном про-

странственном параметрическом беспорядке [21, 

22]. Из уравнений (2.9)–(2.10) можно вывести за-

мкнутую систему уравнений для 2
 ,   и 

2
  

вида (3.1): 

2 2 0

11 11

22 2
,




  
      

kRpd k

dt D D
 (4.4) 

  2

11

2 20

11 11

1

,

d
sk

dt

kRp k






 

 
       

 

   

D

D D

 (4.5) 

2 2

11
2 2 .    

d
sk

dt
D  (4.6) 
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Данная система соответствует виду (3.1) с 
2 2

{ , , }x      и матрицами: 

0

11

0

11

11

11

22
0

1
,

0 2 2

L

 

 

 
 
 
 

   
 
 
 
 

kRp

kRp
sk

sk

D

D
D

D

 (4.7) 

11

11

2
0 0

0 0 ,

0 0 0

G





 
 
 
 

  
 
 
 
 

k

k

D

D
 (4.8) 

2

2 2

11

2

2
0 0

0 0 0 .

0 0 0

G



 
 
 
 
 
 
 
 

k

D

 

Таким образом, используя уравнение (3.2), по-

лучаем: 

2 2 0

11

2 2

2

2 2

11

22

2
,

kRpd

dt

k

 





     

 

D

D

 (4.9) 

2

11

20

11

1

,

d
sk

dt

kRa





 
       

 

 

D

D

 (4.10) 

2 2

11
2 2 .    

d
sk

dt
D  (4.11) 

Спектр инкрементов экспоненциального роста 

1 2 3
     собственных векторов 

2 2
{ , , }


     

t
e  

системы уравнений (4.9)–(4.11) вычисляется из 

следующей задачи на собственные значения: 

   

2 2

0

2 2
211 11

0

11

11 2

11

22 2

1
0.

0 2 2

kRp k

kRp
sk

sk




  


 



 
  

   
    

       
   

     
 
 
 

D D

D
D

D

 (4.12) 

Характеристическое уравнение для задачи (4.12) 

имеет вид: 

 
 

3 2

11

2

2 011

112

11

2 4
11 2 2

11 02 2 2

11 11

1
3

482
2

4 1 4
0.

sk Rp

k
sk Rp

 



 

 

 

 
   

 

 
     
 


   

D

D
D

D

D
D

D D

 (4.13) 

Стоит отметить, что система уравнений (4.4)–

(4.6) определена в фазовом пространстве { , , }X S Y  

(где 2
 X ,  S , 2

 Y ), которое является 

расширением исходного физического простран-

ства переменных   и  . Таким образом, не все 

формальные решения системы (4.9)–(4.11) имеют 

физический смысл. В частности, если иметь дело с 

задачей с начальными условиями, то начальным 

состоянием, усредненным по реализациям шума, 

является просто начальное состояние системы. То 

есть начальные условия должны удовлетворять со-

отношению: 

 
2

2 2

0 0 0
.

t t t  
     

В процессе эволюции средние значения могут от-

клоняться от данного соотношения, но решение 

все равно должно удовлетворять некоторым усло-

виям. А именно: 

2 2
0, 0.     (4.14) 

Кроме того, имеем ограничение на  . Так 

как 2
( ) 0   для всех действительных  , то, 

усредняя это выражение, получаем:  

2 2 2
2 0.        

Последнее неравенство справедливо для всех дей-

ствительных значений  , если соответствующее 

квадратное уравнение для   не имеет веществен-

ных корней или пару совпадающих, то есть: 

2 2 2
,     (4.15) 

что также известно как неравенство Коши–

Буняковского (неравенство Коши–Шварца). В 

частности, условие (4.14) означает, что физически 

осмысленное решение системы (4.9)–(4.11) с 

наибольшей скоростью роста не может быть коле-

бательным. Наблюдаемая физическая неустойчи-

вость квадратов полей должна быть строго моно-

тонной. 

Кубическое уравнение (4.13) может быть запи-

сано в форме 1 2 3
( )( )( )        ; следователь-

но, слагаемое при нулевой степени   полинома 

(4.13) равно 1 2 3
   : 



18 Э. В. Пермякова, Д. С. Голдобин, И. В. Тюлькина 

 
 

2 4
11 2 2

1 2 3 11 02 2 2

11 11

4 14
.

k
sk Rp


  

 


  

D
D

D D
 

Там, где ведущее значение 1
  является действи-

тельным и переходит из отрицательных значений в 

положительные, значения 2
  и 3

  оба отрица-

тельны или *

2 3
   – в любом случае, 2 3

0   . 

Следовательно, условие существования монотонно 

растущей моды: 

  2
11 112 2 11

* 02 2

1
( ) .k sRp

k k


 

  
   

 

D D D
 (4.16) 

Физически осмысленная мода должна подчи-

няться условиям (4.14) и (4.15). Из (4.12) для 0   

можем получить соотношение:  

 

2 2 2

2 211 *

2 2

11 11

,
1

k

k



 

 
      

D

D D
 

которое никогда не нарушает (4.14), и соотноше-

ние: 

2

11
,sk    D  

которое даёт: 

 

2 2

2

2 4

*

4

11 11

.

1
1

k

 

 
 


D D

 

Последнее всегда удовлетворяет условию (4.15). 

Таким образом, растущее решение, возникающее 

при критическом значении *
 , всегда имеет физи-

ческий смысл. 

4.1.Задача с начальными условиями и 

ведущее собственное решение 

Проверим, может ли траектория системы, 

осреднённая по реализациям шума и имеющая 

начальное состояние 0 0
{ , }  , содержать ведущее 

формальное собственное решение задачи (4.12), 

хотя бы на пороге неустойчивости. Для 0   ре-

шением эрмитово-сопряжённой задачи (4.12) явля-

ется: 

 

2 2

*

2

11 11

1
{ , , } , 2 , .

1

k
X S Y k s

k




 

  
  

  
  D D

 

Для начального состояния системы 0 0
{ , }  , 

начальным состоянием задачи (4.4)–(4.6) является 
2 2

0 0 0 0
{ , , }    . Разложение данного начального 

состояния по базису собственных векторов задачи 

(4.12) не содержит в себе ведущий собственный 

вектор, если 

2 2

0 0 0 0
{ , , } { , , } 0.X S Y

  
       

Последнее уравнение может быть переписано сле-

дующим образом: 

 

2 2 2

2*

0 0 02

11 11

0.
1

ks
k

k






 
      

  D D
 

Оно допускает только тривиальное решение 

0 0
0    . Таким образом, все начальные со-

стояния системы содержат ненулевую компоненту 

ведущей формальной моды, и рост этой моды 

определяет рост траекторий физической системы с 

шумом. 

4.2.Порог стохастического возбуждения 

Минимизируя *
  по k  для 0  , можно 

найти критическое значение cr
k , соответствующее 

самым опасным конвективным структурам, и по-

роговую амплитуду шума cr
  как функцию 0

Rp . 

Ниже порога конвективной неустойчивости систе-

мы без модуляции, 

2

0
4 ,

cr
sRp Rp    

зависимость *
( )k  имеет единственный локаль-

ный экстремум. Зависимость предельной амплиту-

ды шума от 0
sRp  может быть представлена в па-

раметрической форме: 

   
3

2 2 2 2

2

2 4
,

cr cr

cr

cr

k k

k

 




 
  (4.17) 

   
2

2 2 2 2

0 2 2

2
,

cr cr

cr

k k
sRp

k

 



 
  (4.18) 

где cr
k  . С помощью этих уравнений можно 

найти асимптотические выражения, справедливые 

при 0
sRp    (или 2 1/4

0
( ) 1

cr
k sRp  ): 

0

0

1
1 ,

5 4 /
cr cr

cr

Rp sRp
sRp Rp


 

   
  

 (4.19) 

2 2 05 4 .
cr

cr

sRp
k

Rp
   

Критические значения (4.17)–(4.18) и асимптоти-

ческая зависимость (4.19) проиллюстрированы на 

рис.1. Стоит отметить, что асимптотический закон 

оказывается достаточно точным не только при 

0
sRp   , но и во всём диапазоне параметров, 

где система без шума конвективно устойчива. 

Можно видеть, что конвективная неустойчи-

вость возможна как при подогреве снизу ( 1s   ), 

так и при подогреве сверху ( 1s   ). Напомним, что 

нагрев сверху в детерминированных системах ока-
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зывает исключительно стабилизирующее влияние. В 

нашем же случае, увеличение абсолютного значения 

числа Рэлея–Дарси (увеличение интенсивности по-

догрева) приводит к медленному росту порога сто-

хастического возбуждения, 
0cr

sRp    (см. 

уравнение (4.19)). В условиях пониженной грави-

тации стохастическое возбуждение также эффек-

тивно, согласно (4.18): 

0 0
2 ,

cr Rp
k 


  

и согласно (4.17): 

0 0

3 3
.

2
cr Rp

 

  (4.20) 

      
s Rp/Rpcr











 c
r

      
s Rp/Rpcr







k c
r/


 

Рис. 1. Сплошные кривые – порог стохасти-

ческого параметрического возбуждения cr
  

(верхняя панель) и критическое волновое чис-

ло cr
k  (нижняя панель) для тепловой конвек-

ции жидкости, насыщающей бесконечный 

слой пористой среды; штрихпунктирные 

кривые – асимптотическое решение (4.19) 

для 0
sRp    

4.3.Предельные случаи сильного нагрева 

сверху и условия низкой гравитации 

Для выяснения предельных случаев (I) сильно-

го нагрева сверху и (II) низкой гравитации необхо-

димо провести анализ в размерных величинах. 

Подставляя (4.19) в (2.12), получаем для случая 

сильного нагрева сверху: 

0

2

0

3
,

g cr
sRp

g b

TH K








 (4.21) 

где A H T   и T  – разница температур по тол-

щине слоя. Подставляя (4.20) в (2.12), получаем 

для условий низкой гравитации: 

0

3/2

20

3 3
.

2
g cr

Rp

b

TH K

 






 (4.22) 

Согласно (4.21), при сильном нагреве сверху 

критическая интенсивность шума ниже при боль-

шей неоднородности плотности по слою T  и 

большей толщине слоя. Базовое ускорение свобод-

ного падения 0
g  увеличивает порог неустойчиво-

сти, но это увеличение происходит медленнее, чем 

линейное, 1/2

cr 0g
g  .  

В (4.21) диссипативное сопротивление возбуж-

дению, обусловленное вязкостью и теплопровод-

ностью, представлено комбинированной мерой 
1/2

( / )K  . Оба механизма диссипации должны 

быть немалыми, чтобы противодействовать стоха-

стическому возбуждению конвективной неустой-

чивости; если хотя бы один из   и ( / )K  стре-

мится к 0, порог 
g

  становится малым. В этом 

отношении данный случай существенно отличает-

ся от случая конвекции свободной жидкости (без 

пористой среды) [3], где 1/2

cr
( )

g
    , и исчез-

новение одного из двух механизмов диссипации не 

приводит к сингулярному снижению порога.  

Согласно (4.22), в условиях низкой гравитации 

постоянная составляющая остаточного ускорения 

силы тяжести 0
g  не влияет на ведущий порядок. 

Критическая интенсивность шума ниже при боль-

шей неоднородности плотности T  и более тол-

стом слое. Диссипативное сопротивление возбуж-

дению за счёт вязкости и теплопроводности 

представлено комбинированной мерой 3/2
/ K  . 

Эта мера становится малой, что приводит к низко-

му порогу стохастической неустойчивости, если 

один из двух механизмов диссипации, вязкость или 

теплопроводность, ослабевает. 

5. Теплопередача: число Нуссельта 

Безразмерный теплообмен через границы слоёв 

характеризуется числом Нуссельта, которое, как 

известно, квадратично зависит от амплитуды тока 

вблизи порога неустойчивости [23–25]. Следова-

тельно, теплообмен через слой может быть охарак-

теризован только в рамках нелинейной задачи. Си-

стема уравнений (2.1)–(2.3) без линеаризации дает 

нелинейную версию уравнений (2.6)–(2.7): 
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Rp ,
t x


  
 

  
 

 (5.1) 

( , ) ,J s
t x

 
  

 
  

 
 (5.2) 

где Якобиан 

( , ) .
f g f g

J f g
x z z x

   
 
   

 

5.1.Слабо нелинейная динамика 

Исходная нелинейная система уравнений (5.1)–

(5.2) может быть спроецирована в пространство 

Фурье 

1 1

( )sin sin ,
nm

n m

t nkx m z 
 

 

   (5.3) 

0 1

( ) cos sin ,
nm

n m

t nkx m z 
 

 

   (5.4) 

и сохранятся только члены, отвечающие геометрии 

задачи, симметрии уравнений и граничным усло-

виям. Очевидно, что 0
nm

   для 0n   или 0m  , 

и 0
nm

   для 1n    или 0m  . Заметим также, 

что разложение с этой комбинацией основных 

функций x  соответствует случаю прямоугольной 

ячейки с непроницаемыми теплоизолирующими 

боковыми границами. Для бесконечного слоя раз-

ложение (5.3)–(5.4) позволяет изучать нелинейные 

режимы монотонной неустойчивости под влияни-

ем модуляции, но не режимы бегущих волн, кото-

рые не обязательно имеют вертикальные границы 

конвективных ячеек и подчиняются геометриче-

скому ограничению, накладываемому членами 

sin nkx  и cos nkx  в ( , , )x z t  и ( , , )x z t  соответ-

ственно. Однако в пористых средах режимы бегу-

щих волн наблюдаются только при большой 

надкритичности [4], тогда как нас интересуют ре-

жимы ниже и умеренно выше порога неустойчиво-

сти системы без модуляции. 

В Фурье-пространстве система нелинейных 

уравнений (5.1)–(5.2) имеет вид: 

R
,

p
nm nm nm

nm

nk
      (5.5) 

P ( , ).nmnm nm nm nm
snk J         (5.6) 

На непроницаемой границе нормальная состав-

ляющая скорости течения 
( )

0
z

v  , а безразмерный 

тепловой поток  

0 0
( ) (1 ) | .|

Q z z
J sz s s

z z
 

 

 
     

 
 

Следовательно, число Нуссельта: 

0

1 .
z

Nu s
z






 


 (5.7) 

Уравнение (2.8) определяет форму линейного ре-

шения ведущего порядка: 

1 1
( ) sin sin ., ( ) cos sint kx z t kx z        

Было установлено, что среднее значение стре-

мится к нулю в интересующем нас диапазоне па-

раметров; следовательно, необходима ведущая не-

линейная поправка 2 2
{ , }  . Более того, если Nu  

усредняется по граничной области, 1
cos kx   

также вносит нулевой вклад. 

Для 2 2
{ , }   система уравнений (5.1)–(5.2) даёт 

2

2 2
Rp ,

t x


  


  

 
 (5.8) 

2 2

1 1 2
( , ) ,J s

t x

 
  

 
  

 
 (5.9) 

где 1 1
( , ) ( / 2) ( ) ( ) sin 2J k t t z       . Следова-

тельно  

2 2 02 02
{ , } { ( ), ( )}sin 2 ,t t z      (5.10) 

а уравнения (5.5) и (5.6) становятся не только вза-

имно независимыми, но и член с ( )t  (в Rp ) вы-

падает: 

02

02
,

d

dt



   (5.11) 
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02
4 .

2

d k

dt





      (5.12) 

Согласно (5.11), поток 02
  всегда затухает; урав-

нение (5.12) можно усреднить по реализациям шу-

ма: 

2

02 02
4 .

2

d k

dt


         (5.13) 

Для 
t

e


   рассматриваем 
02

t
e


    и 
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02 2 2

2
,

2 44 4

k
s

 

   


      

 
 

где использовано уравнение (4.11). 

Подставляя температурное поле из (5.10) в вы-

ражение (5.7), получаем 

02

2 2 2

2

2

2 2 2

2

2

1 2

2( )
1

2 4

.
2( )

1 [ (0)]
2 4

t

Nu s

k

k
e




  

 

  

 

    

 
    



 
  



 (5.14) 
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Здесь не рассматривается нелинейное насыщение 

роста возмущения. Для статистически стационар-

ного состояния, где нелинейные члены препят-

ствуют дальнейшему экспоненциальному росту 

конвективных потоков, недостаточно просто по-

ложить 0   в уравнении (5.14), чтобы отразить 

тот факт, что 2
( / ) 0d dt     в (4.11) и 

02
( / ) 0d dt     в (5.13), требуется более деталь-

ное рассмотрение. 

Таким образом, скорость экспоненциального 

роста 
2

  , которая исследовалась в предыдущих 

разделах, определяет возбуждение конвективного 

переноса тепла, которое является важной наблю-

даемой величиной для тепловой конвекции. Эта 

наблюдаемая величина также играет решающую 

роль в сложных системах, включающих элементы 

теплопередачи/изоляции. 

6. Заключение 

В данной работе сформулирована математиче-

ская модель стохастического параметрического 

возбуждения тепловой конвекции в пористых сре-

дах при случайной модуляции силы тяжести.  

Получены уравнения стохастической динамики 

для амплитуд малых возмущений полей темпера-

туры и функции тока. На их основе выведены 

условия роста среднеквадратичных значений, ко-

торые использованы как критерий возбуждения 

конвективных движений (разделы 4.2, 4.3, рис. 1). 

Обнаружено влияние стохастической модуля-

ции на тепловой поток, характеризуемый числом 

Нуссельта. Показано, что порог стохастического 

возбуждения вторых моментов определяет порог 

возбуждения конвективного теплопереноса, что 

оправдывает интерес именно к ним в разделах 4.2, 

4.3. При подогреве сверху (стабилизирующем в 

детерминированном случае) наблюдается дестаби-

лизация системы случайными вибрациями. 

Установлено, что критическая интенсивность 

шума зависит от неоднородности плотности по 

слою и толщины слоя. 

Определено, что диссипативное сопротивление 

возбуждению, обусловленное вязкостью и тепло-

проводностью, представлено комплексом χ(ν/K)1/2, 

который становится малым при ослаблении одного 

из механизмов диссипации, что приводит к сниже-

нию порога стохастической неустойчивости. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 

Минобрнауки РФ (тема № 124021600038-9). 
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