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В слабопроводящей жидкости в переменном электрическом поле плоского горизонтального 

конденсатора изучены субгармонические режимы электроконвекции. Рассмотрен случай неве-

сомости в неизотермической жидкости. Исследование проведено в рамках электрогидроди-

намического приближения в случае электрокондуктивного механизма зарядообразования. 

На основе маломодовой модели электроконвекции с применением сечений Пуанкаре и 

Фурье-анализа на диаграмме частота модуляции – электрическое число Рэлея определены 

границы областей существования различных динамических режимов. Результаты исследо-

ваний для некоторого набора частот были опубликованы ранее. Новым результатом являет-

ся обнаружение и исследование субгармонических режимов конвекции. В работе исследо-

ван характер отклика конвективной системы на внешнее воздействие в различных 

субгармонических областях. Определены сценарии перехода к хаосу для нового интервала 

значений управляющих параметров.  
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We have studied subharmonic regimes of electroconvection in a weakly conductive liquid subject-

ed to an alternating electric field in a horizontal parallel-plate capacitor. The analysis was carried 

out under conditions of weightlessness in a non-isothermal liquid, within the framework of the 

electrohydrodynamic approximation, in the case of an electroconductive mechanism of charge for-

mation. Based on a low-mode model of electroconvection, using Poincaré sections and Fourier 

analysis on the modulation frequency – electric Rayleigh number diagram, we determined the 

boundaries of the regions of existence of various dynamic regimes. The results of studies for a spe-

cific set of frequencies have been published previously. The new result is the discovery and study 

of subharmonic convection regimes. The paper investigates the response of the convective system 

to external action in various subharmonic regions. Scenarios of transition to chaos for a new range 

of control parameter values were determined. 
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1. Введение 

Исследование нелинейных динамических си-

стем остается ключевым направлением в приклад-

ной математике, теоретической физике и инже-

нерных науках [1, 2]. Одной из особенно сложных 

и интересных задач является анализ осциллирую-

щих и хаотических режимов течений жидкостей, 

которые имеют широкий спектр приложений в 

различных областях. Нелинейность, чувствитель-

ность к начальным условиям, наличие резонанс-

ных и субгармонических откликов, а также воз-

никновение детерминированного хаоса 

обуславливают необходимость применения специ-

ализированных моделей и инструментов анализа. 

Для анализа свойств различных режимов тече-

ний жидкости с успехом применяются модифици-

рованные модели Лоренца. В данной работе на ба-

зе одной из таких моделей для случая переменного 

электрического поля [3–5] проведено исследова-

ние параметрической электроконвекции неизотер-

мической слабопроводящей жидкости. Рассматри-

вается только электрокондуктивный механизм [6], 

приводящий к возникновению зарядов в объёме 

жидкости из-за температурной зависимости элек-

тропроводности, что может запускать неустойчи-

вости даже при отсутствии внешнего поля. Он 

особенно проявляется в технически значимых 

жидкостях, таких как трансформаторные масла. 

Электрогидродинамические процессы, происхо-

дящие при этом, имеют сложную природу и не до 

конца изучены [7–10]. 

Настоящее исследование продолжает работы 

[3–5]. Полученные результаты позволят выявить 

области устойчивой синхронизации, оценить 

устойчивость и управляемость режимов, а также 

расширят понимание нелинейной динамики в 

электрогидродинамических системах. 

2. Постановка задачи 
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Рис. 1. Горизонтальный слой. Геометрия зада-

чи и оси координат  

Рассмотрим плоский горизонтальный слой вяз-

кой несжимаемой слабопроводящей жидкости в 

переменном электрическом поле в отсутствие гра-

витационного поля (рис. 1). Ось x направлена 

вдоль нижней границы слоя, ось z – перпендику-

лярна границам слоя. Идеально тепло- и электро-

проводные  границы конденсатора расположены в 

z = 0, h (h  толщина слоя), нагреты до разной 

температуры T(0)=, T(h)=0 (Θ – характерная раз-

ность температур). 

Случай  > 0 соответствует нагреву снизу. 

Слой находится в переменном электрическом по-

ле, которое направлено вдоль оси z перпендику-

лярно границам. Потенциал поля верхней границы 

равен нулю, потенциал нижней – изменяется со 

временем по гармоническому закону: 

 (0) cosU t   . Здесь U  амплитуда напряже-

ния, =2/tf   частота, 
f

t   период модуляции.  

Сила, определяющая действие на жидкость со 

стороны электрического поля, является кулонов-

ской: 

e e
f E ,                      (2.1) 

здесь E  напряжённость электрического поля, 

e
   свободный заряд единицы объёма. Диэлек-

трическая проницаемость  считается постоянной. 

Используем электрогидродинамическое при-

ближение, когда магнитные эффекты малы по 

сравнению с электрическими [6]. Напряжение в 

конденсаторе мало, поэтому инжекция не рассмат-

ривается. 

Будем пренебрегать поверхностной электриза-

цией жидкости. Будем использовать омическую 

модель проводимости, которая обычно реализует-

ся в плоских конденсаторах при достаточно боль-

шом межэлектродном расстоянии d   1 см и срав-

нительно небольших напряжённостях поля 

E = 1 кВ/см. 

Не учитываем в уравнении теплопроводности 

вязкую диссипацию и джоулев разогрев. В этом 

случае уравнения электроконвекции жидкого ди-

электрика имеют вид: 

( )
e

v
v v p v E

t


  



 
       

 
, 

( )
T

v T T
t





    , 

div 0v  ,             (2.2) 

div( ) ( ) 0e

e
E v

t


 


   


, 

0
div( )

e
E  , E   , 0

(1 )T    . 

Здесь v , p, T  поля скорости, давления и тем-

пературы,    проводимость жидкости,    по-

тенциал электрического поля,   динамическая 

вязкость,   – плотность жидкости,
 

,  ,    

коэффициенты температуропроводности, теплово-

го расширения жидкости и температурный коэф-

фициент проводимости, 0
 – электрическая посто-
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янная. Электропроводность жидкости линейно за-

висит от температуры. 

Обезразмерим в уравнениях переменные на ос-

нове масштабов: расстояния  h, времени  h2/, 

скорости  /h, температуры  , давления  

/h2, потенциала U, напряжённости поля  U/h, 

плотности заряда  2

0
/U h . Тогда уравнения 

электротермической конвекции жидких диэлек-

триков примут вид: 

 
1

R
Pr

e

v
v v p v E

t



      


, 

 Pr
T

v T T
t


   


, 

div 0v  ,           (2.3) 

e

1 1
div( ) ( ) 0

Pr Pr

e

e
E v

t


 


   


, 

div
e

E  , E   ,   

1 S T   ,  (0, 0,1)  . 

Система уравнений (2.3) содержит следующие 

безразмерные параметры: 2

0
R U     элек-

трический аналог числа Галилея, Pr = /   чис-

ло Прандтля, 2

e 0 0 0
Pr / /

эл гд
h         элек-

трическое число Прандтля, характеризующее 

отношение времени релаксации заряда в системе и 

гидродинамического времени системы,  

 = h2/,   безразмерная частота модуляции 

электрического поля, S     параметр, харак-

теризующий неоднородности электропроводности 

жидкости. При малом значении этого параметра 

можно использовать безындукционное приближе-

ние, когда учитывается только внешнее электриче-

ское поле. 

Изменением числа ионов в уравнении для заря-

да за счёт диффузии пренебрегаем, поскольку в 

нашем случае характерные времена диффузии 

ионов превышают времена релаксации свободных 

зарядов в поле. Время релаксации заряда, диффу-

зионное и гидродинамическое времена можно 

оценить согласно выражениям 0 0эл
   , 

2

0диф
h D  , 2

0гд
h    ( 0

D
 

– коэффициент 

диффузии заряженных частиц, ионов). 

Для оценки используем характерные для сла-

бопроводящей жидкости значения парамет-

ров [11]: 2.2  , 11
2.54 10 См м 

  , 

10 2

0
10 м cD


 , 0.01мh  , 6 2

0
10 м c   

   

(кинематическая вязкость – отношение динамиче-

ской вязкости к плотности жидкости). Тогда 

1
эл

   с, 6
10

диф
   с, 2

10
гд
   с. Таким образом, 

эл диф
  , т. е. диффузионными процессами мож-

но пренебречь, поскольку эволюция конвективных 

структур за счёт них проявляется только на време-

нах на шесть порядков больших времени эл
 . 

Размерная циклическая частота  выражается 

через безразмерную частоту  следующим обра-

зом:  = / гд
 ,  или размерная линейная частота 

разм
  – через безразмерную частоту 

безразм
 : 

разм безразм гд
   . В задаче используются значения 

8
безразм

  , с учётом оценки гидродинамического 

времени  размерная частота 0.1
разм

   Гц. 

3. Маломодовая модель  

электротермической конвекции 

Представим поля скорости, температуры, дав-

ления и плотности заряда в виде: v , 0
T T   , 

0
p p p  , 0e e e

      (штрихи означают от-

клонения величин от равновесных значений, далее 

штрихи опускаем,   – это возмущение темпера-

туры). Равновесные величины найдены в [3–5]. 

В случае e
Pr  = 0, который соответствует слу-

чаю мгновенной релаксации электрического заря-

да, можно исключить плотность свободных заря-

дов e из системы (2.3).  

Задача изотропна в плоскости слоя, поэтому 

ограничимся рассмотрением плоских возмущений: 

 ,0,v u w , где u, w – горизонтальная и верти-

кальная компоненты скорости. В этом случае 

можно ввести функцию тока: 

w
x





, u

z


 


,        (3.1) 

после чего уравнения, описывающие электротер-

мическую конвекцию слабопроводящей жидкости, 

примут вид 

2

2

2

σ

1

Pr

Ra cos ,

t x z z x

t
x z

 
   




     
        

     




 

 

Pr
t x z z x x

     


     
    

     
,       (3.2) 

σ
Ra RS

 . 

Здесь
 σ

Ra – электрический аналог числа Рэлея. 

Как правило,   ~ 10−2  град−1, поэтому в обычных 

условиях при умеренном нагреве ( ~10 град) 
1

10S 


   . Теоретические исследования 

электротермической конвекции в постоянных по-

лях, использующие условие 1   , находятся в 

хорошем согласии с экспериментом. Учитывая ха-

рактерные плотности слабопроводящих жидкостей 

900 кг/м3 и вышеприведённую кинематическую 

вязкость 6 2
10 м c

 , можно оценить динамическую 
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вязкость как  
3

10 Па с 
  . Коэффициент темпе-

ратуропроводности 8 2
10 м c 

 . Тогда оценка 

числа Галилея даёт значение: 
2

R 2U  ; при 

напряжении до 1 кВ: 6
R 2 10   . Тогда 

5

σ
Ra R 2 10S

   . 

В случае свободных недеформируемых иде-

ально теплопроводных границ слоя граничные 

условия для функции тока и возмущения темпера-

туры запишутся в виде 

0, 1z  : 0     .        (3.3) 

Для решения системы уравнений (3.2) исполь-

зуем метод Галёркина и следующие аппроксима-

ции полей  и  , удовлетворяющие граничным 

условиям (3.3): 

1 2
( ( ) sin ( ) sin 2 ) sinA t z A t z kx    ,        (3.4) 

1 2
( ( ) sin ( ) sin 2 ) cos

( ) sin 2 .

B t z B t z kx

C t z

  



  


. 

Здесь k  волновое число, характеризующее пери-

одичность возмущений в плоскости слоя, 1
A (t), 

2
A (t), 1

B (t), 2
B (t), С(t) – амплитуды, зависящие от 

времени.  

Подставляя разложения (3.4) в систему (3.2), 

после ортогонализации получаем систему пяти 

обыкновенных дифференциальных уравнений для 

амплитуд 1
A , 2

A , 1
B , 2

B  и С. 

Перемасштабируем все переменные: 

k k , 
2 2

Pr

(1 )
t t

k



,  

2

1

2(1 )k
A X

k


 , 

2

2

2 (1 )k
A V

k

 
 , 

1

2
B Y


 ,                                           (3.5) 

2
2B W , 

Z
C


 ,    

и после преобразований получим пятимодовую 

модель электротермической конвекции: 

2
Pr( ecos 2 )X X tV   , 

Y Y X XZ    , 

bZ Z XY   ,         (3.6) 

2
Pr(d (e/d)cos 2 )V V tY   , 

dW W X   . 

Здесь циклическая частота представлена через 

линейную частоту 2   и введены новые па-

раметры: 

σ

σ0

Ra
e =

Ra
, 

4 2 3

σ0 2

3 (1 )
Ra

8

k

k

 
 , 

2

4
b

1 k



, 

2

2

4
d

1

k

k





,           (3.7)  

где b, d – геометрические параметры. Динамиче-

ская система (3.6) является обобщением маломо-

довой модели Лоренца [1] на случай электротер-

мической конвекции.  

4. Результаты и обсуждение 

Пятимодовая модель (3.6) решалась методом 

Рунге–Кутты–Фельберга 4–5 порядка с 

адаптивным шагом. Для интегрирования 

дифференциальных уравнений в качестве 

начальных условий брались либо малые значения 

амплитуд, либо осуществлялась процедура 

продолжения по параметру. В этом случае для 

некоторого значения параметра e при 

интегрировании по времени в качестве начальных 

данных использовались значения переменных, 

полученные в конце интегрирования при 

предыдущем значении параметра.  

Для анализа решений применялся Фурье 

анализ. Для отрисовки карты режимов 

электроконвекции использовались следующие 

методы: сечение Пуанкаре, являющееся 

дискретным методом в теории динамических 

систем, позволяющее изучать поведение 

траекторий периодических или квази- 

периодических систем с помощью их пересечений 

(причём фиксируются только точки, в которых 

траектории пересекают плоскость в одном 

направлении) с плоскостью в фазовом 

пространстве (вообще говоря, произвольной), 

называемой гиперплоскостью; отображение 

количества локальных максимумов в Фурье-

спектре, находящихся на равных расстояниях. 

 Исследование проведено для числа Прандтля 

Pr = 100. Для этого значения найдено волновое 

число в минимуме нейтральной кривой [3]: 

k = 0.962. Для него b = 2.077, d = 2.56; σ0
Ra 281 . 

Вычисления проведены до e = 300, тогда 

σ
Ra = 84300 , что соответствует напряжению 

менее 1 кВ. 

Конвекция возникает колебательным образом. 

По мере удаления от границы устойчивости, 

благодаря нелинейному взаимодействию полей 

скорости и температуры, скорости и плотности 

заряда, квадратичной нелинейности в уравнениях 

(3.6), свойства режимов изменяются. 

В ранних исследованиях [3–5] были рассмот-

рены разные частоты внешнего электрического 

поля меньше трёх безразмерных единиц. В насто-

ящей работе рассмотрены частоты больше и при-

менён ранее не использовавшийся метод сечений 

Пуанкаре. 



Субгармонические режимы электроконвекции слабопроводящей жидкости… 

  

9 

По результатам исследований в области частот 

от 3 до 7.5 была построена динамическая карта 

режимов (рис. 2) с помощью Фурье-анализа при 

прямом продолжении по параметру e. Шаг по па-

раметрам: ∆e = 0.5 и ∆𝜈 = 0.01, время моделирова-

ния: 𝜏 = 100, отсекаемая длина переходного про-

цесса: 𝜏0 = 30 и шаг дискретизации: ∆𝜏 = 0.001. 

 
Рис. 2. Карта режимов электроконвекции 

Карта режимов электроконвекции на плоскости 

частота модуляции   амплитуда модуляции e 

представлена на рис. 2. На этой карте: I  область 

равновесия; II  область синхронных колебаний, в 

которой отклик системы содержит частоту внеш-

него поля и её высшие гармоники кратные нечёт-

ному числу внешней частоты; III  область суб-

гармонических режимов колебаний, в котором 

отношение собственных частот системы и внеш-

ней частоты выражаются дробью , где m и n  

натуральные числа, при этом ; IV  между 

синхронными и субгармоническими областями 

расположены области квазипериодических режи-

мов колебаний с двумя несоизмеримыми частота-

ми и комбинированными частотами; над ними 

сверху расположены области хаотических колеба-

ний.  

Выделены следующие основные типы нестаци-

онарных электроконвективных движений жидко-

сти: затухающие колебания, режим синхронных 

колебаний (рис. 3), различные субгармонические 

режимы (рис. 5, 7, 9, 11), квазипериодический ре-

жим (рис. 6, 8, 10, 12, 13) и хаос. На этих рисунках 

представлены график зависимости амплитуды X(t) 

от времени и его Фурье-спектр. Также можно обо-

значить два сценария перехода к хаосу через: пе-

ремежаемость (рис. 4) и квазипериодичность 

(рис. 13). На этих рисунках дополнительно приве-

ден график полученный непрерывным вейвлет-

преобразованием с синхросжатием спектра [2]. 

При возникновении перемежаемого хаоса проме-

жутки времени между последовательными всплес-

ками не повторяются, а оказываются случайными. 

Чем дальше система по параметрам от точки воз-

никновения перемежаемости, тем короче лами-

нарные стадии. 

Были обнаружены и изучены различные суб-

гармонические режимы колебаний: режим III(a) с 

отношением частот системы и внешней частоты 

n/4 (рис. 5), режим III(b) с отношением частот си-

стемы и внешней частоты 2n/3 (рис. 7), режим 

III(c) с отношением частот системы и внешней ча-

стоты (2n–1)/2 (рис. 9), режим III(d) с отношением 

частот системы и внешней частоты (2n–1)/3 

(рис. 11). 

 

Рис. 3. Область II. Синхронный режим при 

  = 3.07, е = 155. a  график зависимости ампли-

туды X от времени; b  Фурье-спектр 

 

Рис. 4. Перемежаемый хаос при  = 3.0701, е = 

155. a  график зависимости амплитуды X от 

времени; b  Фурье-спектр; c  график частот-

но-временного представления амплитуды X 

 

Рис. 5. Область III(a). Субгармонический режим 

с зависимостью   при  = 3.6, е = 155. a  гра-

фик зависимости амплитуды X от времени; b  

Фурье-спектр 
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Рис. 6. Квазипериодический режим при 

  = 3.613, е = 155. a  график зависимости ам-

плитуды X от времени; b  Фурье-спектр 

 

Рис. 7. Область III(b). Субгармонический режим 

с зависимостью 2n/3 при  = 4.08, е = 155. a  

график зависимости амплитуды X от времени; b 

 Фурье-спектр 

 

Рис. 8. Квазипериодический режим при 

  = 4.094, е = 155. a  график зависимости ам-

плитуды X от времени; b  Фурье-спектр 

 

Рис. 9. Область III(c). Субгармонический режим 

с зависимостью (2n–1)/2 при  = 5.68, е = 155. 

A  график зависимости амплитуды X от вре-

мени; b  Фурье-спектр 

 

Рис. 10. Квазипериодический режим при 

  = 5.695, е = 155. a  график зависимости ам-

плитуды X от времени; b  Фурье-спектр 

 

Рис. 11. Область III(d). Субгармонический ре-

жим с зависимостью (2n–1)/3 при  = 7.35, е = 

100. a  график зависимости амплитуды X от 

времени; b  Фурье-спектр 

 

Рис. 12. Квазипериодический режим при 

  = 7.353, е = 100. a  график зависимости ам-

плитуды X от времени; b  Фурье-спектр 

 
Рис. 13. Квазипериодический режим при  = 4.5, 

е = 202.5. a  график зависимости амплитуды X от 

времени; b  Фурье-спектр; c  график частотно-

временного представления амплитуды X 
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5. Заключение 

На основе пятимодовой модели обнаружены и 

изучены новые, ранее не наблюдавшиеся, субгар-

монические режимы электротермической конвек-

ции слабопроводящей жидкости при ранее не ис-

следованных частотах (больше трёх) переменного 

электрического поля горизонтального конденсато-

ра в невесомости. 

По совокупности выделены разные режимы: 

синхронный, субгармонические, квазипериодиче-

ский режимы и хаос. Обнаружено несколько но-

вых субгармонических режимов с необычными ча-

стотными закономерностями. Также были 

определены сценарии перехода к хаосу через: пе-

ремежаемость или квазипериодичность. 
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