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Работа посвящена изучению генерации среднего течения около искривленной поверхности 
раздела при наличии поверхностно-активного вещества. Исследование проведено на приме-
ре жидкой капли, взвешенной в жидкости отличной плотности. Течение жидкости внутри и 
снаружи капли создается внешним вибрационным полем. Рассмотрен случай малоаплитуд-
ных и высокочастотных вибраций. Обмен поверхностно-активным веществом между по-
верхностью капли и окружающей жидкости лимитируется процессом адсорбции-десорбции. 
Предполагалось, что поверхностно-активные вещества растворимы в окружающей жидко-
сти, но не растворимы в жидкости капли. Окружающая жидкость и жидкость в капле пред-
полагались несжимаемыми. Баланс нормальных и касательных напряжений на поверхности 
капли выполняется при условии, что толщина пленки адсорбированных ПАВ пренебрежимо 
мала. Задача решена в приближении, что форма капли в присутствии адсорбированных ПАВ 
не теряет сферической симметрии. С помощью метода сращиваемых асимптотических раз-
ложений получены выражения для скачков касательных скоростей и касательных напряже-
ний на внешних границах пограничных слоев, которые могут быть использованы в качестве 
эффективных граничных условий для течения во внешних по отношению к пограничным 
слоям областям. 
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The present work is devoted to the average flow generation near curved interface with a surfactant 
adsorbed on the surface layer. The investigation was carried out for a liquid drop embedded in a 
viscous liquid with a different density. The liquid flows inside and outside the drop are generated 
by small amplitude and high frequency vibrations. Surfactant exchange between the drop surface 
and the surrounding liquid is limited by the process of adsorption-desorption. It was assumed that 
the surfactants are soluble in the surrounding liquid, but not soluble in the liquid drop. Surrounding 
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liquid and the liquid in the drop are considered incompressible. Normal and shear viscous stresses 
balance at the interface is performed under the condition that the film thickness of the adsorbed 
surfactant is negligible. The problem is solved under assumption that the shape of the drop in the 
presence of adsorbed surfactant remains spherical symmetry. The effective boundary conditions for 
the tangential velocity jump and shear stress jump, describing the above generation have been ob-
tained by matched asymptotic expansions method. The conditions under which the drop surface 
can be considered as a quasi-solid are determined. It is shown that in the case of the significant ef-
fect of surfactants on the surface tension, the dominant mechanism for the generation is the 
Schlichting mechanisms under vibrations. 
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1. Введение 

Как известно, одним из интересных проявлений 
действия вибраций является возникновение осред-
ненных эффектов. На этих эффектах построен це-
лый раздел механики и теории колебаний – вибра-
ционная механика [1], берущая свое начало с 
классической работы [2] о математическом маят-
нике, где впервые было отмечено, что при вибра-
циях системы наряду с быстрым осциллирующим 
движением в большинстве случаев появляется и 
медленное, мало изменяющееся за период колеба-
ний. Обычно основной интерес представляет 
именно такое движение. Аналогичное поведение 
наблюдается и в жидкости. 
Впервые такие течения обнаружены при вибра-

циях твердого тела, погруженного в жидкость. 
Шлихтингом и другими [3,4] исследован случай 
генерации таких течений около твердой поверхно-
сти, совершающей линейные поступательные виб-
рации. Показано, что средние течения возникают в 
тонком вязком стоксовском слое вблизи поверхно-
сти, имеют вихревой характер и за счет вязкой 
диффузии распространяются за пределы этого 
слоя. Методом осреднения получены уравнения и 
эффективные граничные условия для течений та-
кого типа [5]. 
Другими особенностями обладают средние те-

чения, генерируемые около свободной поверхно-
сти жидкости, в среднем плоской, и поверхности 
раздела несмешивающихся жидкостей. Для случая 
малоамплитудных волн такие течения были изуче-
ны Лонге-Хиггинсом [6] и Дором [7]. Механизм 
генерации Лонге-Хиггинса заключается в том, что 
средние течения формируются бегущими по сво-
бодной поверхности волнами. Для поверхности 
раздела существуют два механизма: Шлихтинга 
[5], фактически такой же, как и для твердого тела, 
и Дора [7], определяющий эффективные касатель-
ные напряжения. Показано [8], что генерируемые 
около поверхности раздела средние течения, как и 
в случае твердой поверхности, имеют вихревой ха-
рактер и распространяются за пределы скин-слоя. 
Различие с генерацией около твердой поверхности 

заключается в следующем. Осреднение пульсаци-
онных движений в стоксовском слое вблизи твер-
дой поверхности приводит к эффективному гра-
ничному условию, определяющему касательную к 
поверхности тела компоненту скорости. В случае 
свободной поверхности и поверхности раздела та-
кая операция приводит к дисбалансу касательных 
вязких напряжений. Изучение влияния механизма 
Шлихтинга (дисбаланс касательных скоростей) на 
генерацию средних течений вблизи поверхности 
раздела проведено в [8, 9]. Показано, что хотя это 
влияние, вообще говоря, мало, в некоторых ситуа-
циях его недоучет может привести к существен-
ным неточностям. 
Нами был найден новый механизм генерации, 

связанный исключительно со средней кривизной 
поверхности, нечувствительный к пульсационным 
деформациям. Исследование было проведено при-
менительно к свободной поверхности и к поверх-
ности раздела. В качестве свободной поверхности 
рассматривался газовый пузырек, взвешенный в 
жидкости. Задача была решена для сферической 
[10] и цилиндрической геометрии [11]. При изуче-
нии искривленной поверхности раздела рассмат-
ривалась капля жидкости, взвешенной в жидкости 
отличной плотности [12]. Показано, что при срав-
нимых плотностях и вязкостях жидкостей основ-
ные механизмы генерации аналогичны механиз-
мам Дора и Шлихтинга, в то время как влияние 
кривизны является вторичным фактором. Новый 
механизм, связанный с кривизной поверхности, 
становится значительным и для поверхности раз-
дела, если отношение плотностей жидкостей явля-
ется величиной второго порядка малости по срав-
нению с амплитудой вибраций. Этот было 
продемонстрировано на задаче о газовом пузырь-
ке, но с учетом течения газа внутри пузырька. За-
дача в аналогичной постановке была предметом 
исследований в работах [13,14]. Однако найденное 
авторами этих работ решение не может быть при-
знано достоверным, поскольку не удовлетворяет 
граничным условиям на поверхности капли. 
Цель настоящей работы – изучить, какие меха-

низмы будут иметь место, когда поверхность раз-
дела имеет тонкую пленку, созданную поверхност-
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но-активным веществом. Для этой цели с помо-
щью метода сращиваемых асимптотических раз-
ложений определены эффективные граничные 
условия, описывающие такую генерацию. 

2. Постановка задачи 

 
Рис. 1. Конфигурация задачи 
 
В настоящей работе исследуется задача о пове-

дении жидкой капли, взвешенной в жидкости от-
личной плотности (рис. 1). Течение жидкостей 
внутри и снаружи капли возникает под действием 
внешнего вибрационного поля. Вибрации счита-
ются поступательными гармоническими с ампли-
тудой b  и частотой ω . Предполагаем, что как 
окружающая жидкость, так и жидкость в капле не-
сжимаемы. Обмен поверхностно-активным веще-
ством между поверхностью капли и окружающей 
жидкости лимитируется процессом адсорбции-
десорбции. Предполагается, что поверхностно-
активные вещества растворимы в окружающей 
жидкости, но не растворимы в жидкости капли. 
Окружающая жидкость и жидкость в капле счита-
ются несжимаемыми. 
Перейдем в систему отсчета, движущуюся вме-

сте с центром масс капли, сделав замену 

0
( )z z z t= −ɶ , где 

0
( )z t  – координата центра масс 

капли относительно лабораторной системы отсче-
та. При этом будем считать, что характер движе-
ния капли одномерный, направление движения 

капли совпадает с направлением оси вибраций k
�

. 
Уравнения движения и неразрывности в этой си-
стеме отсчета выглядят следующим образом: 

,

div 0.

i

i i i i i i i i

i

V dU
V V p V k

t dt

V

ρ ρ η ρ
∂

+ ⋅∇ = −∇ + ∆ −
∂

=

�
� � � �

ɶ ɶ ɶ ɶ

�
 (2.1) 

Здесь 
0

U dz dt=  – скорость центра масса капли 

относительно лабораторной системы отсчета, 

,

i i
ρ ηɶ ɶ  – плотности и вязкости жидкостей, индекс i  

принимает значение 1 для окружающей жидкости, 
2 – для жидкости в капле. 
Обсудим граничные условия. Вдали от капли 

при r → ∞  скорость окружающей жидкости 
стремится к скорости вибраций, так что в системе 
отсчета, связанной с каплей, имеем: 

1
( cos ) .V b t U kω ω= −

� �

 (2.2) 

На поверхности капли, описываемой уравнени-
ем r a= , выполняются условия непрерывности 
скорости, баланса напряжений с учетом поверх-
ностной адсорбции и кинематическое условие, свя-
зывающее смещение поверхности капли со скоро-
стью жидкости: 

1 2

2
, [ ] [ ] 0,

1
[ ] 0, 0.

V V p n n
r

n V r
r

σ γ

σ τ γ
ϑ

′= − ⋅ ⋅ − Γ =

∂Γ
′⋅ ⋅ − = ⋅ =
∂

� �

� �

�

� � �

 (2.3) 

Здесь σ  – тензор вязких напряжений, γ  – коэф-

фициент поверхностного натяжения и 
/γ γ′ = ∂ ∂Γ , Γ  – концентрация поверхностно-

активного вещества, a  – радиус капли, ,n τ

� �

 – 

нормаль и касательная к поверхности капли. Квад-
ратными скобками обозначен скачок соответству-

ющей величины, 
1 2

[ ]f f f= − . 

Поскольку капля сохраняет сферическую фор-
му и толщина пленки пренебрежимо мала, то, со-
гласно работам [15,16], динамику поверхностной 
концентрации можно записать в следующем виде: 

0

1
0

V
V ctg

t r

ϑ

ϑ
ϑ

ϑ

 ∂∂Γ  + Γ + =  ∂ ∂ 
, (2.4) 

где 
0

Γ  – равновесное количество адсорбированно-

го вещества. 
Перепишем искомую систему уравнений в без-

размерных переменных отдельно для среднего и 
пульсационного движения. При выборе единиц 
измерения учтем при этом, что средние скорости 
малы по сравнению с пульсационными: в качестве 
единиц измерения пульсационной скорости и ско-
рости центра масс капли ,v U  – bω , для средней 

скорости – 
1 2

( ) /aν ν+ɶ ɶ . 

Единицы измерения давления тоже будут раз-
ными для пульсационного – ( )ɶ ɶ b a

2

1 2
ρ ρ ω+  и для 

среднего 2 2

1 2 1 2
( )( ) aρ ρ ν ν

−

+ +ɶ ɶ ɶ ɶ . Для остальных 

переменных выберем следующие единицы измере-
ния: радиальной координаты – равновесный ради-
ус капли a , времени – 1/ ω , концентрации адсор-

бированного вещества – 
0

Γ , плотности жидкости – 

( )ɶ ɶ
1 2
ρ ρ+  и кинематической вязкости – ( )ɶ ɶ

1 2
ν ν+ . 
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Отметим, что измеренные в выбранных едини-
цах плотности и вязкости жидкостей не являются 
независимыми, между ними имеется связь 

1 2

1 2

1,

1.

ρ ρ

ν ν

+ =

+ =
 

Тогда система уравнений (2.1)–(2.4) перепи-
шется в виде 

2

4

1
i i i i i i i

i

u u v v p u
ε

ν
ρδ

⋅ ∇ + ⋅∇ = − ∇ + ∆
� �� � �

, (2.5а) 

�2

2
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1
,
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i
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t
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∂
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∂

∂
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∂

�
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�

ɶ

 (2.5b) 

div 0, div 0,
i i
v u= =

� �

 (2.5c) 

где черта сверху означает осреднение по времени, 
а знак «тильда» – взятие пульсационной части, ин-
декс i = 1,2. 
Перепишем граничные условия. Вдали от капли 

для средней и пульсационной скорости имеем 

r → ∞ : 0u →
�

; 
�

cosv k t U→ −

� �
�

. (2.6) 
На поверхности капли при 1r =  для пульсаци-

онной скорости 

1 2
, 0,

r

v v v= =

� �

 (2.7a) 
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 (2.7c) 

0.
v
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t

ϑ

ϑ
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 (2.7d) 

Для средней скорости и давления 

1 2
, 0,

r

u u u= =
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 (2.8a) 

[ ] 2 0,r

u
p

r

ρν

 ∂
 − =
 

∂  

 (2.8b) 

0
u

u

r

ϑ

ϑ
ρν

  ∂   − =   ∂   

. (2.8c) 

Задача характеризуется четырьмя безразмер-
ными параметрами: /b aε =  – отношение ампли-

туды вибраций к радиусу капли, 

1 2
1/ ( )/aδ ν ων= +  – безразмерная толщина по-

граничного слоя, 
0
/k γ γ′= Γ  – коэффициент 

эластичности Гиббса, 2 3We /aρω γ=  – число Ве-

бера. Будем считать параметры ε  и δ  малыми и 
искать решение в виде разложения по параметру 
ε . Отметим, что равномерно пригодное разложе-
ние удается построить только тогда, когда указан-

ные параметры имеют один порядок малости. 
Остальные параметры будем считать конечными. 

3. Метод сращиваемых  
асимптотических разложений 

Вычислим значение касательной компоненты 
тензора вязких напряжений на внешней границе 
пограничного слоя в случае высокочастотных виб-
раций с помощью метода сращиваемых асимпто-
тических разложений [17]. 
Метод заключается в построении прямых раз-

ложений (называемых внешними разложениями) в 
исходных переменных и в построении разложений 
(называемых внутренними разложениями), ис-
пользующих увеличенные масштабы. Полученные 
в каждом разложении решения сшиваются, соглас-
но принципу Ван Дайка: внутреннее разложение 
внешнего разложения равно внешнему разложе-
нию внутреннего. 
Внешнее разложение. Полученное во внешней 

области решение будет справедливо везде, кроме 
тонкого слоя около поверхности раздела. Для 
нахождения решения будет использоваться систе-
ма (2.5) с граничным условием только вдали от 
капли (2.6), условия на поверхности раздела для 
внешнего решения не обязаны выполняться. В 
главном порядке для пульсационных скоростей и 
давлений решение можно представить в следую-
щем виде: 
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 (3.1) 

здесь константы U , 
1
b  и 

2
c  должны определяться 

из условия сшивки с решением во внутренней об-
ласти. 

Внутреннее разложение. Чтобы определить 
разложение, пригодное в пограничных слоях внут-
ри и снаружи капли, необходимо построить реше-
ния, введя растянутую радиальную координату 

( 1) /r δξ = − . 

Найдем характеристики пульсационного тече-
ния. Из уравнения непрерывности для пульсацион-
ной скорости (2.5c) находим, что для радиальной 
компоненты скорости как снаружи капли, так и 
внутри в главном порядке уравнения имеют оди-
наковый вид: 
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0
r

v

ξ

∂
=

∂
. 

Учитывая кинематическое граничное условие 
на поверхности, получаем, что решение его триви-
ально: 

1 2
0

r r

v v= = . 

Для давления проекция уравнения движения 
(2.5b) на радиальное направление дает аналогич-
ное уравнение 

0
p

ξ

∂
=

∂

ɶ
. 

Используя непрерывность давления на границе 
капли, получаем, что 

1 2
( )p p const pξ= = =ɶ ɶ . 

Тогда из касательной проекции уравнения движе-
ния (2.5b) для касательных компонент пульсаци-
онных скоростей можно найти следующие реше-
ния: 

1

2

-1 0

1

1

2 0

2

2

e ( sin )e . .

e ( sin )e . .

it

it

i
v c p U c c

i
v c p U cc

α ξ

ϑ

α ξ

ϑ

ϑ
ρ

ϑ
ρ

  = + − − +   
  = + − − +   

 

Здесь 
11 22

/ , /i i να αν= = , . .c c  – комплексно-

сопряженные слагаемые. 
Из граничного условия на поверхности капли 

(2.7d) находим, что для концентрации абсорбиро-
ванного вещества 

0

1

1

2 cos e . .
iti

i U c p c cε ϑ
ρ

  Γ = − − ⋅ +   
 

Однако из граничного условия для касательной 
компоненты баланса напряжений (2.7d) получаем, 
что в главном порядке 0Γ = . Следовательно, из 
непрерывности скоростей на поверхности раздела 
находим 

0 0

1 2

1 2

0.
i i

c p U c p U
ρ ρ

+ − = + − =  

Откуда для неизвестных коэффициентов получаем 

1 20 0

2 1

1 2

( )ip
c c

ρ ρ

ρ ρ

−

− =− . 

Неизвестные константы (амплитуда скорости 
капли U  и давление p ) будут найдены из условия 
сращивания внутреннего и внешнего решений. 
Действительно, перепишем внешнее решение (3.1) 
во внутренних переменных при 0δ →  и сопоста-
вим с внутренним решением за пределами погра-
ничного слоя. В итоге получаем следующую ал-
гебраическую систему для искомых констант: 

1 2 1

2 1 2

2

1

1

1

2 1 2

2

(1 )(cos ) e 0 ,

(cos ) e 0 ,

1 sin e
2

sin e ,

sin e sin e .

ext it in

r r

ext it in

r r

ext it

it in

ext it it in

v U c v

v b v

c
v U

p
U i v

p
v b U i v

ϑ

ϑ

ϑ ϑ

ϑ

ϑ

ϑ

ϑ
ρ

ϑ ϑ
ρ

= − + ⋅ = =

= ⋅ = =

  = + − =   
  = − =   

  = − = − =   

 

Настоящая система совместна, если 
2

p i Uρ= − , а 

1 2 1
3 / (2 )U ρρ ρ= + , что согласуется с получен-

ными ранее результатами [11]. 
Таким образом, в главном порядке для пульса-

ционной задачи получаем следующие выражения 
для компонент скорости и давления: 

1

1 2

1 2

1 2

2 1

2 11

2 1

2

0,

3
cos e . .,

2

3( )
(e 1)sin e . .,

2

0.

r r

it

it

v v

i
p p c c

v c c

v

α ξ

ϑ

ϑ

ρ ρ
ϑ

ρ ρ

ρ ρ
ϑ

ρ ρ

−

= =

= = − +
+

−

= − +
+

=

 (3.2) 

Перейдем к среднему течению. Интерес пред-
ставляют касательные компоненты средней скоро-
сти внутри и снаружи капли. Для их нахождения в 
главном порядке имеем следующую задачу: 

2 2

2

2 2

2 2

2 3
,

0 : [ ] 0, 0.

i i

i

i

i i

i i

r

u p

v v
v v

u
u

ϑ

ϑ ϑ

ϑ

ϑ

ϑ

δ
ν

ϑξ ρ ε

ε ε

ϑ ξδ δ

ξ ρν
ξ

−

∂ ∂
= +

∂∂

∂ ∂
+ +

∂ ∂
 ∂
 = = = ∂  

 (3.3) 

В уравнение для касательной компоненты ско-

рости входит среднее давление 
2

i
p
−

. Для его 

нахождения рассмотрим радиальную проекцию 
уравнения движения для средней скорости (2.5а). 
В соответствующем порядке получаем, что: 

22

1
0

i

i

p

ξρ δε
−

∂
=

∂
. 

Таким образом, давление жидкостей в старшем 
порядке не зависит от растянутой координаты и не 
будет влиять на эффективные граничные условия, 
поэтому для простоты положим его равным нулю. 
Как видно из уравнения для средней скорости 

(3.3), касательная и радиальная компоненты пуль-
сационной скорости должны иметь разный поря-
док малости (чтобы второе и третье слагаемые в 
правой части имели одинаковый порядок). Дей-
ствительно, из уравнения непрерывности для ради-
альных компонент пульсационных скоростей в 
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первом порядке внутри и снаружи капли получаем 
следующую систему для их нахождения: 

1
( sin )

sin

i

ir
v

v
ϑ

δ ϑ
ξ ϑ ϑ

∂ ∂
= −

∂ ∂
 

при условии, что 
0

0
i

r
v

ξ=
= . Решение такой си-

стемы можно записать в следующем виде: 

1
2 11

1

1 2 1

2

6( )
(e 1 )cos e . .,

2

0.

it

r

r

v c c

v

α ξ
ρ ρδ

α ξ ϑ
α ρ ρ

−

−

= − − + +
+

=

 

Тогда для окружающей каплю жидкости нахо-
дим, что касательная компонента средней скорости 
имеет вид 

*

1 1

*

1 1

( )
1

* 2

1 1 1

*

1 11

1 2* 2 2

1

2

11

e 2
1

( )

2e e
1 ,

u A

c c

α α ξ

ϑ

α ξ α ξ

α α α

α
ξ

αα α

− +

− −

     = − −    +  
    − − − + +      

 

где 

2
2

2 1

2

1 2 1

1
3

2
A

ρ ρε

ν ρ ρδ

 −  =   + 
. 

Средняя скорость жидкости внутри капли име-

ет вид 2 2 2

1 2
( )u A c c

ϑ
ξ= + . 

Из непрерывности скоростей на поверхности 
капли можно получить, что  

2
2

1 2 2 1

1 1 2

2 1

5
3

4 2
c c

ρ ρε

ρ ρδ

 −  − = −   + 
. 

При переходе к нерастянутой координате в 
пределе бесконечно малой толщины пограничного 
слоя Стокса для скачка касательных скоростей (в 
размерном виде) имеем 

1 21 2

1 2

( )5
, 3 sin ,

4 ( 2 )
u u b
ϑ ϑ τ

ρ ρ
υυ υ ω ϑ

ω ρ ρ

−

− =− =
+

ɶ ɶ

ɶ ɶ

 (3.4) 

где υ  – амплитуда касательной скорости пульса-
ционного движения внешней жидкости за преде-

лами пограничного слоя, а 
1

a
τ

υ
υ

ϑ

∂
=

∂
– ее произ-

водная по поверхности. 
Для скачка касательных напряжений при этом 

находим, что 

1 1

1

2 2
r

τ

ϑ

υυ
σ ρ ν

ω

  = −  
ɶ ɶ . (3.5) 

Полученные выражения для скачка касатель-
ных скоростей (3.4) и напряжений (3.5) совпадают 
с эффективными граничными условиями без учета 
ПАВ (например, в работе [12]) при стремлении 
вязкости внутри капли к бесконечности. 
Таким образом, в случае искривленной поверх-

ности раздела жидкостей со сравнимыми свой-
ствами и значительным влиянием ПАВ генерация 
среднего течения обусловлена теми же механиз-

мами, что и в случае плоской границы, влияние 
кривизны проявляется в величине коэффициентов. 

4. Заключение 

В настоящей работе изучена генерация средне-
го течения в пульсационном потоке внутри и сна-
ружи капли жидкости, взвешенной в жидкости от-
личающейся плотности при наличии 
поверхностно-активного вещества. Получены эф-
фективные граничные условия для скачков каса-
тельных скоростей и касательных напряжений. 
Показано, что в случае, когда влияние ПАВ на 

поверхностное натяжение значительно (параметр 
изотермы адсорбции Гиббса намного больше тол-
щины вязкого пограничного слоя Стокса), меха-
низм генерации Шлихтинга доминирует. Эффек-
тивные граничные условия, полученные с учетом 
ПАВ, совпадают с граничными условиями без его 
учета, полученными в работе [12], если устремить 
вязкость внутренней капли к бесконечности. Сред-
нее и пульсационное течение внутри капли при 
этом отсутствует. 
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