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Введение 
 
Ледяной покров в общем случае можно рассматривать как 

определенную защитную реакцию на выхолаживание водного объекта. Его 
величина, являясь интегральной характеристикой, определяется как от 
интенсивности потока тепла в системе <<поверхность водного объекта> ↔ 
<атмосфера>>, так и от величины теплозапасов в водном объекте и 
интенсивности генерации тепловой энергии вследствие внутриводоемных 
процессов. 

В настоящее время выполнено весьма большое количество работ, 
посвященное интенсивности роста ледяного покрова в пресноводных водных 
объектах. При этом в первую очередь следует отметить ставшие 
классическими исследования Л.Г. Шуляковского [16, 17], из относительно 
недавно выполненных крупных исследований – Д.В. Козлова, Р.В. Донченко 
[9, 11]. При этом, если в работах [16, 17] основное внимание уделялось 
оценке отдельных компонентов теплового баланса, а в [9] – географическим 
аспектам формирования и распределения ледового покрова на реках СССР, 
то в данной работе сделана попытка проанализировать роль отдельных 
факторов в интенсивности формировании толщины на основе численных 
моделей. 

 
Общие оценки 
В общем виде распределение потоков тепловой энергии может быть 

представлено следующим образом (рис. 1). 
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Рис.1. Общая схема тепловых  
потоков в водных объектах 



Интенсивность потока тепловой энергии из водного объекта через 
ледовое покрытие в атмосферу определяется как толщиной льда, мощностью 
на нем снега, так и разницей температуры воды и воздуха 
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где λ эф – эффективный коэффициент теплопроводности ледового и снежного  
покрытия; h  - толщина льда; ТАТ и Твод – температура воздуха и воды. 

Интенсивность потока тепловой энергии в результате взаимодействия в 
системе <<вода> ↔ <дно>>. 
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где грα  – коэффициент теплоотдачи  в системе <<вода>-<грунт>>, грT  – 
температура грунта. 
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Весьма полная оценка параметра St для гладких и шероховатых русел 
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Соответственно для шероховатых русел: 
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где 1.23 =β , 3.54 =β , ( )[ ] 2/28 CgVV =⋅= Δ∗λ . 

Основным внутриводоемным источником тепловой энергии, по-
видимому, является диссипация турбулентной энергии  потока.  

Осредненный по глубине потока поток энергии за счет процессов 
диссипации составляет 
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где ε  − диссипация турбулентной энергии потока. 
По [6] iVg ⋅⋅=ε , учитывая, что  

( ) 2/1igHV ⋅⋅=∗ ,  
где ∗V  − динамическая скорость потока, и то, что 
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Приток тепла с подземным стоком: 
[ ]ВтTqTq подLподcнпод 186.4⋅⋅=⋅  

где T – температура воды грунтового питания; 
.. эфподq  – суммарный приток [м3/с] на единицу объема водного объекта. 
Приток тепла с поверхностным притоком 
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где Тпов. – характерная температура воды поверхностного притока; 
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где W – характерный расчетный объем водного объекта. 
Интенсивность вертикального турбулентного потока тепла от дна к 

поверхности составит j тур ~ zTDzz ∂∂⋅ /   ~ zzD ~0.07· HV ** . 
В простейшем случае, если .. ~~ подповТA jjJJ ε>> ~ j тур, то интенсивность 

образования льда будет определяться только интенсивностью потока тепла в 
системе <<поверхность водного объекта> ↔ <атмосфера>>. 

 
Рассматриваемые модели 
Принимая изменения температуры во льду в виде линейной функции, 

исходя из баланса тепловой энергии, имеем 
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Для постоянных во времени значений ледснегh λ,  снег,αλснег  нетрудно из 
(1) найти аналитическое решение для h. 

Подставляя значения эфβ  из (7) в (6), решая соотношение относительно 
h, имеем 
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Принимая 0=ВТ  и заменяя интеграл соответствующей суммой, имеем 
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где )(tθ  - сумма отрицательных температур воздуха с осреднением 
(шагом) tΔ  за период t. 

 
В простейшем случае при 0=снегh  
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В более общем случае, решая (9) относительно h, имеем 
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Из (13) нетрудно видеть, что в частном случае, учитывая, что 
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Соответственно, если 
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Решение уравнения (14) для различных значений параметра С1  
представлено на рис. 2. 
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Рис. 2. Зависимость толщины льда в зависимости от параметра 2/1))(Nθ  и параметра 
Кi 
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Сложность использования данной модели (13) заключается не только в 
том, что величина снегh  не является постоянной для достаточно длительного 
промежутка времени, но и в том, что снегλ  в значительной мере определяется 
плотностью снежного покрова снегρ . При этом величина снегρ  варьирует в 
очень широком диапазоне [16]. 
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снег. 
Поэтому расчет может проводиться по соотношению (16), но для 

весьма ограниченных временных интервалов, для которых плотность снега 
остается весьма стабильной. 

Для оценки параметра снегλ  рекомендуется использовать соотношение 
[15] 
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Как следует из представленных выше соотношений, для оценки снегλ  
определяющим параметром является плотность снега. 

Уплотнение снега зависит как от времени, так и от широкого 
комплекса метеорологических факторов [11]. 

Нетрудно видеть, что для большинства характерных случаев и роль 
компонента весьма мала. 
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Численные модели 
 
Использование численных моделей позволяет не только задать 

изменения во времени таких определяющих параметров, как толщина 
снежного покрова, его плотность, но и более полно учесть другие, кроме  

атмj , потоки тепла. 
Внешние потоки тепла, поступающие в водный объект через ложе, как 

уже отмечалось, весьма малы и практически не зависят от величины h(t). 
Значительно больший интерес представляет тепловой поток, 

обусловленный диссипацией турбулентной энергии потока.  
При этом необходимо отметить, что рост h(t) вызывает уменьшение 

площади поперечного сечения водотока, что, естественно, приводит к 
изменению скорости потока. 
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1>γ , для русла прямоугольного сечения 1=γ , а треугольной формы 
2=γ . 
Поток тепловой энергии за счет процессов диссипации можно оценить 

следующим образом: 
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Ледовый покров не только уменьшает поперечное сечение русла, но и 
увеличивает общее сопротивление русла, тем самым уменьшая Ср. Однако 
шероховатость нижней кромки льда не зависит от h, а зависит от 
продолжительности стояния ледового покрова [9]. 

В первом приближении С можно рассматривать как постоянную 
величину. Включение компонента диссj  существенно качественно изменяет 
характер роста h(t). Если толщина и плотность снежного покрова 
значительно снижает интенсивность «охлаждения» водного объекта, то 
диссипация является дополнительным источником энергии. Рост ледового 
покрова прекращается при диссA jj ~ , а если Aдисс jj > , то должно наблюдаться 
уменьшение h(t). 

Рассмотрим на основе численного моделирования, как принятая модель 
отражает данные особенности процессов ледообразования. Листинг 
программ по реализации модели приведен в приложении. Численное 
решение уравнений проводится с использованием программного средства 
Matcad13 (прил.). 



Как следует из представленных материалов, скоростной режим 
водотоков может оказывать существенное влияние через генерируемые 
потоки тепловой энергии или динамику льдообразования. Поэтому данный 
фактор наряду с температурой воздуха, толщиной и плотностью снегового 
покрова необходимо учитывать при расчете толщины льда на водотоках. 
Учет данного фактора важен в предпаводковый период, когда увеличение 
расхода может служить важным ослаблением толщины ледяного покрытия. 

Проведенные численные расчеты показали, что в характерном 
диапазоне изменение параметра α , величина коэффициента теплообмена 
практически не влияет на интенсивность льдообразования, поэтому его учет 
часто может быть не существен. 

Основное применение данной модели: не решение прогностических  
задач, а отработка и анализ влияния отдельных компонентов на 
интенсивность процессов льдообразования. 

 
Анализ полученных результатов 
Простейшее соотношение (9) неплохо в первом приближении 

согласуется с данными, полученными на основе статистической обработки 
большого объема фактического материала. 

Так, в классическом  соотношении Ф.И. Быдина [4] 2=K . 
Достаточно значимое различие коэффициента K=2 от 

соответствующего коэффициента в соотношении (9) объясняется в первую 
очередь тем, что в явном виде в соотношении Ф.И. Быдина (1933) не 
учитывается толщина снежного покрова. Соответственно значение K=2 
получено для некоторых осредненных условий по толщине и плотности 
снега, и поэтому оно должно быть меньше коэффициента К, рассчитанного в 
(13) для условий открытого льда. 

Значительно большей близостью к (14) характеризуется известная 
формула Б.А. Апполова [1]: 

( ) ( )( ) 2/1/118.1)( thth снег θ+≅ ,                                                                    (22) 
где снегh  - толщина снега, см. 
Нетрудно видеть, при h=1 см, что является практически минимальной 

толщиной снега, зависимости (22) и (9) практически совпадают. 
При смhснег 1~  соотношение (22) перестает зависеть от снегh  и при  

( 1)/1 →снегh , ( )( ) 2/16.3)( tth θ→ . 

Как следует из рис. 2, хотя величина ⎟⎟
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значения h(t), однако зависимость ( )( ) 2/1)( tth θ≅  остается близкой к линейной. 
Поэтому эмпирические зависимости толщины льда h(f) от суммы 
отрицательных температур ( )Нθ , как правило [9], строятся в виде 
зависимости 

( )( )βθ tKth лед=)(  при 2/1=β .                                                          (23) 



Параметр Ki зависит в первую очередь от характеристик снежного 
покрова. При этом в эмпирических соотношениях в качестве определяющего 
параметра рассматривается только толщина снега, что обусловливает 
значительный разброс эмпирических значений. 

Использование зависимости (23) с априорно заданным коэффициентом 
2/1=β  позволяет оценивать только один статистический параметр К, а не 

два, что очень существенно при весьма ограниченном объеме исходной 
выборки. При этом параметр К, как показывает анализ натурных данных, 
обратно пропорционален толщине слоя снега и прямо пропорционален 
плотности снега. Согласно данным, полученным за период 1964-95 г г. по 
ледообразованию на Воткинском водохранилище [14], коэффициент ЛедK  
варьирует в диапазоне  1,16 ≤  ЛедK  ≤  3,31 (для h, см). 

Значительные статистически значимые различия коэффициента ЛедK  
даже в масштабах одного водохранилища обусловлены в первую очередь 
различием условий формирования снежного покрова на отдельных участках 
водохранилища (рис. 3). 
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Рис. 3. Связь коэффициента КЛ с толщиной слоя снега hсн, по [9] и расчетные 
характеристики 
            К по линеаризованной модели (16) (рис. 2) при различных значениях плотности 
снега:  

K0=3.6, K1=2,8, K2=2,25, K3=1,5, K4=1,08, 4,0=
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В работе [9] на основе данных натурных наблюдений сделана попытка 
построить зависимости ЛедK от толщины снежного покрова, т.е. )(hK Лед . Так 
как при этом не учитывалась плотность снежного покрова, она 
характеризуется значительным разбросом наблюдаемых значений. В то же 
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время, если в расчет ввести плотность снежного покрова, то все точки 
укладываются в диапазон  0,25 ≤  снегρ  ≤0,60 (рис. 3).  

Численные модели позволяют, как уже отмечалось, достаточно 
детально проанализировать роль отдельных факторов в интенсивности 
нарастания ледового покрова. Результаты модельных расчетов с указанными 
выше значениями определяющих параметров представлены на рис. 4. 
Параметры представленны в Приложении. Поток тепловой энергии, 
обусловленный диссипационными процессами, исключен (А3=0). 
Нарастание снежного покрова рассчитывается по зависимости  hснег~0 .001·t. 
При отсутствии снежного покрова и в пренебрежении тепловыми потоками, 
обусловленными диссипационными процессами, толщина льда является 
максимальной при заданной температуре воздуха и описывается 
соотношением (11). 
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Рис. 4. Динамика нарастания  толщины льда, T~20  и hснег~0 

 

Как уже отмечалось, даже весьма малая толщина снежного покрова  
очень  существенно  влияет на  динамику  роста толщины  льда. 

В водотоках с заметными скоростями течений V>0,2 м/с поток 
тепловой энергии, связанный с диссипационными процессами, может 
оказывать очень заметное влияние на динамику ледового покрова. 

При этом данное влияние очень усиливается при предпаводочном 
нарастании расхода воды (рис. 5, 6). 
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    Рис. 5. Динамика нарастания толщины  льда 
   при значениях исходных параметров 
   (приложении) и при нарастании снежного 
   покрова по зависимости hснег~0 .005·t и учете 
   энергии диссипации при  V~0.5м/c и 0,25м/c, 
   H~1м   
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       Рис. 6. Динамика нарастания толщины 
       льда  при значениях исходных парамет- 
       ров (приложении) и при нарастании 
       снежного покрова по зависимости 
       hснег~0.005·t c учетом и без учета  
       диссипации энергии и изменении расхода 
       воды с параметрами Q0~ 25, a1~ 0,01,  
       a2 ~0.75·10-4 

Как видно из рис. 5, 6, представленная в приложении модель 
достаточно эффектно может отражать возможное периодическое изменение 
температуры воздуха на протяжении холодного периода. 

В целом следует отметить, что модель (11) дает более гибкие 
зависимости для оценки толщины ледового покрова. Однако данные модели 
не рассматривают и не включают такой очень важный показатель, как 
прочностные характеристики льда. Поэтому в рамках данной модели нельзя 
объяснить отмечаемое в ряде учебников по гидрологии, в частности в [16], 

наличие устойчивого отношения соnst
h

h
≈снег . Данное утверждение основано 

на высказывании [12] «…толщина снега в общих чертах следует за толщиной 
льда». 

В то же время данное утверждение противоречит многочисленным 
эмпирическим данным по динамике ледового режима, представленных в [1, 
3, 4, 8, 9, 14, 16, 17]. Данная парадоксальная ситуация объясняется тем, что 
рассматриваемые модели формирования ледового режима, как правило, не 
учитывают прочностные свойства льда и снежного покрова, что является, без 
сомнения, значительно более сложной задачей, требующей значительно 
большего объема исходной информации. 

При современном состоянии гидрометеорологической наблюдательной 
сети без постановки специальных наблюдений исходные данные, 
необходимые для верификации моделей, включающие прочностные 
свойства, к сожалению, практически недоступны.  

 



Выводы 
Анализ аналитических и численных моделей формирования ледового 

покрова показал: 
1. При ограниченности исходных данных наиболее оптимальной 

представляется их аппроксимация в виде  соотношения  2/1))(()( tКth θ⋅≅ , при 
этом максимальный из коэффициентов Ki <3.6·10  [см/(град·сут.)0.5] зависит 
от толщины и плотности снежного покрова. 

2. Величина коэффициента теплоотдачи и, соответственно, 
определяющие его метеорологические факторы (скорость ветра, облачность, 
разность температур в приземном слое воздуха и снежном покрове), как 
правило, в минимальной степени влияют на интенсивность изменения 
толщины льда. 

3. Численные модели позволяют оперативно проанализировать очень 
большое количество различных комбинаций значений факторов, способных 
влиять на динамику процессов изменения толщины льда в водных объектах, 
вычленить наиболее значимые, определяющие для условий конкретного 
водного объекта. 

4. Тепловые потоки, обусловливающие диссипацию энергии 
осредненного движения, оказывают существенное влияние на динамику 
процессов льдообразования. Роль этих процессов значительно усиливается, 
когда толщина льда становится сопоставима с глубиной водотока или при 
увеличении расходов воды в предпаводочный период. 
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Листинг программы моделирования нарастания толщины льда 
 



 
 


