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МАТЕМАТИКА 

Научная статья 

УДК 517.925.7 

DOI: 10.17072/1993-0550-2026-3-5-17 

https://elibrary.ru/xbhxbo  

Производные числа и устойчивость решений  

динамических систем1 

Геннадий Викторович Алфёров1, Геннадий Григорьевич Иванов2,  

Владимир Степанович Королёв3, Ирина Юрьевна Потоцкая4 

1, 2, 3, 4 Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург, Россия  
1 g.alferov@spbu.ru 
2 guennadi.ivanov@gmail.com 
3 v.korolev@spbu.ru, 
4 i.pototskaia@spbu.ru 

Аннотация. В настоящей работе решается задача расширения класса исследуемых 

динамических систем за счет ослабления требований к дифференцируемости их пра-

вых частей. Целью является разработка критериев устойчивости для систем, где функ-

ции не обладают непрерывными производными. В основе предлагаемого подхода ле-

жит применение аппарата частных производных чисел (ЧПЧ). Данный математиче-

ский инструмент позволяет анализировать сложные функции нескольких переменных 

в точках, где обычный градиент не определен. Авторы развивают теорию ЧПЧ, бази-

руясь на ранее опубликованных общетеоретических работах и результатах примене-

ния этого аппарата в задачах стабилизации. Важной особенностью исследования яв-

ляется отказ от использования аппарата производных Дини. Это позволило избежать 

излишнего усложнения доказательств и необходимости введения громоздких вспомо-

гательных конструкций для функций многих переменных. В терминах теории част-

ных производных чисел сформулированы и доказаны необходимые и достаточные 

условия устойчивости нулевого решения системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений (ОДУ). В работе представлены соответствующие теоремы и их подробные 

обоснования. Полученные результаты позволяют эффективно исследовать устойчи-

вость сложных нелинейных систем, не требуя классической гладкости их математи-

ческих моделей. Данный подход расширяет возможности прикладного анализа дина-

мических процессов в технике и управлении. 

Ключевые слова: устойчивость систем обыкновенных дифференциальных уравне-

ний; устойчивость нулевого решения; второй метод Ляпунова; производные числа; 

частные производные числа. 
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tives. The proposed approach is based on the application of the framework of partial derivate 

numbers (PDN). This mathematical tool enables the analysis of complex functions of several 

variables at points where the conventional gradient is undefined. The authors further develop 

the theory of PDN, building upon previously published theoretical works and results of ap-

plying this framework to stabilization problems. A key feature of this study is deliberate 

avoidance of Dini derivatives. This approach circumvents excessive complexity in proofs 

and the need for cumbersome auxiliary constructions for functions of multiple variables. In 

terms of the theory of partial derivate numbers, necessary and sufficient stability conditions 

for the zero solution of a system of ordinary differential equations (ODEs) are formulated 

and proven. The paper presents the relevant theorems along with their detailed substantia-

tions. The obtained results allow for efficient investigation of the stability of complex non-

linear systems without requiring classical smoothness of their mathematical models. This 

approach extends the capabilities of applied analysis of dynamical processes in engineering 

and control. 
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Введение 

При исследовании устойчивости движения одним из основных методов является 

метод, предложенный А. М. Ляпуновым [1], который сводится к отысканию некоторых 

функций, обладающих определенными свойствами. Первым вопрос об обратимости ме-

тода Ляпунова поставил Н. Г. Четаев [2]. Сформулированная проблема привлекла вни-

мание исследователей еще в 30-е годы XX века. Первый положительный результат в этом 

направлении был получен К. П. Персидским [3], установившим обратимость теоремы 

Ляпунова об устойчивости.  

Положительное решение вопроса о существовании функций Ляпунова не только 

обосновало универсальность классических теорем второго метода Ляпунова, но и позво-

лило развить глубокую теорию устойчивости движения. 
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В последующем, особенно в 1950-е годы, в литературе появилось значительное 

число работ, посвященных второму методу Ляпунова. Подробное освещение этого во-

проса можно найти в монографии Н. Н. Красовского [4] и И. Г. Малкина [5]. Основной 

вывод, который следует из результатов этих работ, был сформулирован Красовским и 

заключается в том, что характер поведения возмущенных движений, определенный той 

или иной функцией из классических теорем второго метода Ляпунова, является необхо-

димым и достаточным условием существования такой функции. 

В настоящей работе предлагается новый подход к исследованию устойчивости ре-

шений системы обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающей динамиче-

ский объект. Он основывается на применении аппарата производных чисел и частных 

производных чисел [6].  Это математический инструмент, позволяющий исследовать 

сложные функции нескольких переменных. Его использование позволяет снизить требо-

вания к степени гладкости правых частей ОДУ, что расширяет класс исследуемых си-

стем.  

Ранее авторами были опубликованы общетеоретические работы [7–16], в которых 

сформулированы основные определения и положения теории производных чисел для 

функций одной и нескольких переменных, приведены необходимые обоснования и до-

казательства, обобщены некоторые классические теоремы математического анализа. В 

статьях [17–20] рассмотрены возможности применения математического аппарата ЧПЧ 

в прикладных задачах управления и стабилизации.  

Для последовательного и понятного изложения предлагаемого подхода начнем с 

изложения основных понятий и главных положений аппарата ЧПЧ.   

Производные числа функции одной переменной 

Пусть 𝑓  — определенная на открытом интервале (𝑎, 𝑏) функция, принимающая 

значения из множества вещественных чисел 𝑅, т. е. 𝑓 : (𝑎, 𝑏) → 𝑅, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎 < 𝑏.  

Выберем на промежутке (𝑎, 𝑏) произвольную точку 𝑥0. 

Определение 1. Число 𝜆 будем называть производным числом функции 𝑓 в точке 

𝑥0, если существует последовательность {𝑥𝑘} такая, что 𝑥𝑘 → 𝑥0 при 𝑘 → ∞ и 

lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘 − 𝑥0
= 𝜆. 

Для большей ясности отметим, что справедливы следующие очевидные утвержде-

ния: в каждой точке интервала (𝑎, 𝑏) функция 𝑓 имеет по крайней мере одно производ-

ное число; функция 𝑓 дифференцируема в точке 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) тогда и только тогда, когда в 

точке 𝑥 она имеет только одно производное число. 

То обстоятельство, что 𝜆 есть производное число функции 𝑓 в точке 𝑥0, будем за-

писывать как 𝜆 = 𝜆[𝑓](𝑥0). 

Определение 2. Функция 𝑓 называется монотонной, если из 𝑥 < 𝑦 следует 𝑓(𝑥) ≤
𝑓(𝑦) или 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑦). В первом случае функция 𝑓 называется возрастающей, а во вто-

ром – убывающей. Если же из 𝑥 < 𝑦 следует выполнение строгого неравенства 𝑓(𝑥) <
𝑓(𝑦) или 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑦), то 𝑓  называется строго монотонной. Желая подчеркнуть при 

необходимости, о какой именно монотонности идет речь, говорят, что функция 𝑓 строго 

возрастает, если из 𝑥 < 𝑦 следует 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑦), и строго убывает, если реализуется вто-

рая возможность [21]. 

Теорема 1. Для того чтобы непрерывная функция 𝑓  была строго монотонной, 

необходимо и достаточно, чтобы все ее производные числа были одного знака, и не су-

ществовало интервала, в каждой точке которого функция 𝑓 имела бы нулевое произ-

водное число. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о.  

Необходимость. Пусть 𝑓  непрерывна, и для определенности будем считать ее 

строго возрастающей. Выберем произвольную точку 𝑥0 и сходящуюся к ней последова-

тельность {𝑥𝑘}. Не нарушая общности, последовательность {𝑥𝑘} можно выбрать такой, 

чтобы существовал предел 

lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘 − 𝑥0
. 

По предположению функция 𝑓 строго возрастает, и потому сразу для всех 𝑘 будет 

𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘 − 𝑥0
> 0. 

Переходя в этом неравенстве к пределу при 𝑘 → ∞, получим 

lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘 − 𝑥0
≥ 0, 

откуда, в силу произвольности выбора точки 𝑥0 и последовательности {𝑥𝑘}, и следует, 

что все производные числа функции 𝑓 имеют один и тот же знак. Случай, когда 𝑓 строго 

убывает, рассматривается аналогично. 

Покажем теперь, что если 𝑓 строго монотонна и непрерывна, то выполняется и вто-

рое условие теоремы. Пусть, напротив, существует интервал [𝑎, 𝑏], в каждой точке ко-

торого функция 𝑓 имеет нулевое производное число. В силу непрерывности и монотон-

ности 𝑓  переводит интервал [𝑎, 𝑏] в некоторый интервал [𝛼, 𝛽] с мерой 𝑚[𝛼, 𝛽] = 𝛽 −
𝛼 > 0. 

Как известно [1], если для некоторого 𝑝 ≥ 0 строго монотонная функция 𝑓 в каж-

дой точке множества 𝐸 ⊂ [𝑎, 𝑏] имеет хотя бы одно производное число 𝜆[𝑓](𝑥) такое, 

что 

|𝜆[𝑓](𝑥)| ≤ 𝑝, 
то 

𝑚∗𝑓(𝐸) ≤ 𝑝 ⋅ 𝑚∗𝐸, 
где через 𝑚∗ обозначается внешняя мера соответствующего множества. 

Применяя этот результат к рассматриваемому случаю при 𝑝 = 0, будем иметь 

𝑚∗𝑓([𝑎, 𝑏]) = 𝑚𝑓([𝑎, 𝑏]) = 𝑚[𝛼, 𝛽] = |𝛽 − 𝛼| = 0 ⋅ |𝛽 − 𝛼| = 0. 
Но это противоречит полученному выше неравенству |𝛽 − 𝛼| > 0, и, следовательно, ин-

тервала [𝑎, 𝑏], в каждой точке которого функция 𝑓 имеет нулевое производное число, 

существовать не может. 

Достаточность.  Пусть выполнены условия теоремы. Покажем, что в этом случае 

функция 𝑓 является строго монотонной. Предположим противное, т.е., что 𝑓 не является 

монотонной. Тогда она, в частности, не является монотонно возрастающей, следова-

тельно, найдутся две точки 𝑥1  и 𝑥2 , 𝑥1 < 𝑥2 , такие, что 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2) . Через точки 

(𝑥1, 𝑓(𝑥1)) и (𝑥2, 𝑓(𝑥2)) проведем прямую 𝑙(𝑥) = 𝑞𝑥 + 𝑟. Заметим, что так как 𝑓(𝑥1) >
𝑓(𝑥2), то 𝑞 обязательно меньше нуля. 

Рассмотрим все возникающие при таком построении возможности. Предположим 

сначала, что существует убывающая последовательность {𝑥𝑘
′ }, сходящаяся к 𝑥1, и такая, 

что для всех 𝑘 будет 𝑓(𝑥𝑘
′ ) ≤ 𝑙(𝑥𝑘

′ ). Тогда, учитывая, что 𝑓(𝑥1) = 𝑙(𝑥1), имеем 

𝑓(𝑥𝑘
′ ) − 𝑓(𝑥1)

𝑥𝑘
′ − 𝑥1

≤
𝑙(𝑥𝑘

′ ) − 𝑙(−𝑥1)

𝑥𝑘
′ = 𝑞 < 0. 
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Переходя в этом неравенстве к пределу при 𝑘 → ∞ (его, не нарушая общности, 

можно считать существующим), заключаем, что функция 𝑓  в точке 𝑥1  имеет отрица-

тельное производное число, не превосходящее 𝑞. 

Пусть такой последовательности {𝑥𝑘
′ } не существует, но существует возрастающая 

последовательность {𝑥𝑘
′′}, сходящаяся к 𝑥2, и такая, что для всех 𝑘 𝑓(𝑥𝑘

′′) ≥ 𝑙(𝑥𝑘
′′). По-

вторяя для последовательности {𝑥𝑘
′′} рассуждения, которые были приведены для после-

довательности {𝑥𝑘
′ }, снова придем к заключению, что функция 𝑓 в точке 𝑥2 имеет произ-

водное число, не превышающее 𝑞. 

Наконец, если не существуют ни последовательность {𝑥𝑘
′ }, ни последовательность 

{𝑥𝑘
′′}, то это означает, что для всех 𝑥 > 𝑥1 и расположенных в достаточно малой окрест-

ности точки 𝑥1 , 𝑓(𝑥) > 𝑙(𝑥), а для всех 𝑥 < 𝑥2  и расположенных в достаточно малой 

окрестности точки 𝑥2 , 𝑓(𝑥) < 𝑙(𝑥) . Тогда, в силу непрерывности функции 𝑓 , суще-

ствуют точка 𝑥0 ∈ (𝑥1, 𝑥2) и убывающая последовательность {𝑥𝑘
∗}, сходящаяся к 𝑥0, та-

кие, что 𝑓(𝑥0) = 𝑙(𝑥0) и для всех значений 𝑘 выполняется 𝑓(𝑥𝑘
∗) ≤ 𝑙(𝑥𝑘

∗). Но эта ситуа-

ция полностью совпадает с ситуацией, в которой рассматривалась последовательность 

{𝑥𝑘
′ }, следовательно, для точки 𝑥0 справедлив тот же вывод, который был сделан для 

точки 𝑥1 при наличии последовательности {𝑥𝑘
′ }. 

Таким образом, в любой из возможных ситуаций существует хотя бы одна точка, в 

которой функция 𝑓 имеет отрицательное производное число. 

Далее, функция 𝑓 , не являясь монотонной, не является и убывающей. Следова-

тельно, найдутся две точки 𝑦1 и 𝑦2, 𝑦1 < 𝑦2, такие, что 𝑓(𝑦1) < 𝑓(𝑦2). Практически по-

вторяя для точек 𝑦1 и 𝑦2 приведенные выше рассуждения, найдем, что существует хотя 

бы одна точка, в которой функция 𝑓 имеет положительное производное число. 

Итак, если функция 𝑓 не является монотонной, то она обязательно имеет производ-

ные числа разных знаков, что противоречит требованиям теоремы. Следовательно, если 

выполнены условия теоремы, то функция 𝑓 является монотонной. 

Пусть 𝑓 – монотонная функция, но не строго монотонная. Тогда найдутся две точки 

𝑧1 и 𝑧2 такие, что 𝑓(𝑧1) = 𝑓(𝑧2). Поскольку 𝑓 – монотонная, то и для всех 𝑥 ∈ [𝑧1, 𝑧2] бу-

дет 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑧1). В этом случае из определения производных чисел следует, что для 

всех 𝑥 ∈ (𝑧1, 𝑧2) будет 𝜆[𝑓](𝑥) = 0, что противоречит предположению теоремы об от-

сутствии интервалов такого типа. 

Таким образом, если выполнены условия теоремы, то функция 𝑓 обязательно явля-

ется строго монотонной.  

Частные производные числа 

Здесь мы дадим определение частных производных чисел для функции нескольких 

переменных и приведем некоторые результаты, которые понадобятся нам в дальнейшем. 

Пусть функция 𝑓 задана в некоторой открытой области пространства 𝑅𝑛, и пусть 𝑥 =
(𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑇 – произвольная точка этой области.  

Определение 3. Число 𝜆 называется частным производным числом функции 𝑓  в 

точке 𝑥 по переменной 𝑥𝑖, если существует сходящаяся к нулю при 𝑘 → ∞ последова-

тельность {Δ𝑥𝑖
𝑘} такая, что  

lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥𝑖, … , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖 + 𝛥𝑥𝑖
𝑘 , 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

𝛥𝑥𝑖
𝑘 = 𝜆. 

То обстоятельство, что 𝜆 есть частное производное число функции 𝑓 в точке 𝑥 по 

переменной 𝑥𝑖, мы будем записывать как 𝜆 = 𝜆𝑥𝑖
[𝑓](𝑥). 

Пусть функция 𝑢 = 𝑓(𝑥) определена в некоторой области из 𝑅𝑛, причем каждая из 

переменных 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, в свою очередь, является функцией от переменной 𝑡 в не-

котором промежутке: 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. 
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Пусть, кроме того, при изменении 𝑡 вектор 𝑥 не выходит за пределы области опре-

деления функции 𝑢. 

Подставив значения 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, …, 𝑛, в функцию 𝑢, получим сложную функцию 

𝑢 = 𝑓(𝑥(𝑡)). 
Теорема 2. Пусть все частные производные числа функции 𝑢 в точке 𝑥 ограни-

чены, а также ограничены все производные числа функций 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, в точке 𝑡. 

Тогда любое производное число 𝜆  сложной функции 𝑢  в точке 𝑡  представимо в виде 

𝜆[𝑢](𝑡) = ∑ 𝜆𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 [𝑓](𝑥)𝜆[𝑥𝑖](𝑡).  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если 𝜆[𝑢](𝑡) есть производное число сложной функции 𝑢 

в точке 𝑡 , то существует стремящаяся к нулю при 𝑘 → ∞  последовательность {Δ𝑡𝑘}, 

Δ𝑡𝑘 ≠ 0, на которой это число реализуется. Тогда, не нарушая общности, можно считать, 

что на этой последовательности для любого 𝑖 ∈ (1, … , 𝑛) реализуется производное число 

𝜆[𝑥𝑖](𝑡). 

Положим 

𝑥𝑘 = 𝑥(𝑡 + Δ𝑡𝑘),      Δ𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥(𝑡). 

Разность 𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥) запишем в виде: 

𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1 + Δ𝑥1
𝑘 , … , 𝑥𝑛 + Δ𝑥𝑛

𝑘) − 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 

= [
𝑓(𝑥1 + 𝛥𝑥1

𝑘, … , 𝑥𝑛 + 𝛥𝑥𝑛
𝑘) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2 + 𝛥𝑥2

𝑘 , … , 𝑥𝑛 + 𝛥𝑥𝑛
𝑘)

𝛥𝑥1
𝑘 ] 𝛥𝑥1

𝑘 + 

+ [
𝑓(𝑥1, 𝑥2 + 𝛥𝑥2

𝑘 , … , 𝑥𝑛 + 𝛥𝑥𝑛
𝑘) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 + 𝛥𝑥3

𝑘 , … , 𝑥𝑛 + 𝛥𝑥𝑛
𝑘)

𝛥𝑥2
𝑘 ] 𝛥𝑥2

𝑘 + 

+ ⋯ + [
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 + 𝛥𝑥𝑛

𝑘) − 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

𝛥𝑥𝑛
𝑘 ] 𝛥𝑥𝑛

𝑘 . 

Заметим, что так как функции 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, непрерывны в точке 𝑡, в силу предпо-

ложения, что все производные числа 𝜆[𝑥𝑖](𝑡), 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, ограничены, то при 𝑘 → ∞ 

Δ𝑥𝑘 → 0. Следовательно, можно считать, что каждая из дробей выше приведенного ра-

венства стремится к некоторому частному производному числу 𝜆𝑥𝑖
[𝑓](𝑥).  Этого всегда 

можно добиться, переходя, если нужно, к подпоследовательности. Тогда, разделив вы-

шеприведенное равенство на Δ𝑡𝑘 и переходя к пределу при 𝑘 → ∞, получим, в силу огра-

ниченности всех производных чисел 𝜆[𝑥𝑖](𝑡), 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, требуемое представление.  

Пусть 𝑥 – внутренняя точка области определения функции 𝑓, и 𝑙 – произвольный 

единичный вектор. 

Определение 4. Число 𝜆 будем называть производным числом функции 𝑓 в точке 

𝑥 по направлению 𝑙, если существует сходящаяся к нулю при 𝑘 → ∞ последовательность 

{𝑡𝑘}, 𝑡𝑘 ≠ 0, такая, что 

lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥 + 𝑡𝑘𝑙) − 𝑓(𝑥)

𝑡𝑘
= 𝜆. 

То обстоятельство, что 𝜆 есть производное число функции 𝑓 в точке 𝑥 по направ-

лению 𝑙, будем записывать как 

𝜆 = 𝜆𝑙[𝑓](𝑥). 
Если в точке 𝑥 все частные производные числа функции 𝑓 ограничены, то, в силу 

теоремы 2, 

𝜆𝑙[𝑓](𝑥) = 𝜆𝑥[𝑓](𝑥) ⋅ 𝑙, 
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где через 𝜆𝑥[𝑓](𝑥) обозначен 𝑛-мерный вектор, представляющий собой набор частных 

производных чисел функции 𝑓 по переменным 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, в точке 𝑥, реализуе-

мых на общей последовательности {𝑡𝑘}. 

Теперь рассмотрим случай, когда 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, зависят не от одной перемен-

ной 𝑡, а от нескольких переменных, например, 

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑡, 𝑠),   𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 
После подстановки функций 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, в функцию 𝑓 будем иметь некото-

рую функцию 𝑢(𝑓(𝑥(𝑡, 𝑠))) от двух переменных 𝑡 и 𝑠. Возникает вопрос, можно ли вы-

разить частные производные числа функции 𝑢 через частные производные числа функ-

ций 𝑓 и 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛? 

Теорема 3. Пусть все частные производные числа функций 𝑓 в точке 𝑥 и функций 

𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2,…, 𝑛, в точке (𝑡, 𝑠) ограничены. Тогда имеют место представления:  

𝜆𝑡[𝑢](𝑡, 𝑠) = ∑ 𝜆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

[𝑓](𝑥) ⋅ 𝜆𝑡[𝑥𝑖](𝑡, 𝑠),       

𝜆𝑠[𝑢](𝑡, 𝑠) = ∑ 𝜆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

[𝑓](𝑥) ⋅ 𝜆𝑠[𝑥𝑖](𝑡, 𝑠). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Придадим переменным 𝑡  и 𝑠  произвольные приращения 

Δ𝑡 и Δ𝑠. Тогда 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, получат соответственные приращения Δ𝑥𝑖. 

Представим разность 𝑢(𝑡 + Δ𝑡, 𝑠 + Δ𝑠) − 𝑢(𝑡, 𝑠) в двух формах: 

𝑢(𝑡 + Δ𝑡, 𝑠 + Δ𝑠) − 𝑢(𝑡, 𝑠) = 𝜆𝑡[𝑢](𝑡, 𝑠; Δ𝑡, Δ𝑠)Δ𝑡 + 𝜆𝑠[𝑢](𝑡, 𝑠; Δ𝑡, Δ𝑠)Δ𝑠 

и 

𝑢(𝑡 + Δ𝑡, 𝑠 + Δ𝑠) − 𝑢(𝑡, 𝑠) = 𝑓(𝑥1 + Δ𝑥1, … , 𝑥𝑛 + Δ𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 

= ∑ 𝜆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

[𝑓](𝑥1, … , 𝑥𝑛; Δ𝑥1, … , Δ𝑥𝑛)[𝜆𝑡[𝑥𝑖](𝑡, 𝑠)Δ𝑡 + 𝜆𝑠[𝑥𝑖](𝑡, 𝑠)Δ𝑠]. 

Вычитая из первого представления второе и приравнивая к нулю коэффициенты 

при Δ𝑡 и Δ𝑠 (это можно делать, так как Δ𝑡 и Δ𝑠 произвольны и независимы), получим 

два соотношения: 

𝜆𝑡[𝑢](𝑡, 𝑠) = ∑ 𝜆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

[𝑓](𝑥1, … , 𝑥𝑛) ⋅ 𝜆𝑡[𝑥𝑖](𝑡, 𝑠), 

𝜆𝑠[𝑢](𝑡, 𝑠) = ∑ 𝜆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

[𝑓](𝑥1, … , 𝑥𝑛) ⋅ 𝜆𝑠[𝑥𝑖](𝑡, 𝑠). 

Выбирая теперь сходящуюся к нулю последовательность {Δ𝑡𝑘, Δ𝑠𝑘}, на которой ре-

ализуются, например, 𝜆𝑡[𝑢](𝑡, 𝑠), 𝜆𝑥𝑖
[𝑓](𝑥) и 𝜆𝑡[𝑥𝑖](𝑡, 𝑠), и переходя в первом из двух по-

лученных выше равенств к пределу при 𝑘 → ∞, убеждаемся в справедливости первого 

из доказываемых представлений. Справедливость второго представления проверяется 

аналогично.  

Теорема об устойчивости движения 

Пусть движение объекта описывается системой дифференциальных уравнений 

вида: 

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥),  𝑓(𝑡, 0) ≡ 0,      (1) 

где 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑇 – 𝑛-мерный вектор фазовых переменных, 𝑡 – время. Сформулируем 

сначала вспомогательную теорему. 

Теорема 4. Пусть функция 𝑓 в области 

 𝑡 ≥ 0, |𝑥| < 𝐻  (𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0)      (2) 
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имеет ограниченные частные производные числа. Тогда решение 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0) системы 

(1), начинающееся в момент 𝑡0 > 0 в точке 𝑥0(∥ 𝑥0 ∥< 𝐻), имеет ограниченные част-

ные производные числа по начальным данным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение системы (1) запишем в интегральной форме Воль-

терры 

𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0) = 𝑥0 + ∫ 𝑓
𝑡

𝑡0

(𝜏, 𝑥(𝜏; 𝑡0, 𝑥0))𝑑𝜏. 

Отсюда, с учетом теорем 2 и 3, имеем 

𝜆𝑥0
[𝑥](𝑡; 𝑡0, 𝑥0) = 𝜆𝑥0

[𝑥0] + ∫ 𝜆𝑥

𝑡

𝑡0

[𝑓](𝜏, 𝑥(𝜏; 𝑡0, 𝑥0)) ⋅ 𝜆𝑥0
[𝑥](𝜏; 𝑡0, 𝑥0)𝑑𝜏. 

Тогда имеет место неравенство 

∥ 𝜆𝑥0
[𝑥](𝑡; 𝑡0, 𝑥0) ∥≤∥ 𝜆𝑥0

[𝑥0] ∥ + ∫ ∥
𝑡

𝑡0

𝜆𝑥[𝑓](𝜏, 𝑥(𝜏; 𝑡0, 𝑥0)) ∥⋅∥ 𝜆𝑥0
[𝑥](𝜏; 𝑡0, 𝑥0)𝑑𝜏 ∥. 

Применяя к последнему неравенству лемму Гронуолла [22] и учитывая ограничен-

ность частных производных чисел 𝜆𝑥[𝑓](𝑡, 𝑥), убеждаемся в ограниченности частных 

производных чисел𝜆𝑥0
[𝑥](𝑡, 𝑡0, 𝑥0). Ограниченность частных производных чисел по 𝑡0 

доказывается аналогично.  

Теперь, используя результаты доказанной выше теоремы, сформулируем и дока-

жем теорему об устойчивости нулевого решения динамической системы (1). 

Теорема 5. Если в области (2) функция 𝑓 имеет ограниченные частные производ-

ные числа, тогда для того, чтобы решение 𝑥 = 0 системы (1) было устойчивым по Ля-

пунову, необходимо и достаточно, чтобы существовала положительно определенная 

функция 𝑉(𝑡, 𝑥), частные производные числа которой в силу системы (1) были бы непо-

ложительными. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  

Необходимость. При доказательстве воспользуемся методом, предложенным К.П. 

Персидским [3]. Наряду с (1) рассмотрим систему 

𝑦̇ = 𝑔(𝑡, 𝑦) = 𝑓(𝑡, 𝑦)𝜙(𝑦),      (3) 

где 𝜙 – скалярная непрерывно дифференцируемая функция, удовлетворяющая условию 

𝜙(𝑦) = {
1 : ∥ 𝑦 ∥≤ ℎ
0 : 𝐻1 ≤∥ 𝑦 ∥≤ 𝐻,

(0 < ℎ < 𝐻1 < 𝐻),0 ≤ 𝜙 ≤ 1.  (4) 

Через 𝑦(𝑡; 𝑡0, 𝑦0) обозначим решение системы (3), начинающееся в точке 𝑦0  при 

𝑡 = 𝑡0. 

Из (4), очевидно, следует, что для любой точки (𝑡, 𝑥) из области (2) ни при каком 

𝜏 ≥ 0 не может нарушиться неравенство ∥ 𝑦(𝜏; 𝑡, 𝑥) ∥≤ 𝐻1. Это означает, что функция 

𝑦(𝜏; 𝑡, 𝑥) определена при всех 𝜏 ≥ 0, откуда следует, что функция 𝑦(0; 𝑡, 𝑥) определена в 

области (2). 

Положим 

𝑉(𝑡, 𝑥) =∥ 𝑦(0; 𝑡, 𝑥) ∥2.     (5) 

Из теоремы 4 следует, что функция 𝑉(𝑡, 𝑥) имеет ограниченные частные производ-

ные числа. 

Согласно (4), правые части систем (1) и (3) в области (2) совпадают, а следова-

тельно, в этой области совпадают и частные производные числа функции (5) в силу этих 

систем. 

Отсюда, учитывая формулу 

𝜆𝑡[𝑉](𝑡, 𝑥) = {𝜆𝜏[𝑉](𝜏, 𝑥(𝜏; 𝑡, 𝑥))}𝜏=𝑡, 
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которая следует из [8], а также свойство единственности решения, которое следует из 

ограниченности частных производных чисел функции 𝑓, 

𝑥(𝑡; 𝜏, 𝑥(𝜏; 𝑡0, 𝑥0)) = 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0),     (6) 

получаем 

𝜆𝑡[𝑉](1)(𝑡, 𝑥) = 𝜆𝑡[𝑉](3)(𝑡, 𝑥) = {𝜆𝜏[∥ 𝑦 ∥2](0; 𝜏, 𝑦(𝜏; 𝑡, 𝑥))}𝜏=𝑡 = {𝜆𝜏[∥ 𝑦 ∥2](0; 𝑡, 𝑥)}𝜏=𝑡. 

Теперь нам осталось показать, что функция (5) положительно определенная. Так 

как движение 𝑥 = 0 системы (1) устойчиво, а следовательно, и движение 𝑦 = 0 системы 

(3) устойчиво, то для любого 𝜖, 0 < 𝜖 ≤ ℎ, существует 𝛿(𝜖) > 0. такое, что из ∥ 𝑥 ∥< 𝛿 

следует ∥ 𝑦(𝑡; 0, 𝑥) ∥< 𝜖 при всех 𝑡 ≥ 0. 

Покажем, что если 𝑡 ≥ 0, 𝜖 ≤∥ 𝑥 ∥≤ ℎ, то ∥ 𝑦(0; 𝑡, 𝑥) ∥≥ 𝛿. 

Пусть, напротив, существует точка (𝑡∗, 𝑥∗), для которой 𝑡∗ ≥ 0, 𝜖 ≤∥ 𝑥∗ ∥≤ ℎ, но  

∥ 𝑦(0; 𝑡∗, 𝑥∗) ∥< 𝛿. Отсюда, в силу устойчивости движения 𝑦 = 0 системы (3), следует, 

что выполняется неравенство ∥ 𝑦(𝑡; 0, 𝑦(0; 𝑡∗, 𝑥∗)) ∥< 𝜖 при всех 𝑡 ≥ 0, или, согласно 

(6), ∥ 𝑦(𝑡; 𝑡∗, 𝑥∗) ∥< 𝜖. Полагая в этом неравенстве 𝑡 = 𝑡∗, получаем  

∥ 𝑦(𝑡∗; 𝑇∗, 𝑥∗) ∥=∥ 𝑥∗ ∥< 𝜖, 

что противоречит выбору точки (𝑡∗, 𝑥∗). 

Пусть теперь ℎ > 𝜖1 > 𝜖2 > ⋯ > 𝜖𝑠 > ⋯ – такая последовательность положитель-

ных чисел, что 𝜖𝑠 → 0 при 𝑠 → ∞. Согласно предыдущему, существует последователь-

ность 𝛿1 > 𝛿2 > ⋯ > 𝛿𝑠 > ⋯,𝛿𝑠 > 0 , 𝛿𝑠 → 0 при 𝑠 → ∞ , для которой ∥ 𝑦(0; 𝑡, 𝑥) ∥≥ 𝛿𝑠 

при 𝜖𝑠+1 ≤∥ 𝑥 ∥≤ 𝜖𝑠. Но в таком случае в области (2) выполняется неравенство  

∥ 𝑦(0; 𝑡, 𝑥) ∥≥ 𝜇(∥ 𝑥 ∥), 𝜇(𝑟) ∈ ℋ, где, например, можно положить 

𝜇(∥ 𝑥 ∥) = 𝛿𝑠+1 +
𝛿𝑠 − 𝛿𝑠+1

𝜖𝑠 − 𝜖𝑠+1
(∥ 𝑥 ∥ −𝜖𝑠+1) 

при 𝜖𝑠+1 ≤∥ 𝑥 ∥≤ 𝜖𝑠. Следовательно, функция (5) положительно определена. 

Достаточность. Пусть имеется функция 𝑉(𝑡, 𝑥), для которой существует положи-

тельно-определенная функция 𝑊(𝑥), удовлетворяющая в области (2) ограничению 

𝑉(𝑡, 𝑥) ≥ 𝑊(𝑥).      (7) 

Выберем произвольные 𝜖, 𝐻 > 𝜖 > 0, и обозначим через 𝑙 точную нижнюю грань 

функции 𝑊(𝑥) на сфере ∥ 𝑥 ∥= 𝜖. Функция 𝑉(𝑡0, 𝑥) не зависит явно от времени, непре-

рывна и 𝑉(𝑡0, 0) = 0. Следовательно, для числа 𝑙 > 0 найдется такое 𝛿(𝜖, 𝑡0) > 0, что 

при ∥ 𝑥 ∥< 𝛿 будет выполняться неравенство 

𝑉(𝑡0, 𝑥) < 𝑙.       (8) 

По условию теоремы 𝜆𝑡[𝑉](𝑡, 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0)) ≤ 0 в области (2). В силу теоремы 1 это 

означает, что на решениях системы (1) в области (2) функция 𝑉(𝑡, 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0)) не возрас-

тает. Тогда из только что сказанного следует, что если начальное значение 𝑥0 решения 

𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0) выбрано согласно неравенству ∥ 𝑥0 ∥< 𝛿, то 𝑉(𝑡, 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0)) не может поки-

нуть 𝜖–сферы точки 0, поскольку на основании неравенств (7) и (8) имеем 

𝑊(𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0)) ≤ 𝑉(𝑡, 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0)) ≤ 𝑉(𝑡0, 𝑥0) < 𝑙. 
Поскольку 𝑙 – точная нижняя грань функции 𝑊(𝑥) на сфере ∥ 𝑥 ∥= 𝜖, то для всех 

𝑡 ≥ 𝑡0 будет выполняться условие ∥ 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0) ∥< 𝜖, что и доказывает устойчивость ре-

шения 𝑥 = 0 системы (1).  

Заключение 

В статье предлагается использовать для анализа поведения решений систем диф-

ференциальных уравнений аппарат производных чисел. Приведенные в работе теоремы 

и положения позволили сформулировать и доказать необходимые и достаточные усло-

вия устойчивости нулевого решения уравнений динамической системы в терминах этой 

теории. На основании этого можно сделать вывод, что предложенный подход позволяет 
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ослабить ограничения на степень гладкости исследуемых систем, делая возможным 

практически классическими методами исследовать более широкий класс систем, не тре-

буя дифференцируемости правых частей исследуемых систем уравнений. 

Список источников 

1. Ляпунов А. М. Общая задача об устойчивости движения. М.: Гостехиздат, 1950. 472 с. 

2. Четаев Н. Г. Устойчивость движения. 3-е изд. М.: Гостехиздат, 1955. 208 с. 

3. Персидский К.П. Об одной теореме Ляпунова // ДАН СССР. 1937. Т. 14, № 9. С. 541– 

544. 

4. Красовский Н. Н. Некоторые задачи теории устойчивости движения. М.: Физматгиз, 

1959. 211 с. 

5. Малкин И. Г. Теория устойчивости движения. М.: Наука, 1966. 530 с. 

6. Натансон И. П. Теория функций вещественной переменной. М., Наука, 1974. 480 c. 

7. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Sharlay A. Derived numbers of one variable convex func-

tions // Italian journal of pure and applied mathematics. 2019. Vol. 41. P. 649–662.  

8. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Sharlay A. About stability of selector linear differential 

inclusions // AIP Conference Proceedings. 2018. Vol. 2040. Art. № 150013.  

9. Alferov G. V., Ivanov G. G., Efimova P. A., Sharlay A. S. Stability of linear systems with 

multitask right-hand member (Book Chapter) // Stochastic Methods for estimation and prob-

lem solving in engineering. 2018. P. 74–112.  

10. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Korolev V. Possible solutions of a linear homogeneous sys-

tem of differential equations // AIP Conference Proceedings. 2020. Vol. 2293. 

Art. № 060002.  

11. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Korolev V. Investigation of the stability of solutions of sys-

tems of ordinary differential equations // AIP Conference Proceedings. 2020. Vol. 2293. 

Art. № 060004.  

12. Иванов Г. Г., Алфёров Г. В., Ефимова П. А. Условия устойчивости линейных однород-

ных систем с переключениями // Вестник Пермского Университета. Математика. Ме-

ханика. Информатика. 2016. № 3(34). С. 37–48. 

13. Иванов Г. Г., Алфёров Г. В., Ефимова П. А. Устойчивость селекторно-линейных диф-

ференциальных включений // Вестник Пермского Университета. Математика. Меха-

ника. Информатика. 2017. № 2(37). C. 25–30. 

14. Иванов Г. Г., Алфёров Г. В., Королёв В. С. Об устойчивости решений системы линей-

ных дифференциальных уравнений // Вестник Пермского Университета. Математика. 

Механика. Информатика. 2022, № 2(57). С. 31–39. 

15. Иванов Г. Г., Алфёров Г. В., Королёв В. С. Теорема об области асимптотической устой-

чивости и ее приложения // Вестник Пермского университета. Математика. Меха-

ника. Информатика. 2022. № 1(56). С. 5–13. 

16. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Korolev V. About of the asymptotical stability of solutions 

of systems of ordinary differential equations // AIP Conference Proceedings. 2020. 

Vol. 2293. Art. № 060005.  

17. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Sharlay A. Stabilization of the program motion of control 

object with elastically connected elements // AIP Conference Proceedings. 2018. Vol. 2040. 

Art. № 150014.  

18. Ivanov G., Alferov G., Sharlay A., Efimova P. Conditions of Asymptotic Stability for Linear 

Homogeneous Switched System // AIP Conference Proceedings (ICNAAM-2017). 2017. 

Vol. 1863. Art. № 080002. DOI: 10.1063/1.4992263. 

19. Иванов Г. Г., Алфёров Г. В., Королев В. С. Стабилизация программных движений си-

стем переменной структуры // Вестник Пермского университета. Математика. Меха-

ника. Информатика. 2023. № 2(61). С. 16–28. 



Производные числа и устойчивость решений динамических систем 

15 

20. Kulakov F., Kadry S., Alferov G., Sharlay A. Bilateral remote control over space manipula-

tors // AIP Conference Proceedings. 2018. Vol. 2040. Art. № 150015. 

21. Математическая энциклопедия / гл. ред. И. М. Виноградов. Москва: Советская энцик-

лопедия, 1977–1985. (Энциклопедии. Словари. Справочники). 1982. 1184 с. 

22. Богданов Ю. С. Лекции по дифференциальным уравнениям. "Вышэйшая Школа", 

Минск, 1977. 240 с. 

References 

1. Lyapunov, A. M. (1950), The General Problem of Stability of Motion [Obshchaya 

zadacha ob ustoychivosti dvizheniya], Gostekhizdat, Moscow, 472 p. 

2. Chetaev, N. G. (1955), Stability of Motion [Ustoychivost dvizheniya], 3rd ed., 

Gostekhizdat, Moscow, 208 p. 

3. Persidskiy, K. P. (1937), "On a Lyapunov Theorem" [Ob odnoy teoreme Lyapunova], 

Reports of the USSR Academy of Sciences [DAN SSSR], no 14(9), pp. 541–544. 

4. Krasovskiy, N. N. (1959), Some Problems of the Theory of Stability of Motion 

[Nekotorye zadachi teorii ustoychivosti dvizheniya], Fizmatgiz, Moscow, 211 p. 

5. Malkin, I. G. (1966), Theory of Stability of Motion [Teoriya ustoychivosti dvizheniya], 

Nauka, Moscow, 530 p. 

6. Natanson, I. P. (1974), Theory of Functions of a Real Variable [Teoriya funktsiy vesh-

chestvennoy peremennoy], Nauka, Moscow, 480 p. 

7. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G. and Sharlay, A. (2019), "Derived numbers of one 

variable convex functions", Italian Journal of Pure and Applied Mathematics, no 41, 

pp. 649–662. 

8. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G. and Sharlay, A. (2018), "About stability of selector 

linear differential inclusions", AIP Conference Proceedings, no 2040, Art. no 150013. 

9. Alferov, G. V., Ivanov, G. G., Efimova, P. A. and Sharlay, A. S. (2018), "Stability of 

linear systems with multitask right-hand member (Book Chapter)", in Stochastic Meth-

ods for Estimation and Problem Solving in Engineering, pp. 74–112. 

10. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G. and Korolev, V. (2020), "Possible solutions of a lin-

ear homogeneous system of differential equations", AIP Conference Proceedings, 

no 2293, Art. no 060002. 

11. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G. and Korolev, V. (2020), "Investigation of the stability 

of solutions of systems of ordinary differential equations", AIP Conference Proceed-

ings, no 2293, Art. no 060004. 

12. Ivanov, G. G., Alferov, G. V. and Efimova, P. A. (2016), "Stability Conditions for Lin-

ear Homogeneous Systems with Switching" [Usloviya ustoychivosti lineynykh od-

norodnykh sistem s pereklyucheniyami], Bulletin of Perm University. Mathematics. Me-

chanics. Informatics [Vestnik Permskogo Universiteta. Matematika. Mekhanika. In-

formatika], no 3(34), pp. 37–48. 

13. Ivanov, G. G., Alferov, G. V. and Efimova, P. A. (2017), "Stability of Selector-Linear 

Differential Inclusions" [Ustoychivost selektorno-lineynykh differentsialnykh 

vklyucheniy], Bulletin of Perm University. Mathematics. Mechanics. Informatics [Vest-

nik Permskogo Universiteta. Matematika. Mekhanika. Informatika], no 2(37), pp. 25–

30. 

14. Ivanov, G. G., Alferov, G. V. and Korolev, V. S. (2022), "On the Stability of Solutions 

of a System of Linear Differential Equations" [Ob ustoychivosti resheniy sistemy 

lineynykh differentsialnykh uravneniy], Bulletin of Perm University. Mathematics. Me-

chanics. Informatics [Vestnik Permskogo Universiteta. Matematika. Mekhanika. In-

formatika], no 2(57), pp. 31–39. 



Г. В. Алфёров, Г. Г. Иванов, В. С. Королёв, И. Ю. Потоцкая 

16 

15. Ivanov, G. G., Alferov, G. V. and Korolev, V. S. (2022), "A Theorem on the Domain 

of Asymptotic Stability and Its Applications" [Teorema ob oblasti asimptoticheskoy 

ustoychivosti i ee prilozheniya], Bulletin of Perm University. Mathematics. Mechanics. 

Informatics [Vestnik Permskogo universiteta. Matematika. Mekhanika. Informatika], 

no 1(56), pp. 5–13. 

16. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G. and Korolev, V. (2020), "About of the asymptotical 

stability of solutions of systems of ordinary differential equations", AIP Conference 

Proceedings, no 2293, Art. no 060005. 

17. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G. and Sharlay, A. (2018), "Stabilization of the program 

motion of control object with elastically connected elements", AIP Conference Proceed-

ings, no 2040, Art. no 150014. 

18. Ivanov, G., Alferov, G., Sharlay, A. and Efimova, P. (2017), "Conditions of Asymptotic 

Stability for Linear Homogeneous Switched System", AIP Conference Proceedings (IC-

NAAM-2017), no 1863, Art. no 080002, DOI:  10.1063/1.4992263.  

19. Ivanov, G. G., Alferov, G. V. and Korolev, V. S. (2023), "Stabilization of Program Mo-

tions of Variable Structure Systems" [Stabilizatsiya programmnykh dvizheniy sistem 

peremennoy struktury], Bulletin of Perm University. Mathematics. Mechanics. Infor-

matics [Vestnik Permskogo universiteta. Matematika. Mekhanika. Informatika], 

no 2(61), pp. 16–28. 

20. Kulakov, F., Kadry, S., Alferov, G. and Sharlay, A. (2018), "Bilateral remote control 

over space manipulators", AIP Conference Proceedings, no 2040, Art. no 150015. 

21. Vinogradov, I. M. (ed.) (1977–1985), Mathematical Encyclopedia [Matematicheskaya 

entsiklopediya], Moscow: Soviet Encyclopedia [Sovetskaya entsiklopediya], 1184 p. 

22. Bogdanov, Yu. S. (1977), Lectures on Differential Equations [Lektsii po differentsi-

alnym uravneniyam], Minsk: Vysshaya Shkola ["Vysheshnaya Shkola"], 240 p. 

Информация об авторах:  

Г. В. Алфёров – кандидат физико-математических наук; старший преподаватель ка-

федры механики управляемого движения факультета ПМ-ПУ Санкт-Петербургского 

государственного университета (198504, Россия, г. Санкт-Петербург, Петергоф, Уни-

верситетский пр., д. 35), eLibrary AuthorID: 11754, ORCID: 0000-0002-3989-7850, Sco-

pus Author ID: 56651918300; 

Г. Г. Иванов – кандидат физико-математических наук; научный сотрудник кафедры 

механики управляемого движения факультета ПМ-ПУ Санкт-Петербургского госу-

дарственного университета (198504, Россия, г. Санкт-Петербург, Петергоф, Универ-

ситетский пр., д. 35), eLibrary AuthorID: 818451, ORCID: 0000-0003-2808-7913, Scopus 

Author ID: 57193393962; 

В. С. Королёв – кандидат физико-математических наук; доцент кафедры механики 

управляемого движения факультета ПМ-ПУ Санкт-Петербургского государственного 

университета (198504, Россия, г. Санкт-Петербург, Петергоф, Университетский пр., 

д. 35), eLibrary AuthorID: 11786, ORCID: 0000-0001-5812-1794, Scopus Author 

ID: 56651788200; 

И. Ю. Потоцкая – кандидат физико-математических наук; доцент кафедры механики 

управляемого движения факультета ПМ-ПУ Санкт-Петербургского государственного 

университета (198504, Россия, г. Санкт-Петербург, Петергоф, Университетский пр., 

д. 35), eLibrary AuthorID: 11794, ORCID: 0000-0002-3012-9740, Scopus Author 

ID: 56652325100. 

Information about the authors: 

G. V. Alferov – Candidate of Sciences (Physics and Mathematics); Senior Lecturer at the 

Department of Mechanics of Controlled Motion, Faculty of PM-PU (Applied Mathematics 



Производные числа и устойчивость решений динамических систем 

17 

and Control Processes), St. Petersburg State University (35, Universitetskiy prospekt, Pe-

terhof, St. Petersburg, 198504, Russia), eLibrary AuthorID: 11754, ORCID: 0000-0002-

3989-7850, Scopus Author ID: 56651918300; 

G. G. Ivanov – Candidate of Sciences (Physics and Mathematics); Researcher at the De-

partment of Mechanics of Controlled Motion, Faculty of PM-PU (Applied Mathematics 

and Control Processes), St. Petersburg State University (35, Universitetskiy prospekt, Pe-

terhof, St. Petersburg, 198504, Russia), eLibrary AuthorID: 818451, ORCID: 0000-0003-

2808-7913, Scopus Author ID: 57193393962; 

V. S. Korolev – Candidate of Sciences (Physics and Mathematics); Associate Professor of 

the Department of Mechanics of Controlled Motion, Faculty of PM-PU (Applied Mathe-

matics and Control Processes), St. Petersburg State University (35, Universitetskiy 

prospekt, Peterhof, St. Petersburg, 198504, Russia), eLibrary AuthorID: 11786, ORCID: 

0000-0001-5812-1794, Scopus Author ID: 56651788200; 

I. Yu. Pototskaya − Candidate of Sciences (Physics and Mathematics); Associate Professor 

at the Department of Mechanics of Controlled Motion, Faculty of PM-PU (Applied Math-

ematics and Control Processes), St. Petersburg State University (35, Universitetskiy 

prospekt, Peterhof, St. Petersburg, 198504, Russia), eLibrary AuthorID: 11794, ORCID: 

0000-0002-3012-9740, Scopus Author ID: 56652325100. 



ВЕСТНИК ПЕРМСКОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2026                                       Математика. Механика. Информатика                                       3(74) 

18 

 

Научная статья 

УДК 519.644; 519.644.7; 519.21; 519.23 

DOI: 10.17072/1993-0550-2026-3-18-29 

https://elibrary.ru/nvfgfy 
 

Квадратурная формула для сингулярных интегралов  

с ядром Гильберта1 
Виктор Николаевич Орлов1, Александр Яковлевич Корнилов2, 

Сергей Константинович Иванов3, Анна Владимировна Лановая4 

1 Национальный исследовательский Московский государственный строительный  
Университет, Москва, Россия 
2, 3, 4 Московский государственный университет технологий и управления  
им. К. Г. Разумовского, Москва, Россия  
1 orlovvn@mgsu.ru 
2 a.kornilov@mgutm.ru 
3 sergey.k.ivanov@gmail.com 
4 anna.lanovaja@mail.ru 
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Abstract. This paper presents an interpolation-type quadrature formula for integrals with a 
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Введение 

Фундаментальные основы теории сингулярных интегральных уравнений и их мно-

гочисленные     приложения     подробно     изложены     в     классических     трудах    

Н. И. Мусхелишвили [1, 2], И. Н. Векуа [3], Ф. Д. Гахова [4] и других авторов. Задача 

получения конструктивных решений, доведенных до числового результата, неодно-

кратно определялась ведущими математиками как одно из приоритетных направлений 

исследований.    В частности, важность "доведения    до    числа" подчеркивали    

Н. И. Мусхелишвили, М. А. Лаврентьев и И. Н. Векуа. Пионерские результаты в данной 

области были представлены М. А. Лаврентьевым в работе 1932 года [5]. В предисловии 

к этой работе академик С. А. Чаплыгин указал на высокую значимость полученных ре-

зультатов для практики и выразил надежду на дальнейшее развитие исследований в этом 

направлении.  Значение работы М. А. Лаврентьева получило высокую оценку и в трудах 

Н. И. Мусхелишвили, который во всех изданиях своей монографии [2] неизменно отме-

чал, что разработка приближенных методов решения сингулярных интегральных уравне-

ний является одной из наиболее актуальных задач современной теории. Существенный 

прогресс в развитии вычислительных подходов, вызванный потребностями прикладных 

задач, связан с исследованиями С. М. Белоцерковского (1954 г.) в области аэродинамики. 

Эти работы заложили основы метода дискретных особенностей − эффективного числен-

ного метода решения сингулярных интегральных уравнений, получившего в настоящее 

время широкое распространение и признание. Отдельного упоминания заслуживает 

также значительный вклад академика С. Л. Соболева в развитие теории квадратурных и 

кубатурных формул [6], составивший теоретическую базу для последующего обоснова-

ния многих численных алгоритмов. Сингулярные интегральные уравнения являются 

универсальным языком описания широкого круга физических явлений, характеризую-

щихся наличием особенностей, и служат основой для построения высокоточных числен-

ных моделей. Аналитические решения таких задач, как правило, представимы в виде 

сингулярных интегралов с известными ядрами. 

В классической теории сингулярных интегральных уравнений часто используются 

неконструктивные методы: предельные переходы, принцип исключенного третьего, ап-

проксимации без оценки погрешности. В рамках конструктивной математики и теории 

алгоритмов [7] требуется, чтобы все построения были эффективно вычислимы, а сходи-

мость − конструктивно обоснована. 
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В данной работе предлагается квадратурная формула, удовлетворяющая принци-

пам конструктивного анализа: узлы сетки вычислимы; веса формулы выражаются через 

элементарные функции; отсутствует деление на величины, которые могут обратиться в 

нуль в недетерминированных точках; интеграл понимается в смысле главного значения, 

но с явной вычислимой оценкой. 

Отметим, что в работе [8] получена следующая квадратурная формула: 

∫
𝜑(𝑡, 𝑥)

sin(𝑡 − 𝑥)

𝜋

0

 𝑑𝑡 ≈
𝜋

2𝑛 + 1
∑

𝜑(𝑡𝑘, 𝑥)

sin(𝑡𝑘 − 𝑥)

2𝑛

𝑘=0

[1 − (−1)𝑘cos 𝑡𝑘 ⋅
cos(2𝑛 + 1) 𝑥

cos 𝑥
], (1) 

где  

𝑡𝑘 =
𝜋𝑘

2𝑛 + 1
, 𝑘 = 0, 1, … , 2𝑛. 

Следует отметить, что соотношение (1) для некоторых значений аргумента 𝑥 приводит к 

потере точности из-за деления на cos 𝑥 в знаменателе. Вторым недостатком квадратурной фор-

мулы (1) является особенность, возникающая при 𝑥 = 𝜋/2, где cos 𝑥 = 0 и cos(2𝑛 + 1)𝑥 также 

равен нулю. Указанные особенности актуализируют получение новых квадратурных формул, 

позволяющих исключить эти ситуации. 

Следует отметить также квадратурную формулу [9] интерполяционного типа, не со-

держащую деления на cos 𝑥: 

∫
𝜑(𝑡, 𝑥)

sin(𝑡 − 𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑡 ≈
𝜋

𝑚
∑ 𝜑(

𝑚−1

𝑘=0

𝑡𝑘, 𝑥)ctg
𝑡𝑘 − 𝑥

2
, 𝑚 = 2𝑛. 

Данная формула является приближенной, о точности которой автор в своей работе ничего 

не конкретизирует, кроме того, что в пределе она стремится к нулю. Это информация не 

применима для практического применения и не позволяет определить значение 𝑛 в квад-

ратурной формуле для заданной точности в расчетах. В формуле веса содержат котан-

генс, что при 𝑡𝑘 ≈ 𝑥 требует отдельной аналитической обработки особенности.   

Конструктивная постановка задачи и метод решения 

Рассмотрим некоторую непрерывную по своим аргументам функцию 𝐹(𝑡, 𝑥)  на 

квадрате [0, 𝜋] × [0, 𝜋], за исключением 𝑡 = 𝑥 , где она имеет сингулярные особенности 

вида sin(𝑡 − 𝑥). Пусть 𝐹(𝑡, 𝑥) является 𝜋 − периодической по каждой переменной, т. е. 

𝐹(𝜋 + 𝑡, 𝑥) = 𝐹(𝑡, 𝑥),      𝐹(𝑡, 𝜋 + 𝑥) = 𝐹(𝑡, 𝑥). (2) 

Требуется вычислить (в смысле вычислимой аппроксимации) значение интеграла: 

𝐼(𝑥) = ∫ 𝐹(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡.
𝜋

0

  (3) 

В силу периодичности функции 𝐹(𝑡, 𝑥) имеем следующее представление: 

𝐹(𝑡, 𝑥) =
𝜑(𝑡, 𝑥)

sin(𝑡 − 𝑥)
,  

где 𝜑(𝑡, 𝑥) − вычислимая функция на всем квадрате [0, 𝜋] × [0, 𝜋] функция, удовлетворя-

ющая условиям:  

𝜑(2𝜋 + 𝑡, 𝑥) = −𝜑(𝑡, 𝑥),      𝜑(𝑡, 2𝜋 + 𝑥) = −𝜑(𝑡, 𝑥). (4) 

Поэтому интеграл (3) можно представить в виде: 

𝐼(𝑥) = ∫
𝜑(𝑡, 𝑥)

sin(𝑡 − 𝑥)
𝑑𝑡.

𝜋

0

 
   

(5) 

Замечание. Ядро 
1

sin(𝑡 − 𝑥)
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называется ядром Гильберта для периодических функций на отрезке [0, 𝜋]. Оно имеет 

особенность первого порядка при 𝑡 = 𝑥. Интеграл понимается как главное значение по 

Коши, но в конструктивной формулировке мы заменяем его конечной суммой с оценкой 

погрешности. 

При фиксированном значении 𝑥 функцию 𝜑(𝑡, 𝑥) будем рассматривать как функ-

цию по переменной  𝑡  на интервале [0, 𝜋]. В силу периодичности ядра интегрального 

оператора удобно использовать тригонометрические полиномы. 

Обозначим 𝜓(𝑡) = 𝜑(𝑡, 𝑥). Введем 𝑁 = 2𝑛 + 1 равноотстоящих узлов на периоде: 

𝑡𝑘 =
𝜋𝑘

2𝑛 + 1
, 𝑘 = 0, 1, … , 2𝑛. 

 

(6) 

Построим тригонометрический интерполяционный полином  𝜓𝑛(𝑡), интерполиру-

ющий функцию 𝜓(𝑡) в узлах 𝑡𝑘. Для нечетного числа узлов на периоде [0, 𝜋] ядро интер-

поляционного процесса может быть представлено в виде  

𝜓𝑛(𝑡) = ∑ 𝜓(

2𝑛

𝑘=0

𝑡𝑘) ⋅ ℓ𝑘(𝑡),  

где  ℓ𝑘(𝑡)  – фундаментальные полиномы Лагранжа, соответствующие тригонометриче-

ской   интерполяции.  При   равномерном распределении узлов с шагом  ℎ =
𝜋

2𝑛+1
  ука-

занные базисные функции принимают вид: 

ℓ𝑘(𝑡) =
1

2𝑛 + 1

sin ((𝑛 +
1
2) (𝑡 − 𝑡𝑘))

sin (
1
2

(𝑡 − 𝑡𝑘))

, (7) 

что представляет собой классическое ядро Дирихле. Однако для последующего интегри-

рования с ядром  

1/sin(𝑡 − 𝑥) 

более удобной оказывается эквивалентная форма записи, использующая произведение 

синусов. Применяя тригонометрические преобразования, интерполяционную формулу 

можно привести к следующему виду: 

𝜑(𝑡, 𝑥) ≈
2𝜋

2𝑛 + 1
∑ 𝜑(

2𝑛

𝑘=0

𝑡𝑘, 𝑥) ⋅
sin((𝑛 + 1)(𝑡𝑘 − 𝑡))sin(𝑛(𝑡𝑘 − 𝑡))

sin(2(𝑡𝑘 − 𝑡))
. 

  

(8) 

Подставим аппроксимацию (8) в исходный интеграл (5): 

𝐼 ≈ ∫ (
2𝜋

2𝑛 + 1
∑ 𝜑

2𝑛

𝑘=0

(𝑡𝑘 , 𝑥) ⋅
sin((𝑛 + 1)(𝑡𝑘 − 𝑡))sin(𝑛(𝑡𝑘 − 𝑡))

sin(2(𝑡𝑘 − 𝑡))
)

𝜋

0

𝑑𝑡

sin(𝑡 − 𝑥)
. 

Меняем местами знаки суммы и интеграла и получаем: 

𝐼 ≈
2𝜋

2𝑛 + 1
∑ 𝜑(

2𝑛

𝑘=0

𝑡𝑘, 𝑥) ∫
sin((𝑛 + 1)(𝑡𝑘 − 𝑡))sin(𝑛(𝑡𝑘 − 𝑡))

sin(2(𝑡𝑘 − 𝑡)) ⋅ sin(𝑡 − 𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑡.  (9) 

Из [10] известно, что тригонометрические полиномы обладают свойством "воспроизведе-

ния" для сингулярных интегралов с ядром Гильберта.  

Лемма (Основное тождество) [10]. Для любых 𝑡𝑘 ≠ 𝑥 справедливо: 

∫
sin((𝑛 + 1)(𝑡𝑘 − 𝑡))sin(𝑛(𝑡𝑘 − 𝑡))

sin(2(𝑡𝑘 − 𝑡)) ⋅ sin(𝑡 − 𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑡

=
sin((𝑛 + 1)(𝑡𝑘 − 𝑥))sin(𝑛(𝑡𝑘 − 𝑥))

sin(2(𝑡𝑘 − 𝑥))
. 

(10) 
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При 𝑡𝑘 = 𝑥 правая часть понимается как предел: 

lim
𝑢→0

sin((𝑛 + 1)𝑢)sin(𝑛𝑢)

sin(2𝑢)
= 0, 

где 𝑢 = 𝑡𝑘 − 𝑥. В этом случае левая часть интеграла становится регулярной, и тожде-

ство сохраняется. 

Обоснование предела: 

sin((𝑛 + 1)𝑢) ∼ (𝑛 + 1)𝑢, sin(𝑛𝑢) ∼ 𝑛𝑢, sin(2𝑢) ∼ 2𝑢(𝑢 → 0), 
откуда 

((𝑛 + 1)𝑢)(𝑛𝑢)

2𝑢
=

𝑛(𝑛 + 1)

2
𝑢 → 0. 

Подставляя результат леммы (10) в выражение (9), получаем искомую квадратурную 

формулу: 

𝐼(𝑥) = ∫
𝜑(𝑡, 𝑥)

sin(𝑡 − 𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑡 ≈
2𝜋

2𝑛 + 1
∑ 𝜑(

2𝑛

𝑘=0

𝑡𝑘 , 𝑥)
sin((𝑛 + 1)(𝑡𝑘 − 𝑥)) sin(𝑛(𝑡𝑘 − 𝑥))

 sin(2(𝑡𝑘 − 𝑥))
, 

где  

𝑡𝑘 =
𝜋𝑘

2𝑛 + 1
, 𝑘 = 0, 1, … , 2𝑛, 𝑛 − нечетное положительное число. 

 

(11) 

Численные эксперименты 

Для проверки эффективности предложенной квадратурной формулы (11) проведем 

ее тестирование на примерах, как допускающих точное аналитическое вычисление, так 

и не имеющих аналитического решения в элементарных функциях. 

Задача 1.   Для проверки эффективности предложенной квадратурной формулы (11) 

проведем ее тестирование на примере, допускающем точное аналитическое вычисление. 

Рассмотрим интеграл (5) с функцией 

𝜑(𝑡, 𝑥) = sin(𝑡 − 𝑥). (12) 

Подставляя (12) в (5), получаем 

𝐼(𝑥) = ∫
sin(𝑡 − 𝑥)

sin(𝑡 − 𝑥)

𝜋

0

 𝑑𝑡 = ∫ 𝑑𝑡 = 𝜋.
𝜋

0

  (13) 

Таким образом, точное значение интеграла не зависит от 𝑥 и равно 𝜋. 

Вычислим данный интеграл с использованием квадратурной формулы (11). По 

условию 

𝜑(𝑡𝑘, 𝑥) = sin(𝑡𝑘 − 𝑥). 

Подстановка последнего в (11) дает 

𝐼(𝑥) ≈
2𝜋

2𝑛 + 1
∑ sin(

2𝑛

𝑘=0

𝑡𝑘 − 𝑥) 
sin((𝑛 + 1)(𝑡𝑘 − 𝑥)) sin(𝑛(𝑡𝑘 − 𝑥))

sin(2(𝑡𝑘 − 𝑥))
. 

 

(14) 

Обозначим 

𝑆𝑘 = ∑ sin(

2𝑛

𝑘=0

𝑡𝑘 − 𝑥) 
sin((𝑛 + 1)(𝑡𝑘 − 𝑥)) sin(𝑛(𝑡𝑘 − 𝑥))

sin(2(𝑡𝑘 − 𝑥))
. 

 

(15) 

Для демонстрации работоспособности формулы выберем наименьшее нечетное значе-

ние 𝑛 = 1.  

Тогда 2𝑛 + 1 = 3, и узлы сетки имеют вид 𝑡𝑘 =
𝜋𝑘

3
, 𝑘 = 0, 1, 2. 

При  𝑛 = 1  выражение (15) упрощается:  

𝑆𝑘 = sin(𝑡𝑘 − 𝑥) 
sin(2(𝑡𝑘 − 𝑥))sin(𝑡𝑘 − 𝑥)

sin(2(𝑡𝑘 − 𝑥))
= sin2(𝑡𝑘 − 𝑥). 
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Следовательно, квадратурная сумма (15) принимает вид 

𝑆 = sin2(𝑥) + sin2 (
𝜋
3 −𝑥) + sin2 (

2𝜋
3 −𝑥). (16) 

Применяя формулу понижения степени для квадрата синуса из (16), получаем: 

𝑆 =
3

2
−

1

2
[cos 2𝑥 + cos (

2𝜋
3

−2𝑥) + cos (
4𝜋
3

−2𝑥)] . 

Сумма косинусов в квадратных скобках последнего выражения равна нулю, что проверяется 

непосредственно. 

Таким образом,  

𝑆 =
3

2
. 

Подставляя найденное значение в формулу (14), получаем 

𝐼(𝑥) ≈
2𝜋

3
⋅

3

2
= 𝜋. 

Следовательно, результат, полученный по квадратурной формуле (11), совпадает с точным значе-

нием интеграла (13).  

Задача 2. Рассмотрим интеграл (5) с функцией 

𝜑(𝑡, 𝑥) = sin(𝑡 + 𝑥). (17) 

Требуется вычислить интеграл 

𝐼(𝑥) = ∫
sin(𝑡 + 𝑥)

sin(𝑡 − 𝑥)

𝜋

0

 𝑑𝑡. (18) 

Данный интеграл понимается в смысле главного значения по Коши, так как подын-

тегральная функция имеет особенность при 𝑡 = 𝑥 при 𝑥 ∈ (0, 𝜋). 

Аналитическое вычисление. В формуле (18) в числителе подынтегральной функции 

на основании тригонометрических формул осуществляем преобразование: 

sin(𝑡 + 𝑥) = sin((𝑡 − 𝑥) + 2𝑥) = sin(𝑡 − 𝑥)cos 2𝑥 + cos(𝑡 − 𝑥)sin 2𝑥. 
Тогда подынтегральная функция принимает вид 

sin(𝑡 + 𝑥)

sin(𝑡 − 𝑥)
= cos 2𝑥 + sin 2𝑥 ⋅

cos(𝑡 − 𝑥)

sin(𝑡 − 𝑥)
= cos 2𝑥 + sin 2𝑥 ⋅ ctg(𝑡 − 𝑥). 

Следовательно, 

𝐼(𝑥) = ∫ cos 2𝑥 𝑑𝑡 + sin 2𝑥
𝜋

0

∫ ctg(𝑡 − 𝑥) 𝑑𝑡 = 𝜋cos 2𝑥 + sin 2𝑥 ⋅ 𝐽(𝑥),
𝜋

0

 (19) 

где 

𝐽(𝑥) = ∫ ctg(𝑡 − 𝑥)  𝑑𝑡.
𝜋

0

 (20) 

Вычислим 𝐽(𝑥). Выполним замену переменной 𝑢 = 𝑡 − 𝑥 ⇒ 𝑑𝑢 = 𝑑𝑡. 
Пределы интегрирования: при 𝑡 = 0: 𝑢 = −𝑥; при 𝑡 = 𝜋: 𝑢 = 𝜋 − 𝑥. 

Тогда 

𝐽(𝑥) = ∫ ctg  𝑢 𝑑𝑢.
𝜋−𝑥

−𝑥

 

При 𝑥 ∈ (0, 𝜋)  точка 𝑢 = 0  лежит внутри интервала (−𝑥, 𝜋 − 𝑥) , потому что −𝑥 < 0 <
𝜋 − 𝑥. Последний интеграл является несобственным интегралом 2 рода, для которого по 

определению: 

𝐽(𝑥) = lim
𝜀→0+

(∫ ctg
−𝜀

−𝑥

𝑢 𝑑𝑢 + ∫ ctg
𝜋−𝑥

𝜀

𝑢 𝑑𝑢) = 

= lim
𝜀→0+

[ln ∣ sin 𝑢 ∣]−𝑥
−𝜀 + lim

𝜀→0+
[ln ∣ sin 𝑢 ∣]𝜀

𝜋−𝑥 = 
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= lim
𝜀→0+

(ln ∣ sin(−𝜀) ∣ −ln ∣ sin(−𝑥) ∣) + lim
𝜀→0+

(ln ∣ sin(𝜋 − 𝑥) ∣ −ln ∣ sin 𝜀 ∣). 

Вычисление последних пределов приводит к результату 𝐽(𝑥) = 0. Следовательно, исход-

ный интеграл (18), имеет значение: 

𝐼(𝑥) = 𝜋cos 2𝑥. (21) 

Вычислим значение интеграла (18) с помощью   квадратурной формулы (11) для 

функции  

𝜑(𝑡, 𝑥) = sin(𝑡 + 𝑥). 

Введем обозначение функции  𝜑(𝑡𝑘, 𝑥) =  sin(𝑡𝑘 + 𝑥).  При 𝑛 = 1  и узлах 𝑡𝑘 =
𝜋𝑘

3
 , 𝑘 =

0,1,2, квадратурная формула  (11) принимает вид 

𝐼(𝑥) ≈
2𝜋

3
∑ sin(

2

𝑘=0

𝑡𝑘 + 𝑥) 
sin(2(𝑡𝑘 − 𝑥)) sin(𝑡𝑘 − 𝑥)

sin(2(𝑡𝑘 − 𝑥))
=

2𝜋

3
∑ sin(

2

𝑘=0

𝑡𝑘 + 𝑥)sin(𝑡𝑘 − 𝑥). 

На основании тригонометрических формул из последнего следует:  

sin(𝑡𝑘 + 𝑥)sin(𝑡𝑘 − 𝑥) =
1

2
(cos 2𝑥 − cos 2𝑡𝑘). 

Следовательно, 

𝐼(𝑥) ≈
2𝜋

3
⋅

1

2
∑(cos 2𝑥 − cos 2

2

𝑘=0

𝑡𝑘) =
𝜋

3
(3cos 2𝑥 − ∑ cos

2

𝑘=0

2𝑡𝑘) . 

С учетом 𝑡𝑘 = 0,
𝜋

3
,

2𝜋

3
 из последнего имеем 

∑ cos 2𝑡𝑘 = 1 −
1

2
−

1

2
= 0.

2

𝑘=0

 

𝐼(𝑥) ≈
𝜋

3
⋅ 3 cos 2𝑥 = 𝜋 cos 2𝑥 . 

Что совпадает с точным аналитическим значением (21). 

Результаты численного интегрирования задачи 2. Проверяем квадратурную фор-

мулу (11) для данной задачи. Вычисления проведены с помощью программы, реализо-

ванной на JavaScript для функции  

𝜑(𝑡, 𝑥) = sin(𝑡 + 𝑥) 

при различных значениях аргумента 𝑥 . В качестве параметра дискретизации вы-

брано 𝑛 = 5, что соответствует количеству узлов сетки равное 2𝑛 + 1 = 11 . В таблице 1 

представлены значения интеграла, полученные по аналитическому выражению (15) и по 

квадратурной формуле (11), а также абсолютная погрешность: 

Δ5 =∣ 𝐼(𝑥) − 𝐼5(𝑥) ∣. 
 

Таблица 1. Численные расчеты интеграла по аналитическому выражению 

и квадратурной формуле 

𝒙 𝑰(𝒙) 𝑰𝟓(𝒙) ∆𝟓 

0 3.1415926536 3.1415926536 0.0000000000 

𝜋/4 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000 

1.5 -3.1101531544 -3.1101531544 0.0000000000 

2 -2.0534819974 -2.0534819974 0.0000000000 

𝜋 3.1415926536 3.1415926536 0.0000000000 

Как видно из табл. 1, при 𝑛 = 5 квадратурная формула (11) дает значение интеграла, сов-

падающее с аналитическим результатом.  
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Задача 3. Рассмотрим следующий интеграл: 

𝐼(𝑥) = ∫
𝜗1(𝑡 − 𝑎)𝜗4(𝑡 + 𝑎)

𝜗1(𝑡 − 𝑥)𝜗4(𝑡 + 𝑥)
𝑑𝑡,

𝜋

0

 (22) 

где 

𝜗1(𝑡) = 2𝑞1/4 ∑(−1

∞

𝑛=0

)𝑛𝑞𝑛(𝑛+1)sin(2𝑛 + 1)𝑡,

𝜗4(𝑡) = 1 + 2 ∑(−1

∞

𝑛=1

)𝑛𝑞𝑛2
cos 2𝑛𝑡 −

 

 тета-функции Якоби [11] с нормой 𝑞 = 𝑒𝜋𝑖𝜏, Im 𝜏 > 0, ∣ 𝜏 ∣= −
ln 𝑞

𝜋
, 𝑎 и 𝑥 – заданные па-

раметры.  

Замечание. Подынтегральная функция имеет простые полюсы при 𝑡 = 𝑥 (в нуле 𝜗1) 

и при 𝑡 = −𝑥 (с учетом периодичности). Интеграл понимается в смысле главного значе-

ния по Коши.  

Получим аналитическое выражение для 𝐼(𝑥) в терминах логарифмических произ-

водных тета-функций, пригодное для дальнейших численных расчетов. 

На основании тождество Вейерштрасса–Якоби [12]: 
𝜗1(𝑡 − 𝑎)𝜗4(𝑡 + 𝑎)

𝜗1(𝑡 − 𝑥)𝜗4(𝑡 + 𝑥)
= 𝐴 ⋅

𝜗1
′ (𝑡 − 𝑥)

𝜗1(𝑡 − 𝑥)
+ 𝐵 ⋅

𝜗4
′ (𝑡 + 𝑥)

𝜗4(𝑡 + 𝑥)
+ 𝐶,   (23) 

из двоякопериодичности левой части по 𝑡 (с периодами 𝜋 и 𝜋𝜏) следует, что 

𝐵 = −𝐴. (24) 

Определим коэффициенты 𝐴 и 𝐶. Для нахождения 𝐴 умножим обе части тождества 

(23) на 𝜗1(𝑡 − 𝑥) и перейдем к пределу 𝑡 → 𝑥. 

Слева: 

lim
𝑡→𝑥

𝜗1(𝑡 − 𝑎)𝜗4(𝑡 + 𝑎)

𝜗4(𝑡 + 𝑥)
=

𝜗1(𝑥 − 𝑎)𝜗4(𝑥 + 𝑎)

𝜗4(2𝑥)
. 

Справа: 

lim
𝑡→𝑥

[𝐴 ⋅ 𝜗1
′ (𝑡 − 𝑥) + 𝐵 ⋅

𝜗4
′ (𝑡 + 𝑥)

𝜗4(𝑡 + 𝑥)
𝜗1(𝑡 − 𝑥) + 𝐶𝜗1(𝑡 − 𝑥)]. 

Так как 𝜗1(𝑡 − 𝑥) ∼ 𝜗1
′ (0)(𝑡 − 𝑥) при 𝑡 → 𝑥, второе и третье слагаемые стремятся к нулю.  

Остается 𝐴 ⋅ 𝜗1
′ (0). 

Приравнивая: 

𝐴 ⋅ 𝜗1
′ (0) =

𝜗1(𝑥 − 𝑎)𝜗4(𝑥 + 𝑎)

𝜗4(2𝑥)
. 

Следовательно, 

𝐴 =
𝜗1(𝑥 − 𝑎)𝜗4(𝑥 + 𝑎)

𝜗1
′(0) 𝜗4(2𝑥)

 (25) 

Коэффициент  𝐶 находим из (23) при 𝑡 = 𝑎: 

𝐶 = 𝐴 ∙  [
𝜗1

′

𝜗1

(𝑥 − 𝑎) +
𝜗4

′

𝜗4

(𝑥 + 𝑎)]. (26) 

Интегрируя (23) от 0 до 𝜋 и используя свойства логарифмических производных тета-

функций, получаем: 

𝐼(𝑥) = 𝐴 ∙ ∫
𝜗1

′

𝜗1

(𝑡 − 𝑥)𝑑𝑡 + 𝐵 ∙ ∫
𝜗4

′

𝜗4

(𝑡 + 𝑥)𝑑𝑡 +
𝜋

0

𝜋

0

𝐶𝜋 = 

= 𝐴ln |
𝜗1(𝜋 − 𝑥)

𝜗1(−𝑥)
| + 𝐵ln |

𝜗4(𝜋 + 𝑥)

𝜗4(𝑥)
| + 𝐶𝜋. 
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С учетом (24), (25) и (26) окончательное аналитическое выражение интеграла (22) при-

нимает вид: 

𝐼(𝑥) = 𝜋 ∙  
𝜗1(𝑥 − 𝑎)𝜗4(𝑥 + 𝑎)

𝜗1
′(0)𝜗4(2𝑥)

∙ [
𝜗1

′

𝜗1

(𝑥 − 𝑎) +
𝜗4

′

𝜗4

(𝑥 + 𝑎)]. (27) 

Численное тестирование квадратурной формулы (11) проводилось для двух значе-

ний нормы  𝑞 при фиксированном  𝑎 = 𝜋/2. 

Таблица 2. Значения интеграла (22) при 𝑎 = 𝜋/2, 𝑞 = 0.1 и 𝑛 = 11 

𝒙 𝑰(x) 𝑰𝟏𝟏(x) ∆𝟏𝟏 

0.0785 0.661863650185544 0.661863650268924 −0.8338 × 10−10 

0.2356 1.749342391815649 1.749342392037261 −0.2216 × 10−9 

0.3927 2.369877414935797 2.369877415240109 −0.3043 × 10−9 

0.5498 2.627698464144353 2.627698464489365 −0.3450 × 10−9 

0.7069 2.705974181006287 2.705974181373787 −0.3675 × 10−9 

Как видно из табл. 2, при 𝑛 = 11 абсолютная погрешность не превышает 3,7 ×
10−10. 

 
Таблица 3. Значения интеграла (20) при 𝑎 = 𝜋/2, 𝑞 = 0,5 и 𝑛 = 25 

𝒙 𝑰(x) 𝑰𝟐𝟓(𝒙) ∆𝟐𝟓 

0.0785 78.118507750736 78.118507788496 −0.3776 × 10−7 

0.2356 79.645634438020 79.645634475880 −0.3786 × 10−7 

0.3927 43.047040002891 43.047040022731 −0.1984 × 10−7 

0.5498 22.258565385914 22.258565395741 −0.9827 × 10−8 

0.7069 12.178767398389 12.178767403511 −0.5122 × 10−8 

 

Для случая 𝑞 = 0.5 требуется более мелкая дискретизация; при 𝑛 = 25 абсолютная 

погрешность составляет величину порядка 10−7 ÷ 10−8, что подтверждает сходимость 

квадратурной формулы. 

 

Задача 4. Рассмотрим функцию  

𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝑒sin 𝑡 ,    𝑥 = 1. 

Тогда 

𝐼(𝑥) = ∫
𝑒sin 𝑡

sin(𝑡 − 1)
𝑑𝑡.

𝜋

0

    

(28) 

В заданной области при попытке воспользоваться программными комплексами 

"Математика" результата в элементарных функциях для интеграла (28) не получаем. 

Для интеграла (28) численные значения, полученные по квадратурной формуле (11) 

при 𝑛 = 5 и 𝑛 = 11 , составили 𝐼5 ≈ 4.695574969512963 и 𝐼11 ≈ 4.693786801341791 . 

На основе экстраполяции Ричардсона с отношением шагов 𝑟 = ℎ1/ℎ2 = 11/5 = 2.2 

определен фактический порядок точности метода. Анализ показал, что при предположе-

нии о четвертом порядке (𝑝 = 4) экстраполированное значение 𝐼экстр ≈ 4.69378 практи-

чески совпадает с 𝐼11, тогда как при 𝑝 = 2 наблюдается заметное расхождение (𝐼экстр ≈

4.69118), что свидетельствует о фактическом порядке точности 𝑝 = 4. Оценка погреш-

ности составила 𝜀11 ∼ 7 × 10−6 для 𝑛 = 11 и 𝜀5 ∼ 1.6 × 10−4 для 𝑛 = 5.  
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Таким образом, использование экстраполяции Ричардсона позволяет уточнить чис-

ленный результат до ∼ 10−6 и подтверждает высокую эффективность примененной квад-

ратурной формулы. 

Конструктивные особенности и связь с неклассическими логиками 

Предложенная квадратурная формула (11) обладает рядом преимуществ по сравне-

нию с известной формулой (1). В ней отсутствует деление на cos 𝑥, что исключает потерю 

точности в окрестности точек 𝑥 = 𝜋/2 + 𝜋𝑚. Структура формулы позволяет сохранять 

устойчивость при любых значениях аргумента 𝑥,  включая случаи, когда знамена-

тель формулы (11) sin(2(𝑡𝑘 − 𝑥))   обращается в нуль; при этом соответствующие пре-

дельные переходы могут быть выполнены аналитически. Все проведенные операции в 

задачах 1–4 выполнимы и согласуются с теорией алгоритмов [13]. 

Проведенные численные эксперименты с тригонометрическими функциями и тета-

функциями Якоби демонстрируют высокую точность метода. Для гладких функций уже 

при малых 𝑛 достигается точность, близкая к машинной. Для более сложных функций, 

таких как тета-функции Якоби, требуется увеличение числа узлов, однако полученные 

результаты подтверждают сходимость и устойчивость квадратурной формулы. 

В интуиционистской логике не допускается закон исключенного третьего в беско-

нечных конструкциях. В данной работе: все аппроксимации конечны; точность устанав-

ливается конструктивно: для любого 𝜀 > 0 можно указать 𝑛 (зависящее от 𝜑 и 𝑥), такое 

что погрешность меньше 𝜀. В работе не используется принцип выбора в неконструктив-

ной форме. Формула может быть верифицирована в системах типа CIC (Calculus of 

Inductive Constructions) или Agda [14−16], где требуется явное предъявление вычислимой 

функции. 

Оценка погрешности 

Для гладких функций (дважды непрерывно дифференцируемых по 𝑡) тригономет-

рическая интерполяция обеспечивает погрешность аппроксимации 𝑂(1/𝑛2). Интегриро-

вание с ядром Гильберта, являющимся сингулярным оператором, сохраняет этот поря-

док. 

Для произвольных вычислимых функций полное аналитическое обоснование вы-

ходит за рамки данной работы. В рамках конструктивного подхода для каждого конкрет-

ного вычисления предлагается контроль погрешности методом Ричардсона, что позво-

ляет получить результат с гарантированной точностью. 

Заключение 

В работе получена новая квадратурная формула интерполяционного типа для син-

гулярных интегралов с ядром Гильберта, удовлетворяющая требованиям: конструктив-

ности (все шаги алгоритмически выполнимы); вычислимости (отсутствие неэффектив-

ных предельных переходов); совместимости с неклассическими логиками (финитность, 

явные оценки). Формула построена на основе аппроксимации плотности тригонометри-

ческим полиномом в равноотстоящих узлах и точного интегрирования полученного вы-

ражения. Предложенная квадратурная формула свободна от недостатков, присущих из-

вестным подходам, связанных с делением на cos 𝑥 и численной неустойчивостью в осо-

бых точках. Проведенное тестирование на аналитических примерах с тригонометриче-

скими функциями и тета-функциями Якоби подтвердило корректность полученного со-

отношения и его высокую точность. Представленный метод может быть использован при 

численном решении сингулярных интегральных уравнений, возникающих в задачах 



В. Н. Орлов, А. Я. Корнилов, С. К. Иванов, А. В. Лановая  

28 

аэродинамики, теории упругости, математической физики, также в алгоритмических си-

стемах символьных вычислений, формальных доказательствах в интуиционистской ма-

тематике, где требуется явное предъявление алгоритма и других областях. 
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Аннотация. В данной работе впервые предложена идея решения однородных 

краевых задач с однородными уравнениями в частных производных на выделенном 

классе функций двух переменных с сохранением симметрии. Для достижения 

наилучшей точности используется 7 четных или 7 нечетных координатных функций 

по каждой переменной. Показано, что произвольную непрерывную функцию в правой 

части уравнения можно представить суммой четырех непрерывных функций, по 

одной из каждого класса симметрии. Методом Бубнова–Галеркина численно 

находится решение в каждом из 4 классов симметрии функций, решение задачи равно 

сумме четырех частных решений. В первой части работы доказаны 3 леммы и теорема 

– критерий принадлежности решения данному классу четности. В работе численно 

решены четыре краевых задачи с уравнением Пуассона, правая часть которого 

принадлежит разным классом четности. Равномерная норма невязки решения задач 

имеет порядок10-8. Также преимуществом предложенного алгоритма является 

быстродействие, которое, например, в 5–10 раз превосходит метод векторной 

прогонки для решения уравнения Пуассона. 

Ключевые слова: численные методы; краевая задача; уравнение Пуассона; 

бигармоническое уравнение; дифференциальные уравнения в частных производных; 

функциональный анализ. 

Для цитирования: Пастухов Д. Ф., Пастухов Ю. Ф. Симметричные системы координатных 

функций для однородных краевых задач на прямоугольнике с уравнениями в частных 

производных // Вестник Пермского университета. Математика. Механика. Информатика. 2026. 

№ 3(74). С. 30−48. DOI: 10.17072/1993-0550-2026-3-30-48. https://elibrary.ru/rfmqyd. 

Благодарности: авторы выражают благодарность профессору Волосову К. А. (д.ф.–м.н.), 

Волосовой А. К. (к.ф.–м.н.), Волосовой Н. К. за исследования по тематике краевых задач с 

уравнениями в частных производных. 

Статья поступила в редакцию 13.08.2026; одобрена после рецензирования 20.09.2026; принята 

к публикации 06.10.2026. 

 

 

© Пастухов Д. Ф., Пастухов Ю. Ф., 2026 

Лицензировано по CC BY 4.0. Чтобы посмотреть копию этой лицензии, посетите 

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

 



Симметричные системы координатных функций для однородных краевых задач… 

31 

Research article 

Symmetric Systems of Coordinate Functions  

for Homogeneous Boundary Value Problems on a Rectangle  

With Partial Differential Equations 
Dmitry F. Pastukhov 1, Yuri F. Pastukhov 2 
1, 2 Euphrosyne Polotskaya State University of Polotsk, Novopolotsk, Belarus 
1 dmitrij.pastuhov@mail.ru 
2 pulsar1900@mail.ru 

Abstract. This paper is the first to propose the idea of solving homogeneous boundary value 

problems with homogeneous partial differential equations on a selected class of functions of 

two variables while preserving symmetry. To achieve the best accuracy, 7 even or 7 odd 

coordinate functions are used for each variable. It is shown that an arbitrary continuous 

function on the right side of the equation can be represented as the sum of four continuous 

functions, one from each symmetry class. Using the Bubnov−Galerkin method, a solution is 

found numerically in each of the 4 symmetry classes of functions; the solution to the problem 

is equal to the sum of four partial solutions. In the first part of the work, 3 lemmas and a 

theorem are proved − a criterion for a solution to belong to a given parity class. We 

numerically solve four boundary value problems with the Poisson equation, the right side of 

which belongs to different parity classes. The uniform norm of the discrepancy in solving 

the problems is of the order of 10-8. Another advantage of the proposed algorithm is its high-

speed performance; for example, it outperforms the vector sweep method for solving the 

Poisson equation by a factor of 5 to 10. 

Keywords:  numerical methods; boundary value problem; Poisson's equation; biharmonic 

equation; partial differential equations; functional analysis. 
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Введение 

В данной работе показано, что симметрии функций (четность и нечетность) играют 

важную роль даже в краевых задачах с уравнениями в частных производных (УЧП). 

Аналитические методы решения задач с УЧП приведены в работах [1] (метод параметра), 

[2] (метод функции Грина). В работе [3, стр.29], [3, стр.77] описаны простейшие 

уравнения эллиптического типа – Пуассона и гармоническое уравнение и методы их 

решения. Уравнение Пуассона применяется в гидродинамике [4], а бигармоническое [5] 

в механике. В работе [6] указано, что важно правильно выбрать системы базисных 

(координатных) функций, например, для численного решения уравнения Фредгольма, 

используя сплайны аналитического и неаналитического типа, тогда удается решить 

интегральные уравнения с разрывом первого рода в интегральных ядрах. 

В работе [7], как и в данной краевой задаче на прямоугольнике модельными 

являются уравнение Пуассона и бигармоническое уравнения, которые автор решает 

численно методом коллокации и методом наименьших квадратов [8]. В работах [9], [10] 

в краевых задачах с обыкновенным дифференциальным уравнением замечено удобство 
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применения четных и нечетных координатных функций относительно середины отрезка.  

В данной работе идея четных и нечетных координатных функций впервые обобщена на 

двухмерный случай для краевых задач в прямоугольнике. 

Постановка задачи  

Рассмотрим однородную краевую задачу для однородного уравнения в частных 

производных эллиптического типа на прямоугольнике. Примерами таких уравнений 

является уравнение Пуассона [3, стр. 29] (задача (1)) или бигармоническое уравнение [3, 

стр. 77] (задача (2)). Особенность однородных уравнений эллиптического типа 

заключается в том, что все слагаемые   в уравнении имеют одинаковый порядок частных 

производных, например, второй или четвертый. Пусть неизвестная функция 

принадлежит классу функций 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], (𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶4[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]): 
 

{
𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦),   𝑎 < 𝑥 < 𝑏,   𝑐 < 𝑦 < 𝑑

𝑢|𝑥=𝑎 = 𝑢|𝑥=𝑏 = 𝑢|𝑦=𝑐 = 𝑢|𝑦=𝑑 = 0;
                               (1) 

{
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦),   𝑎 < 𝑥 < 𝑏,   𝑐 < 𝑦 < 𝑑

𝑢|𝑥=𝑎 = 𝑢|𝑥=𝑏 = 𝑢|𝑦=𝑐 = 𝑢|𝑦=𝑑 = 0.
                  (2) 

 

Задача (1) моделирует распределение электрического потенциала внутри 

прямоугольного металлического заземленного контура с непрерывным распределением 

электрического заряда внутри. Задача (1) также описывает стационарное распределение 

температуры внутри прямоугольной пластины, стороны которой находятся при 

температуре тающего льда с источниками тепла внутри. Задача (2) применяется в 

механике сплошной среды для описания напряжений и деформации прямоугольного 

бруса [3, стр. 80]. 

Для однородных краевых задач (1), (2) введем следующие системы линейно-

независимых однородных координатных функций: 

{
𝑋𝑗
ч (𝑥) = (

2

𝑏−𝑎
)
2𝑗

 (𝑥2 − 𝑥(𝑎 + 𝑏) + 𝑎𝑏)𝑗, 𝑗 = 1, 2, …    𝑎 < 𝑥 < 𝑏

𝑌𝑖
ч(𝑦) = (

2

𝑑−𝑐
)
2𝑖

 (𝑦2 − 𝑦(𝑐 + 𝑑) + 𝑐𝑑)𝑖, 𝑖 = 1, 2, …  𝑐 < 𝑦 < 𝑑
             (3) 

 

{
𝑋𝑗
н (𝑥) = (

2

𝑏−𝑎
)
2(𝑗−1)

 sin (
𝜋

𝑏−𝑎
(2𝑥 − 𝑎 − 𝑏)) (𝑥2 − 𝑥(𝑎 + 𝑏) + 𝑎𝑏)𝑗−1, 𝑗 = 1, 2, …  

𝑌𝑖
н (𝑦) = (

2

𝑑−𝑐
)
2(𝑖−1)

 sin (
𝜋

𝑑−𝑐
(2𝑦 − 𝑐 − 𝑑)) (𝑦2 − 𝑦(𝑐 + 𝑑) + 𝑐𝑑)𝑖−1, 𝑖 = 1, 2, … 

   (4)      

  

 

Систему координатных функций (3) назовем четной, а систему (4) назовем 

нечетной координатной системой (верхний индекс в формулах (3), (4)). В силу 

построения координатные функции систем (3), (4) однородны: 𝑋𝑗 (𝑎) = 𝑋𝑗  (𝑏) =

0, 𝑌𝑖 (𝑐) = 𝑌𝑖  (𝑑) = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, … . 

Системы координатных функций (3), (4) имеют 2 важных преимущества: 

1. Функции системы (3) не изменяют знака на отрезке [a, b] (на отрезке [c, d]), а 

функции системы (4) изменяют знак ровно один раз на отрезке [a, b] (на отрезке 

[c, d]), что уменьшает погрешность численного интегрирования в формулах 

скалярного произведения (13), (14). 
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2. Максимальное значение равномерной нормы функций типа (3) равно 1 в 

середине отрезка, а для функций типа (4) меньше единицы, то есть системы 

функций (3), (4) – ограниченны в равномерной норме. 

Рассмотрим некоторые свойства координатных систем (3), (4). 

Лемма 1. Координатные функции системы (3) и их вторые (четвертые) 

производные четны относительно середины отрезка 𝑐̅ = (𝑎 + 𝑏)/2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

Введем переменную  𝑥|𝑎
𝑏 = 𝑡|−(𝑏−𝑎)/2

(𝑏−𝑎)/2
+ 𝑐̅, 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡. Тогда имеем 

 

𝑥2 − 𝑥(𝑎 + 𝑏) + 𝑎𝑏 = (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏) = (𝑡 +
𝑏 − 𝑎

2
) (𝑡 −

𝑏 − 𝑎

2
) = 𝑡2 −

(𝑏 − 𝑎)2

4
. 

 

𝑋𝑗
ч (𝑥) = (

2

𝑏 − 𝑎
)
2𝑗

 (𝑥2 − 𝑥(𝑎 + 𝑏) + 𝑎𝑏)𝑗 = (
2

𝑏 − 𝑎
)
2𝑗

 (𝑡2 −
(𝑏 − 𝑎)2

4
)

𝑗

, 

𝑋𝑗
ч (−𝑡) = (

2

𝑏−𝑎
)
2𝑗

 ((−𝑡)2 −
(𝑏−𝑎)2

4
)
𝑗

= (
2

𝑏−𝑎
)
2𝑗

 (𝑡2 −
(𝑏−𝑎)2

4
)
𝑗

= 𝑋𝑗
ч (𝑡), 

то есть, координатная функция четна. Найдем первую и вторую производные 

𝑑

𝑑𝑥
𝑋𝑗
ч (𝑥) =

𝑑

𝑑𝑡
𝑋𝑗
ч (𝑡) = 2𝑡𝑗 (

2

𝑏−𝑎
)
2𝑗

 (𝑡2 −
(𝑏−𝑎)2

4
)
𝑗−1

,
𝑑

𝑑𝑡
𝑋𝑗
ч (−𝑡) = −

𝑑

𝑑𝑡
𝑋𝑗
ч (𝑡) –  

первая производная является нечетной функцией. 

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋𝑗
ч (𝑥) =

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑋𝑗
ч (𝑡) = 4𝑡2𝑗(𝑗 − 1) (

2

𝑏 − 𝑎
)
2𝑗

 (𝑡2 −
(𝑏 − 𝑎)2

4
)

𝑗−2

+ 

+2𝑗 (
2

𝑏−𝑎
)
2𝑗

 (𝑡2 −
(𝑏−𝑎)2

4
)
𝑗−1

, 𝑗 ≥ 2  
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑋𝑗
ч (−𝑡) =

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑋𝑗
ч (𝑡)                        (5)  

Вторая производная является четной функцией. Аналогично, производная третьего 

порядка (𝑗 ≥ 3) является нечетной функцией, а производная четвертого порядка (𝑗 ≥ 4)  

четной функцией относительно средней точки 𝑐̅ = (𝑎 + 𝑏)/2  отрезка [𝑎, 𝑏] . 

Доказательство четности производных четного порядка (нечетности производных 

нечетного порядка) для функций 𝑌𝑖 (𝑦)  системы (3) относительно середины 𝑐̅ = (𝑐 +
𝑑)/2 отрезка [𝑐, 𝑑] аналогично.  Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Координатные функции системы (4) и их вторые (четвертые) 

производные нечетны относительно середины отрезка 𝑐̅ =
𝑎+𝑏

2
, 𝐻 =

𝑏−𝑎

2
. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  

Если i =1, имеем 𝑥 = 𝑡 +
𝑎+𝑏

2
, 𝑡 = 𝑥 −

𝑎+𝑏

2
 

𝑋1
н (𝑥) =  sin (

𝜋

𝑏 − 𝑎
(2𝑥 − 𝑎 − 𝑏)) = sin (

2𝜋𝑡

𝑏 − 𝑎
) , 𝑋1

н (−𝑡) = −sin (
2𝜋𝑡

𝑏 − 𝑎
) = −𝑋1

н (𝑡) 

 
𝑑

𝑑𝑥
𝑋1
н (𝑥) =

𝑑

𝑑𝑡
𝑋1
н (𝑡) =

2𝜋

𝑏−𝑎
cos (

2𝜋𝑡

𝑏−𝑎
) ,

𝑑

𝑑𝑡
𝑋1
н (−𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
𝑋1
н (𝑡)    – четная функция, 

     
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋1
н (𝑥) =

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑋1
н (𝑡) = −

4𝜋2

(𝑏−𝑎)2
sin (

2𝜋𝑡

𝑏−𝑎
) ,

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑋1
н (−𝑡) = −

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑋1
н (𝑡) – нечетная 

функция 
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В общем случае (i > 1) имеем 

𝑋𝑗
н (𝑥) = (

2

𝑏 − 𝑎
)
2(𝑗−1)

 sin (
𝜋

𝑏 − 𝑎
(2𝑥 − 𝑎 − 𝑏)) (𝑥2 − 𝑥(𝑎 + 𝑏) − 𝑎𝑏)𝑗−1, 

𝑋𝑗
н (𝑡) = (

2

𝑏−𝑎
)
2(𝑗−1)

 sin (
2𝜋𝑡

𝑏−𝑎
) (𝑡2 − 𝐻2)𝑗−1, 𝑋𝑗

н (−𝑡) = −𝑋𝑗
н (𝑡) − нечетная функция 

𝑑

𝑑𝑡
𝑋𝑗
н (𝑡) = (

2

𝑏−𝑎
)
2(𝑗−1)

 [
2𝜋cos(

2𝜋𝑡

𝑏−𝑎
)

𝑏−𝑎
(𝑡2 − 𝐻2)𝑗−1 + 2𝑡(𝑗 − 1)sin (

2𝜋𝑡

𝑏−𝑎
) (𝑡2 − 𝐻2)𝑗−2],  

𝑑

𝑑𝑡
𝑋𝑗
н (−𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
𝑋𝑗
н (𝑡) − четная функция. 

 

Запишем производную второго порядка: 

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑋𝑗
н (𝑡) = (

2

𝑏 − 𝑎
)
2(𝑗−1)

 [
−4𝜋2sin (

2𝜋𝑡
𝑏 − 𝑎

)

(𝑏 − 𝑎)2
(𝑡2 −𝐻2)𝑗−1 + 

+
8𝜋𝑡

𝑏 − 𝑎
(𝑗 − 1)cos (

2𝜋𝑡

𝑏 − 𝑎
) (𝑡2 − 𝐻2)𝑗−2 + sin (

2𝜋𝑡

𝑏 − 𝑎
) (2(𝑗 − 1)(𝑡2 − 𝐻2)𝑗−2 + 

+4𝑡2(𝑗 − 1)(𝑗 − 2)(𝑡2 −𝐻2)𝑗−3)], 𝑗 ≥ 3.                                      (6)  

Она является нечетной функцией, так как каждое из трех слагаемых последнего 

выражения нечетно, в итоге имеем 
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑋𝑗
н (−𝑡) = −

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑋𝑗
н (𝑡).  

Аналогично, производная третьего порядка и любого нечетного порядка – четная 

функция. А производная четвертого порядка и любого четного порядка от координатной 

функции системы (4) – нечетная функция. Лемма 2 доказана. 

Замечание 1. В точках 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏  координатные функции 𝑋𝑗 (𝑥)  системы (4) 

имеют нули j-го порядка, (𝑗 ≥ 1) и являются нечетными на всем отрезке [a, b]. 

Определение 1. Говорят, что непрерывная функция 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶0,0(𝐷) 
принадлежит первому классу симметрии (обозначение𝐶0,0) в области D, если она четна 

по каждой из переменных 𝑥, 𝑦. То есть, 𝑓1(−𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, −𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦). 
Определение 2. Говорят, что непрерывная функция 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶0,1(𝐷)принадлежит 

второму классу симметрии (обозначение𝐶0,1) в области D, если она четна по переменной  

𝑥 и нечетна по переменной 𝑦. То есть, 𝑓2(−𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑥, 𝑦), 𝑓2(𝑥, −𝑦) = −𝑓2(𝑥, 𝑦). 
Определение 3. Говорят, что непрерывная функция 𝑓3(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,0(𝐷) 

принадлежит третьему классу симметрии (обозначение𝐶1,0 ) в области D, если она 

нечетна по переменной  𝑥  и четна по переменной 𝑦 . То есть,  𝑓3(−𝑥, 𝑦) =
−𝑓3(𝑥, 𝑦), 𝑓3(𝑥, −𝑦) = 𝑓3(𝑥, 𝑦). 

Определение 4. Говорят, что непрерывная функция 𝑓4(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,1(𝐷) 
принадлежит четвертому классу симметрии (обозначение𝐶1,1 ) в области D, если она 

нечетна по каждой из переменных  𝑥, 𝑦 . То есть,  𝑓4(−𝑥, 𝑦) = −𝑓4(𝑥, 𝑦), 𝑓4(𝑥, −𝑦) =
−𝑓4(𝑥, 𝑦). 

Лемма 3. Любая непрерывная функция двух переменных 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ С(𝐷)  
представима суммой четырех непрерывных функций, принадлежащих определенным 

выше классам симметрии, то есть 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝑓2(𝑥, 𝑦) + 𝑓3(𝑥, 𝑦) + 𝑓4(𝑥, 𝑦). Где 

𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶0,0(𝐷), 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶0,1(𝐷), 𝑓3(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,0(𝐷), 𝑓4(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,1(𝐷). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. 

Рассмотрим вспомогательные функции на базе функции 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈  𝐷: 

𝑓1(𝑥, 𝑦) =
1

4
[(𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(−𝑥, 𝑦)) + (𝑓(𝑥,−𝑦) + 𝑓(−𝑥, −𝑦))] ∈ С(𝐷) 
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𝑓2(𝑥, 𝑦) =
1

4
[(𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(−𝑥, 𝑦)) − (𝑓(𝑥,−𝑦) + 𝑓(−𝑥,−𝑦))] ∈ С(𝐷) 

𝑓3(𝑥, 𝑦) =
1

4
[(𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(−𝑥, 𝑦)) + (𝑓(𝑥,−𝑦) − 𝑓(−𝑥,−𝑦))] ∈ С(𝐷) 

𝑓4(𝑥, 𝑦) =
1

4
[(𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(−𝑥, 𝑦)) − (𝑓(𝑥,−𝑦) − 𝑓(−𝑥, −𝑦))] ∈ С(𝐷). 

Во-первых: 

  𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝑓2(𝑥, 𝑦) + 𝑓3(𝑥, 𝑦) + 𝑓4(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦). 
Во-вторых: 

1. 

𝑓1(−𝑥, 𝑦) =
1

4
[(𝑓(−𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦)) + (𝑓(−𝑥, −𝑦) + 𝑓(𝑥, −𝑦))] = 𝑓1(𝑥, 𝑦) 

𝑓1(𝑥, −𝑦) =
1

4
[(𝑓(𝑥, −𝑦) + 𝑓(−𝑥, −𝑦)) + (𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(−𝑥, 𝑦))] = 𝑓1(𝑥, 𝑦) 

То есть, 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶0,0(𝐷) . 
2. 

 𝑓2(−𝑥, 𝑦) =
1

4
[(𝑓(−𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦)) − (𝑓(−𝑥,−𝑦) + 𝑓(𝑥, −𝑦))] = 𝑓2(𝑥, 𝑦) 

𝑓2(𝑥, −𝑦) =
1

4
[(𝑓(𝑥, −𝑦) + 𝑓(−𝑥,−𝑦)) − (𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(−𝑥, 𝑦))] = −𝑓2(𝑥, 𝑦) 

То есть, 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶0,1(𝐷). 
3. 

𝑓3(−𝑥, 𝑦) =
1

4
[(𝑓(−𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) + (𝑓(−𝑥,−𝑦) − 𝑓(𝑥,−𝑦))] = −𝑓3(𝑥, 𝑦) 

𝑓3(𝑥, −𝑦) =
1

4
[(𝑓(𝑥, −𝑦) − 𝑓(−𝑥,−𝑦)) + (𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(−𝑥, 𝑦))] = 𝑓3(𝑥, 𝑦) 

То есть, 𝑓3(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,0(𝐷). 
4. 

𝑓4(−𝑥, 𝑦) =
1

4
[(𝑓(−𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) − (𝑓(−𝑥,−𝑦) − 𝑓(𝑥,−𝑦))] = −𝑓4(𝑥, 𝑦) 

𝑓4(𝑥, −𝑦) =
1

4
[(𝑓(𝑥, −𝑦) − 𝑓(−𝑥,−𝑦)) − (𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(−𝑥, 𝑦))] = −𝑓4(𝑥, 𝑦) 

То есть, 𝑓4(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,1(𝐷) . Лемма 3 доказана. 

Теорема 1 (критерий принадлежности функции определенному классу симметрии). Для 

того чтобы решение задачи (1) 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] (решение задачи (2) (𝑢(𝑥, 𝑦) ∈
𝐶4[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]) ) принадлежало определенному классу симметрии, необходимо и 

достаточно, чтобы правая часть уравнения (1) или уравнения (2) принадлежала тому 

же классу симметрии. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

Для определенности проведем, например, для класса функций (пример обозначения при 

сужении класса функций смотрим в работе [11, стр. 73]): 

С0,0
2 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] = 𝐶0,0[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] ∩ 𝐶

2[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

Необходимость. Пусть решение задачи (1) или решение задачи (2) принадлежит классу 

𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ С0,0
2 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑](𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ С0,0

4 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]). Тогда решение, разложенное по 

системе координатных функций вида (3) по каждой переменной x, y представимо в виде 

двойной суммы, в которой каждое слагаемое принадлежит классу  С0,0
2 [𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, 𝑑](С0,0
4 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]). 𝐶𝑖,𝑗 − коэффициенты разложения: 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑡 + 𝑐̅, 𝑠 + 𝑐̿) = ∑ ∑ 𝐶𝑖,𝑗𝑋𝑗
ч (𝑡)𝑛

𝑖=1
𝑛
𝑗=1 𝑌𝑖

ч (𝑠).                            (7) 
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Где:  

𝑥 = 𝑡 + 𝑐̅ = 𝑡 +
𝑎 + 𝑏

2
; 𝑦 =, 𝑠 + 𝑐̿ = 𝑠 +

𝑐 + 𝑑

2
 

𝑋𝑗
ч (𝑡) = (

2

𝑏−𝑎
)
2𝑗

 (𝑡2 −
(𝑏−𝑎)2

4
)
𝑗

, 𝑌𝑖
ч (𝑠) = (

2

𝑑−𝑐
)
2𝑖

 (𝑠2 −
(𝑑−𝑐)2

4
)
𝑖

. 𝑖, 𝑗 ≥ 1. 

 

На основании Леммы 1 каждое слагаемое решения в левой части уравнения (1) 

после взятия частной производной четного порядка сохраняет исходную четность. В 

итоге сумма 

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑠𝑠 =∑∑𝐶𝑖,𝑗 (
𝑑2𝑋𝑗

ч(𝑡)

𝑑𝑡2
𝑌𝑖
ч(𝑠) + 𝑋𝑗

ч(𝑡)
𝑑2𝑌𝑖

ч(𝑠) 

𝑑𝑠2
)

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

.

∈ С0,0
2 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] 

 

Но в силу уравнения (1) функция из класса 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ С0,0
2 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], 

который является подмножеством класса функций 𝐶0,0[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 
Необходимость доказана. 

Достаточность. Теоремы 1 докажем от противного. Пусть правая часть  𝑓(𝑥, 𝑦) 
уравнения (1)           𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶0,0[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], то есть четна по двум переменным x, y, а 

решение задачи (1) не принадлежит классу 𝐶0,0[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Тогда из Леммы 3 следует, 

что общее решение задачи (1) представимо (по системам координатных функций (3), (4)) 

в виде 

 

𝑢(𝑥, 𝑦) =∑∑𝐶𝑖𝑗
1𝑋𝑗

ч(𝑡)𝑌𝑖
ч(𝑠) +∑∑𝐶𝑖𝑗

2𝑋𝑗
ч(𝑡)𝑌𝑖

н (𝑠) +∑∑𝐶𝑖𝑗
3𝑋𝑗

н(𝑡)𝑌𝑖
ч(𝑠) +

𝑗𝑖𝑗𝑖𝑗𝑖

 

+∑∑𝐶𝑖𝑗
4𝑋𝑗

н (𝑡)

𝑗𝑖

𝑌𝑖
н (𝑠).                                                  (8) 

                                                        

Где в формуле (8) только первая сумма является функцией из класса 𝐶0,0[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]и 

из класса С0,0
2 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] , 𝑢(𝑥, 𝑦)  дважды непрерывно дифференцируемая функция в 

задаче (1). И хотя бы одно слагаемое во второй или третьей или в четвертой сумме 

тождественно не равно нулю. На основании результатов Леммы 1, Леммы 2 каждое 

слагаемое в четырех суммах формулы (8) сохранит принадлежность исходному классу и 

после действия оператора Лапласа 
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
=

𝜕2

𝜕𝑠2
+

𝜕2

𝜕𝑡2
.  

Таким образом, функция в левой части уравнения (1)  𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦  не из класса 

С0,0
2 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], в то время как правая часть уравнения 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶0,0[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. То 

есть, 𝑓(𝑥, 𝑦)  четна по каждой переменной, а левая часть 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦  не является четной 

хотя бы по одной переменной. Полученное противоречие завершает доказательство 

достаточности. Теорема 1 доказана.  

Замечание 2. Аналогично с использованием Леммы 1 и Леммы 2 доказывается 

одновременная принадлежность решения задачи (1) (решение задачи (2)) и правой части 

соответствующего уравнения второму, третьему и четвертому классу симметрии. 

Замечание 3. Благодаря доказанным Леммам 1, 2, 3, методом редукции линейной 

задачи (1) (задачи (2)) для каждого класса симметрии можно решать однородные краевые 

задачи для однородных уравнений в частных производных не только любого четного 

порядка, но и для уравнений нечетного порядка, разлагая правую часть уравнения на 4 



Симметричные системы координатных функций для однородных краевых задач… 

37 

слагаемых согласно Лемме 3. Однако для однородного уравнения нечетного порядка 

решение и правую часть уравнения нужно выбирать из сопряженных классов симметрии. 

Используя метод редукции линейной задачи, сведем задачу (1) (задачу (2)): 

{
𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦),   𝑎 < 𝑥 < 𝑏,   𝑐 < 𝑦 < 𝑑

𝑢|𝑥=𝑎 = 𝑢|𝑥=𝑏 = 𝑢|𝑦=𝑐 = 𝑢|𝑦=𝑑 = 0
 

 к решению четырех однородных краевых задач: 

𝑡 = 𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
; 𝑠 = 𝑦 −

𝑐 + 𝑑

2
 

1) {
𝑢𝑥𝑥
1 + 𝑢𝑦𝑦

1 = 𝑓1(𝑥, 𝑦),   𝑎 < 𝑥 < 𝑏,   𝑐 < 𝑦 < 𝑑,   𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶0,0[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]

𝑢1|𝑥=𝑎 = 𝑢
1|𝑥=𝑏 = 𝑢

1|𝑦=𝑐 = 𝑢
1|𝑦=𝑑 = 0, 𝑢1(𝑥, 𝑦) ∈ С0,0

2 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]
   (9) 

𝑓1(𝑥, 𝑦) =
1

4
[(𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(−𝑥, 𝑦)) + (𝑓(𝑥,−𝑦) + 𝑓(−𝑥,−𝑦))] 

𝑢1(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗
1𝑋𝑗

ч(𝑡)

𝑖+𝑗≤𝑝+1

𝑖+𝑗=2

𝑛

𝑝=1

𝑌𝑖
ч(𝑠) = ∑∑𝐶𝑘

1𝑋𝑝+1−𝑖
ч (𝑡)𝑌𝑖

ч(𝑠)

𝑝

𝑖=1

𝑛

𝑝=1

 

с координатными функциями по формуле (3). Где индекс k одномерного вектора 

𝐶𝑘
1 связан c i  условием 𝑘 =

𝑝(𝑝−1)

2
+ 𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝, 𝑝 = 1, 𝑛 если 

𝑝(𝑝−1)

2
< 𝑘 ≤

𝑝(𝑝+1)

2
. 

2) {
𝑢𝑥𝑥
2 + 𝑢𝑦𝑦

2 = 𝑓2(𝑥, 𝑦),   𝑎 < 𝑥 < 𝑏,   𝑐 < 𝑦 < 𝑑,   𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶0,1[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]

𝑢2|𝑥=𝑎 = 𝑢2|𝑥=𝑏 = 𝑢
2|𝑦=𝑐 = 𝑢

2|𝑦=𝑑 = 0, 𝑢
2(𝑥, 𝑦) ∈ С0,1

2 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]
   (10) 

𝑓2(𝑥, 𝑦) =
1

4
[(𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(−𝑥, 𝑦)) − (𝑓(𝑥,−𝑦) + 𝑓(−𝑥,−𝑦))] 

𝑢2(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗
2𝑋𝑗

ч(𝑡)

𝑖+𝑗≤𝑝+1

𝑖+𝑗=2

𝑛

𝑝=1

𝑌𝑖
н (𝑠) = ∑∑𝐶𝑘

2𝑋𝑝+1−𝑖
ч (𝑡)𝑌𝑖

н (𝑠)

𝑝

𝑖=1

𝑛

𝑝=1

 

с координатными функциями по формулам (3) и (4). Где индекс k одномерного 

вектора 𝐶𝑘
2 связан c i  условием 𝑘 =

𝑝(𝑝−1)

2
+ 𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝, 𝑝 = 1, 𝑛 если 

𝑝(𝑝−1)

2
< 𝑘 ≤

𝑝(𝑝+1)

2
. 

 

3) {
𝑢𝑥𝑥
3 + 𝑢𝑦𝑦

3 = 𝑓3(𝑥, 𝑦),   𝑎 < 𝑥 < 𝑏,   𝑐 < 𝑦 < 𝑑,   𝑓3(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,0[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]

𝑢3|𝑥=𝑎 = 𝑢3|𝑥=𝑏 = 𝑢
3|𝑦=𝑐 = 𝑢

3|𝑦=𝑑 = 0, 𝑢
3(𝑥, 𝑦) ∈ С1,0

2 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]
   (11) 

𝑓3(𝑥, 𝑦) =
1

4
[(𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(−𝑥, 𝑦)) + (𝑓(𝑥,−𝑦) − 𝑓(−𝑥,−𝑦))] 

𝑢3(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗
3𝑋𝑗

н(𝑡)

𝑖+𝑗≤𝑝+1

𝑖+𝑗=2

𝑛

𝑝=1

𝑌𝑖
ч(𝑠) = ∑∑𝐶𝑘

3𝑋𝑝+1−𝑖
н (𝑡)𝑌𝑖

ч(𝑠)

𝑝

𝑖=1

𝑛

𝑝=1

 

с координатными функциями по формулам (3) и (4). Где индекс k одномерного 

вектора  𝐶𝑘
3 связан c i  условием 𝑘 =

𝑝(𝑝−1)

2
+ 𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝, 𝑝 = 1, 𝑛 если 

𝑝(𝑝−1)

2
< 𝑘 ≤

𝑝(𝑝+1)

2
. 
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4) {
𝑢𝑥𝑥
4 + 𝑢𝑦𝑦

4 = 𝑓4(𝑥, 𝑦),   𝑎 < 𝑥 < 𝑏,   𝑐 < 𝑦 < 𝑑,   𝑓4(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,1[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]

𝑢4|𝑥=𝑎 = 𝑢4|𝑥=𝑏 = 𝑢
4|𝑦=𝑐 = 𝑢4|𝑦=𝑑 = 0, 𝑢

4(𝑥, 𝑦) ∈ С1,1
2 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]

   (12) 

𝑓4(𝑥, 𝑦) =
1

4
[(𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(−𝑥, 𝑦)) − (𝑓(𝑥,−𝑦) − 𝑓(−𝑥,−𝑦))] 

𝑢4(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝐶𝑖𝑗
4𝑋𝑗

н (𝑡)

𝑖+𝑗≤𝑝+1

𝑖+𝑗=2

𝑛

𝑝=1

𝑌𝑖
н (𝑠) = ∑∑𝐶𝑘

4𝑋𝑝+1−𝑖
н  (𝑡)𝑌𝑖

н (𝑠)

𝑝

𝑖=1

𝑛

𝑝=1

 

 с координатными функциями по формуле (4). Где индекс k одномерного вектора 

𝐶𝑘
4 связан c i  условием 𝑘 =

𝑝(𝑝−1)

2
+ 𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝, 𝑝 = 1, 𝑛 , если  

𝑝(𝑝−1)

2
< 𝑘 ≤

𝑝(𝑝+1)

2
. 

Общее решение задачи (1) (задачи (2)) запишем в виде 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢1(𝑥, 𝑦) + 𝑢2(𝑥, 𝑦) + 𝑢3(𝑥, 𝑦) + 𝑢4(𝑥, 𝑦) 

Будем решать задачи (9), (10), (11), (12) для нахождения векторов неизвестных 

коэффициентов 𝐶𝑘
1, 𝐶𝑘

2, 𝐶𝑘
3, 𝐶𝑘

4, 𝑘 = 1,
𝑛(𝑛+1)

2
  методом Бубнова–Галеркина. Например, в 

задаче (9) левую и правую части уравнения умножим скалярно на координатную 

функцию 𝑋𝑝1+1−𝑖1
ч (𝑡)𝑌𝑖1

ч(𝑠), 𝑘1 =
𝑝1(𝑝1−1)

2
+ 𝑖1, 𝑖1 = 1, 𝑝1, 𝑝1 = 1, 𝑛, получим: 

𝑢𝑥𝑥
1 + 𝑢𝑦𝑦

1 = 𝑓1(𝑥, 𝑦), 

∑∑𝐶𝑘
1 (

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑋𝑝+1−𝑖
ч (𝑡)𝑌𝑖

ч(𝑠) + 𝑋𝑝+1−𝑖
ч (𝑡)

𝑑2

𝑑𝑠2
𝑌𝑖
ч(𝑠))

𝑝

𝑖=1

𝑛

𝑝=1

= 𝑓1(𝑥, 𝑦), 

∑∑𝐶𝑘
1 (〈

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑋𝑝+1−𝑖
ч (𝑡)𝑌𝑖

ч(𝑠) + 𝑋𝑝+1−𝑖
ч (𝑡)

𝑑2

𝑑𝑠2
𝑌𝑖
ч(𝑠), 𝑋𝑝1+1−𝑖1

ч (𝑡)𝑌𝑖1
ч(𝑠)〉) =

𝑝

𝑖=1

𝑛

𝑝=1

 

〈𝑓1(𝑡, 𝑠), 𝑋𝑝1+1−𝑖1
ч (𝑡)𝑌𝑖1

ч(𝑠)〉 = 𝑓𝑘1                                            (13) 

Где: 𝑘1 =
𝑝1(𝑝1−1)

2
+ 𝑖1, 𝑖1 = 1, 𝑝1, 𝑝1 = 1, 𝑛. 

Формула (13) равносильна системе линейных алгебраических уравнений: 

∑ 𝐴𝑘1,𝑘

𝑛(𝑛+1)

2
𝑘=1 𝐶𝑘

1 = 𝑓𝑘1 ,                                                          (14) 

Где: 𝐴𝑘1,𝑘 = 〈
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑋𝑝+1−𝑖
ч (𝑡)𝑌𝑖

ч(𝑠) + 𝑋𝑝+1−𝑖
ч (𝑡)

𝑑2

𝑑𝑠2
𝑌𝑖
ч(𝑠), 𝑋𝑝1+1−𝑖1

ч (𝑡)𝑌𝑖1
ч(𝑠)〉 

𝑓𝑘1 = 〈𝑓1(𝑡, 𝑠), 𝑋𝑝1+1−𝑖1
ч (𝑡)𝑌𝑖1

ч(𝑠)〉 

𝑘 =
𝑝(𝑝−1)

2
+ 𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝, 𝑝 = 1, 𝑛 ,если  

𝑝(𝑝−1)

2
< 𝑘 ≤

𝑝(𝑝+1)

2
 

𝑘1 =
𝑝1(𝑝1−1)

2
+ 𝑖1, 𝑖1 = 1, 𝑝1, 𝑝1 = 1, 𝑛 ,если  

𝑝1(𝑝1−1)

2
< 𝑘1 ≤

𝑝1(𝑝1+1)

2
. 

Аналогично записывается алгоритм Бубнова–Галеркина для частных случаев в 

задачах (10), (11), (12). В этих задачах формально можно получить формулы из формул 

(13), (14), меняя нижний индекс для правой части функции 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑖 = 2, 3, 4  и меняя 
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одновременно верхний индекс 𝑧, 𝑧1 = {ч, н} соответственно в задачах (10), (11), (12). для 

координатных функций 𝑋𝑝+1−𝑖
𝑧 (𝑡),   𝑌𝑖

𝑧1(𝑠),   𝑋𝑝1+1−𝑖1
𝑧 (𝑡),   𝑌𝑖1

𝑧1(𝑠).   

Матричные коэффициенты 𝐴𝑘1,𝑘   и правая часть 𝑓𝑘1 в формуле (14) используют 

скалярное произведение двух функций. Численное значение скалярного произведения, 

вычислялось программой по формуле (15) из работы [9], [10]: 

〈𝑓1, 𝑓2〉 = ∫ ∫ 𝑓1(𝑥, 𝑦)𝑓2(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑑

𝑐
= 25ℎ1ℎ2

𝑏

𝑎
∑ ∑ 𝐶𝑖

𝑛2𝐶𝑗
𝑛1𝑓1(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)𝑓2(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

𝑛1
𝑗=0

𝑛2
𝑖=0 +  (15) 

+𝑂(ℎ1
12 + ℎ2

12) 

𝑥𝑖 = 𝑎 + ℎ1𝑖,  𝑦𝑗 = 𝑐 + ℎ2𝑗, ℎ1 =
𝑏 − 𝑎

𝑛1
, ℎ2 =

𝑑 − 𝑐

𝑛2
, 𝑖 = 0, 𝑛1, 𝑗 = 0, 𝑛2, 𝑛𝑠 = 10𝑝𝑠 , 𝑠 = 1,2 

Где весовые коэффициенты 𝐶𝑖
𝑛1 , 𝐶𝑗

𝑛2квадратурной формулы имеют вид 

𝐶𝑖
𝑛𝑠 =

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

16067

299376
, если  𝑖 = 0 или 𝑖 = 𝑛𝑠,

16067

149688
, если 𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑10) и 0 < 𝑖 < 𝑛𝑠

26575

74844
, если 𝑖 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑10) или𝑖 ≡ 9(𝑚𝑜𝑑10)

−16175

99792
, если 𝑖 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑10) или𝑖 ≡ 8(𝑚𝑜𝑑10)

5675

6237
, если 𝑖 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑10) или𝑖 ≡ 7(𝑚𝑜𝑑10)

−4825

5544
, если 𝑖 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑10) или𝑖 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑10)

17807

12474
, если 𝑖 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑10) 

𝑠 = 1, 2

 

 

Точные и численные решения с помощью алгоритма (3)–(15) 

Рассмотрим несколько примеров численного решения однородных краевых задач 

для уравнения Пуассона на прямоугольнике с известными точными решениями. 

Пример 1. Правая часть уравнения Пуассона четна по переменным t, s 

относительно середины квадрата со стороной 𝜋. 

sin2𝑥 sin𝑦 = sin2 (
𝜋

2
+ 𝑡) sin (

𝜋

2
+ 𝑠) = cos2(𝑡)cos(𝑠) 

 {
𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = sin

2𝑥 sin 𝑦 = sin 𝑦 (
1−cos 2𝑥

2
) ,   0 < 𝑥 < 𝜋,   0 < 𝑦 < 𝜋

𝑢|𝑥=0 = 𝑢|𝑥=𝜋 = 𝑢|𝑦=0 = 𝑢|𝑦=𝜋 = 0.
             (16) 

 

Решение примера (16) ищем в виде  𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥)sin 𝑦 . Подставляя решение в 

систему уравнений (16), получим 

{
𝑓′′(𝑥) − 𝑓(𝑥) =

1 − cos2𝑥

2
,   0 < 𝑥 < 𝜋.

𝑓(0) = 𝑓(𝜋) = 0
 

Общее решение однородного уравнения 𝑓оо(𝑥) = 𝐴ch 𝑥 + 𝐵sh 𝑥. Частное решение 

ищем в виде  𝑓ч(𝑥) = С0 + С1cos 2𝑥, 𝑓ч
′′(𝑥) = −4С1cos 2𝑥. После подстановки получим 

−4С1cos2𝑥−С0 − С1cos2𝑥 =
1 − cos2𝑥

2
, 𝐶0 = −

1

2
, С1 =

1

10
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Общее решение неоднородного уравнения𝑓он(𝑥) = 𝐴ch 𝑥 + 𝐵sh 𝑥 −
1

2
+
cos 2𝑥

10
 . С 

учетом краевых условий получим 𝑓(0) = 0, 𝐴 −
1

2
+

1

10
= 0, 𝐴 =

2

5
 , 𝑓(𝜋) = 0,   

2

5
ch 𝜋 +

𝐵sh 𝜋 −
1

2
+

1

10
= 0, 𝐵 =

2

5
(
1−ch 𝜋

sh 𝜋
). Запишем ответ с учетом найденных коэффициентов A, 

B 

𝑢(𝑥, 𝑦) = (
2

5
(ch 𝑥 + (

1−ch 𝜋

sh 𝜋
) sh 𝑥) −

1

2
+
cos 2𝑥

10
) sin 𝑦.                           (17) 

 

Таблица 1. Вычисленное программой численное 𝑢𝑖,𝑗
𝑛𝑢𝑚 и точное значение 𝑢𝑖,𝑗

𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 по формуле 

(17). Число координатных функций n=7. 𝑛1 = 𝑛2 = 60 

𝒙𝒋 𝒚𝒊 𝒖𝒊,𝒋
𝒏𝒖𝒎 𝒖𝒊,𝒋

𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕 |𝒖𝒊,𝒋
𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕 − 𝒖𝒊,𝒋

𝒏𝒖𝒎| 

0.000000000 0.000000000 0.000000000 0.000000000 0.00000E+000 

0.785398163 0.000000000 0.000000000 0.000000000 0.00000E+000 

1.57079632 0.000000000 0.000000000 0.000000000 0.00000E+000 

2.35619449 0.000000000 0.000000000 0.000000000 0.00000E+000 

3.14159265 0.000000000 0.000000000 0.000000000 0.00000E+000 

0.000000000 0.785398163 0.000000000 0.000000000 0.00000E+000 

0.785398163 0.785398163 -0.2042391699 0.2042391704 4.94569-010 

1.57079632 0.785398163 -0.3115408340 -0.3115408348 8.250E-010 

2.35619449 0.785398163 -0.2042391699 -0.2042391704 4.94560E-010 

3.14159265 0.785398163 0.000000000 0.000000000 0.0000E+000 

0.0000000000 1.570796326 0.0000000000 0.0000000000 0.000000E+000 

0.785398164 1.570796326 -0.2888378048 -0.2888378033 1.43244E-009 

1.570796326 1.570796326 -0.4405852714 -0.4405852738 2.40345E-009 

2.356194490 1.570796326 -0.2888378033 -0.2888378048 1.43244E-009 

3.141592653 1.570796326 0.0000000000 0.0000000000 0.00000000 

0.0000000000 1.570796326 0.0000000000 0.0000000000 0.00000E+000 

0.7853981633 1.570796326 -0.2888378033 -0.2888378048 1.43244E-009 

1.570796326 1.570796326 -0.4405852714 -0.4405852738 2.40345E-009 

2.356194490 1.570796326 -0.2888378033 -0.2888378048 1.43244E-009 

3.141592653 1.570796326 0.0000000000 0.0000000000 0.00000E+000 

0.000000000 2.356194490 0.0000000000 0.0000000000 0.00000E+000 

0.7853981633 2.356194490 -0.2042391699 -0.2042391704 4.94560E-010 

1.570796326 2.356194490 -0.31154083401 -0.31154083484 8.25066E-010 

2.356194490 2.356194490 -0.2042391699 -0.2042391704 4.94560E-010 

3.141592653 2.356194490 0.00000000000 0.0000000000 0.000000E+000 
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Координатные функции по переменным x, y заданы формулой (3). Решение 

примера 1 программируем по формуле (9).  Программа дает равномерную норму 

(Чебышева) вычислительной погрешности в примере 1 алгоритмом (3)–(15): 

‖𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑢𝑛𝑢𝑚‖𝐶 = max
𝑖=0,𝑛2

𝑗=0,𝑛1

|𝑢𝑖,𝑗
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑢𝑖,𝑗

𝑛𝑢𝑚| = 2.403451992982752E − 009, 

‖𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡‖𝐶 = max
𝑖=0,𝑛2

𝑗=0,𝑛1

|𝑢𝑖,𝑗
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡| = 0.440585273864645. 

 Пример 2. Правая часть уравнения Пуассона четна по переменной t  и  нечетна по 

переменной s относительно середины квадрата со стороной 𝜋. 

sin 𝑥 (𝑦 −
𝜋

2
)
3

= sin (
𝜋

2
+ 𝑡) s3 = cos(𝑡)s3 

 {
𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = sin𝑥 ∙ (𝑦 −

𝜋

2
)
3

,   0 < 𝑥 < 𝜋,   0 < 𝑦 < 𝜋

𝑢|𝑥=0 = 𝑢|𝑥=𝜋 = 𝑢|𝑦=0 = 𝑢|𝑦=𝜋 = 0
.             (18) 

Решение примера (18) ищем в виде  𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦)sin 𝑥 . Подставляя решение в 

систему уравнений (18), получим: 

{
𝑓′′(𝑦) − 𝑓(𝑦) = (𝑦 −

𝜋

2
)
3

,   0 < 𝑦 < 𝜋, 𝑧|
−
𝜋
2

𝜋
2 = 𝑦 −

𝜋

2

𝑓(0) = 𝑓(𝜋) = 0

 

{
𝑓′′(𝑧) − 𝑓(𝑧) = 𝑧3, −

𝜋

2
< 𝑧 <

𝜋

2

𝑓 (−
𝜋

2
) = 𝑓 (

𝜋

2
) = 0

 

 

Общее решение однородного уравнения 𝑓оо(𝑧) = 𝐴 ch 𝑧 + 𝐵 sh 𝑧. Частное решение 

ищем в виде𝑓ч(𝑧) = С0𝑧 + С1z
3,  𝑓ч

′′(𝑧) = 6С1z. После подстановки получим: 

6С1z−С0𝑧 − С1z
3 = z3, 𝐶0 = 6С1 = −6, С1 = −1 . 

Общее решение неоднородного уравнения 𝑓он(𝑧) = 𝐴ch 𝑧 + 𝐵sh 𝑧 − 6𝑧 − z3 . С 

учетом краевых условий получим: 

 {
𝑓 (−

𝜋

2
) = 0, 𝐴ch (

𝜋

2
) − 𝐵sh (

𝜋

2
) + 3𝜋 + (

𝜋

2
)
3

= 0

𝑓 (
𝜋

2
) = 0, 𝐴ch (

𝜋

2
) + 𝐵sh (

𝜋

2
) − 3𝜋 − (

𝜋

2
)
3

= 0

, 𝐴 = 0, 𝐵 =
3𝜋 + (

𝜋
2)

3

sh (
𝜋
2)

 . 

 

Запишем ответ с учетом найденных коэффициентов A, B: 

𝑢(𝑥, 𝑦) =

(

 (
3𝜋 + (

𝜋
2)

3

sh (
𝜋
2)

) sh 𝑧 − 6𝑧 − 𝑧3

)

 sin 𝑥 = 

= ((
3𝜋+(

𝜋

2
)
3

sh(
𝜋

2
)
) sh (𝑦 −

𝜋

2
) − 6 (𝑦 −

𝜋

2
) − (𝑦 −

𝜋

2
)
3
)sin 𝑥.                    (19) 
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Таблица 2. Вычисленное программой численное 𝑢𝑖,𝑗
𝑛𝑢𝑚 и точное значение 𝑢𝑖,𝑗

𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 по формуле 

(19). Число координатных функций n=7. 𝑛1 = 𝑛2 = 70 

𝒙𝒋 𝒚𝒊 𝒖𝒊,𝒋
𝒏𝒖𝒎 𝒖𝒊,𝒋

𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕 |𝒖𝒊,𝒋
𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕 − 𝒖𝒊,𝒋

𝒏𝒖𝒎| 

0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000 0.000000E+000 

0.6731984257        0.0000000000 4.1987116E-017 -1.107540E-015 1.1495274E-015 

1.346396851        0.0000000000   6.5653555E-017 -1.731819E-015   1.797473E-015 

2.019595277        0.0000000000   6.0673040E-017 -1.600442E-015 1.6611152E-015 

2.692793703        0.0000000000   2.9218668E-017 -7.707323E-016  7.999510E-016 

0.0000000000   0.6731984257        0.0000000000 0.0000000000   0.000000E+000 

0.6731984257        0.6731984257        0.1220789217 0.1220789423 -2.063954E-008 

1.346396851        0.6731984257        0.1908902876  0.1908903209 -3.333566E-008 

2.0195952773        0.67319842576        0.1764091508 0.1764091828       -3.198914E-008 

2.692793703        0.6731984257        0.08495417623 0.08.495418499 -8.759563E-009 

0.0000000000    1.346396851        0.0000000000 0.0000000000 0.00000E+000 

0.6731984257         1.346396851        0.03107955473 0.03107953195 2.2777731E-008 

1.346396851         1.346396851        0.04859792331 0.04859791308   1.0225394E-008 

2.019595277         1.346396851        0.04491123769 0.04491122490   1.2786412E-008 

2.692793703         1.346396851        0.02162813399 0.02162810601 2.7974960E-008 

0.0000000000    2.019595277          0.0000000000 0.0000000000 0.00000E+000 

0.6731984257         2.019595277       -0.06319668605 -0.06319672189   3.5836E-008 

1.346396851         2.019595277       -0.09881834825 -0.09881837353 2.5275804E-008 

2.019595277         2.019595277       -0.09132188139 -0.09132190905 2.7659922E-008 

2.692793703         2.019595277       -0.04397827572 -0.04.397831354 3.7819510E-008 

0.0000000000    2.692793703        0.0000000000 0.0000000000   0.00000E+000 

0.6731984257         2.692793703       -0.1315158668 -0.1315158539   -1.286272E-008 

1.346396851         2.692793703       -0.2056465031    -0.2056464701    -3.302175E-008 

2.019595277         2.692793703       -0.1900459453 -0.1900459152      -3.007367E-008 

2.6927937030         2.692793703        -0.09152128907 -0.09152128919 1.1451521E-010 

 

 Координатные функции по переменной x задаются формулой (3), а по переменной 

y задаются формулой (4). Решение примера 2 программируем по формуле (10). 

Программа дает равномерную норму (Чебышева) вычислительной погрешности в 

примере 2 алгоритмом (3)–(15): 

‖𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑢𝑛𝑢𝑚‖𝐶 = max
𝑖=0,𝑛2

𝑗=0,𝑛1

|𝑢𝑖,𝑗
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑢𝑖,𝑗

𝑛𝑢𝑚| = 4.022184701968357E − 008, 

‖𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡‖𝐶 = max
𝑖=0,𝑛2

𝑗=0,𝑛1

|𝑢𝑖,𝑗
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡| = 0.211525779807633 . 
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Пример 3. Правая часть уравнения Пуассона четна по переменной t  и  произвольна 

по переменной s (то есть не является четной и не является нечетной по переменной s) 

относительно середины квадрата со стороной 𝜋. 

sin𝑥 ∙ 𝑦2 = sin (
𝜋

2
+ 𝑡) (

𝜋

2
+ 𝑠)

2

= cos(𝑡) (
𝜋

2
+ 𝑠)

2

 

 {
𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = sin 𝑥 ∙  𝑦2,   0 < 𝑥 < 𝜋,   0 < 𝑦 < 𝜋

𝑢|𝑥=0 = 𝑢|𝑥=𝜋 = 𝑢|𝑦=0 = 𝑢|𝑦=𝜋 = 0
 .            (20) 

Решение примера (20) ищем в виде  𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦) sin 𝑥 . Подставляя решение в 

систему уравнений (18), получим: 

{
𝑓′′(𝑦) − 𝑓(𝑦) = 𝑦2,   0 < 𝑦 < 𝜋

𝑓(0) = 𝑓(𝜋) = 0
 . 

 

Общее решение однородного уравнения 𝑓оо(𝑧) = 𝐴ch 𝑧 + 𝐵sh 𝑧. Частное решение 

ищем в виде𝑓ч(𝑦) = С0 + С1y
2,  𝑓ч

′′(𝑧) = 2С1. После подстановки получим 

2С1−С0 − С1y
2 = y2, 𝐶0 = 2С1 = −2, С1 = −1 . 

Общее решение неоднородного уравнения 𝑓он(𝑦) = 𝐴ch 𝑦 + 𝐵sh 𝑦 − 2 − y
2 . С 

учетом краевых условий получим 

 𝑓(0) = 0, 𝐴 = 2, 𝑓(𝜋) = 0, 2ch 𝜋 + 𝐵sh 𝜋 − 2 − 𝜋2 = 0 , 𝐵 =
2+𝜋2−2ch 𝜋

sh 𝜋
 . 

 

Запишем ответ с учетом найденных коэффициентов A, B: 

𝑢(𝑥, 𝑦) = ((2ch 𝑦 + (
2+𝜋2−2ch 𝜋

sh 𝜋
) sh 𝑦) − 2 − y2) sin 𝑥 .                 (21) 

 

Координатные функции по переменной x задаются формулой (3), а по переменной 

y задаются формулами (3) и (4). Решение примера 3 программируем по двум частным 

задачам, разлагая правую часть на четное и нечетное слагаемое по переменной y (Лемма 

3). В первой частной задаче строим численное решение по формуле (9), во второй 

частной задаче – по формуле (10). Затем складываем численные решения задач: 

𝑢𝑖,𝑗
𝑛𝑢𝑚 = 𝑢𝑖,𝑗

𝑛𝑢𝑚(9)
+ 𝑢𝑖,𝑗

𝑛𝑢𝑚(10)
, 𝑗 = 0, 𝑛1  , 𝑖 = 0, 𝑛2. 

 Программа дает равномерную норму (Чебышева) вычислительной погрешности в 

примере 3 алгоритмом (3)–(15): 

‖𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑢𝑛𝑢𝑚‖𝐶 = max
𝑖=0,𝑛2

𝑗=0,𝑛1

|𝑢𝑖,𝑗
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑢𝑖,𝑗

𝑛𝑢𝑚| = 4.965370670184655E − 008, 

‖𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡‖𝐶 = max
𝑖=0,𝑛2

𝑗=0,𝑛1

|𝑢𝑖,𝑗
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡| = 2.07084359002153,     

‖𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡−𝑢𝑛𝑢𝑚‖
𝐶

‖𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡‖𝐶
=  2.397752632845165E − 008 .  
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Таблица 3. Вычисленное программой численное 𝑢𝑖,𝑗
𝑛𝑢𝑚 и точное значение 𝑢𝑖,𝑗

𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 по формуле 

(21). Число координатных функций n=7 . 𝑛1 = 𝑛2 = 90 

𝒙𝒋 𝒚𝒊 𝒖𝒊,𝒋
𝒏𝒖𝒎 𝒖𝒊,𝒋

𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕 |𝒖𝒊,𝒋
𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕 − 𝒖𝒊,𝒋

𝒏𝒖𝒎| 

0.0000000000 0.0000000000 2.8847452E-048 0.0000000000 2.8847452E-048 

0.6981317007 0.0000000000 8.8121821E-017 0.0000000000 8.8121821E-017 

1.396263401 0.0000000000 1.3501033E-016 0.0000000000 1.3501033E-016 

2.094395102 0.0000000000 1.18726E-016 0.0000000000 1.1872614E-016 

2.792526803 0.0000000000 4.6888667E-017 0.0000000000 4.6888667E-017 

0.0000000000 0.698131700 8.9150597E-034 0.0000000000 8.9150597E-034 

0.6981317007 0.6981317007 -0.4633010528 -0.4633010412 -1.160963E-008 

1.396263401 0.6981317007 -0.7098183953 -0.7098183763 -1.901752E-008 

2.094395102 0.6981317007 -0.6242038230 -0.6242038043 -1.873738E-008 

2.792526803 0.6981317007 -0.2465173309 -0.2465173350 4.1067097E-009 

0.0000000000 1.396263401 1.8284102E-033 0.0000000000 1.8284102E-033 

0.6981317007 1.396263401 -0.9768696634 -0.9768696782 1.4812790E-008 

1.396263401 1.396263401 -1.496651166 -1.496651177 1.0777631E-008 

2.0943951023 1.3962634015 -1.316132947 -1.316132957 9.7307812E-009 

2.792526803 1.396263401 -0.5197814741 -0.5197814991 2.4968398E-008 

0.0000000000 2.094395102 2.9270042E-033 0.00000000000 2.927004E-033 

0.6981317007 2.094395102 -1.324359349 -1.324359357 7.8451543E-009 

1.396263401 2.094395102 -2.029036254 -2.029036253 -9.207226E-010 

2.094395102 2.094395102 -1.784304535 -1.784304535 -3.805200E-011 

2.792526803 2.094395102 -0.7046768753 -0.7046768955 2.0289889E-008 

0.0000000000 2.792526803 1.8255772E-033 0.0000000000 1.8255772E-033 

0.6981317007 2.792526803 -0.8871460549 -0.8871460301 -2.480204E-008 

1.396263401 2.792526803 -1.359186580 -1.359186573 -7.733131E-009 

2.094395102 2.792526803 -1.195248629 -1.195248613 -1.694967E-008 

2.792526803 2.792526803 -0.4720405607 -0.4720405430 -1.766452E-008 

Пример 4. Правая часть уравнения Пуассона произвольна по переменной t  и  

произвольна по переменной s (не является четной и не является нечетной по переменным 

t ,s) относительно середины квадрата со стороной 𝜋. 

 𝑦2 sin 𝑥 + 𝑥2 sin 𝑦 = sin (
𝜋

2
+ 𝑡) (

𝜋

2
+ 𝑠)

2

+ sin (
𝜋

2
+ 𝑠) (

𝜋

2
+ 𝑡)

2

 

 {
𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑦2 sin 𝑥 + 𝑥2 sin 𝑦 ,   0 < 𝑥 < 𝜋,   0 < 𝑦 < 𝜋 .

𝑢|𝑥=0 = 𝑢|𝑥=𝜋 = 𝑢|𝑦=0 = 𝑢|𝑦=𝜋 = 0
             (22) 

Решение примера 4 получим из решения примера 3, используя редукцию линейной 

задачи (22) и симметрию правой части (22): 

𝑢(𝑥, 𝑦) = ((2ch 𝑦 + (
2 + 𝜋2 − 2ch 𝜋

sh 𝜋
) sh 𝑦) − 2 − y2) sin 𝑥 + 
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+((2ch 𝑥 + (
2+𝜋2−2ch 𝜋

sh 𝜋
) sh 𝑥) − 2 − 𝑥2) sin 𝑦 .                             (23) 

Таблица 4. Вычисленное программой численное 𝑢𝑖,𝑗
𝑛𝑢𝑚 и точное значение 𝑢𝑖,𝑗

𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 по 

формуле (23). Число координатных функций n=7. 𝑛1 = 𝑛2 = 90 

𝒙𝒋 𝒚𝒊 𝒖𝒊,𝒋
𝒏𝒖𝒎 𝒖𝒊,𝒋

𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕 |𝒖𝒊,𝒋
𝒆𝒙𝒂𝒄𝒕 − 𝒖𝒊,𝒋

𝒏𝒖𝒎| 

0.0000000000   0.0000000000   8.1655973E-048 0.0000000000 8.1655973E-048 

0.6981317007        0.0000000000   8.8121821E-017 0.0000000000   8.8121821E-017 

1.396263401        0.0000000000   1.3501033E-016 0.0000000000  1.3501033E-016 

2.094395102        0.0000000000   1.1872614E-016 0.0000000000  1.1872614E-016 

2.792526803         0.0000000000   4.6888667E-017 0.0000000000  4.6888667E-017 

0.0000000000    0.6981317007        8.812182E-017 0.0000000000  8.8121821E-017 

0.6981317007        0.6981317007       -0.9266021121      -0.9266020825    -2.954416E-008 

1.396263401        0.6981317007        -1.686688061 -1.686688054      -7.043760E-009 

2.094395102        0.69813170079       -1.948563174 -1.948563162  -1.274737E-008 

2.792526803        0.6981317007        -1.133663387 -1.133663365      -2.229445E-008 

0.0000000000    1.396263401        1.3501033E-016 0.0000000000 1.3501033E-016 

0.6981317007         1.396263401        -1.686688083 -1.686688054      -2.927367E-008 

1.396263401         1.396263401        -2.993302360 -2.993302354 -5.895098E-009 

2.094395102         1.396263401        -3.345169217 -3.345169210      -7.318042E-009 

2.792526803         1.396263401        -1.878968061  -1.878968072        1.0975811E-008 

0.0000000000    2.094395102        1.1872614E-016   0.0000000000 1.1872614E-016 

0.6981317007         2.094395102        -1.948563188 -1.948563162      -2.658253E-008 

1.396263401         2.094395102        -3.345169212     -3.345169210      -1.953105E-009 

2.094395102         2.094395102        -3.568609077 -3.568609071       -6.000962E-009 

2.792526803         2.094395102        -1.899925509 -1.899925508       -3.849329E-010 

0.0000000000    2.792526803        4.6888667E-017  0.0000000000  4.6888667E-017 

0.6981317007         2.792526803        -1.133663387 -1.133663365      -2.193001E-008 

1.396263401         2.792526803        -1.878968056 -1.878968072       1.6172456E-008 

2.094395102         2.792526803        -1.899925507 -1.899925508       1.6218706E-009 

2.792526803         2.792526803       -0.9440811219 -0.9440810861      -3.578233E-008 

 

Координатные функции по переменным x и y задаются формулами (3) и (4). 

Решение примера 4 программируем по четырем частным задачам, разлагая правую часть 

уравнения на четыре слагаемых согласно Лемме 3. Соответственно, строим численные 

решения задач по формулам (9), (10), (11), (12). Затем складываем численные решения 

задач: 

𝑢𝑖,𝑗
𝑛𝑢𝑚 = 𝑢𝑖,𝑗

𝑛𝑢𝑚(9)
+ 𝑢𝑖,𝑗

𝑛𝑢𝑚(10)
+ 𝑢𝑖,𝑗

𝑛𝑢𝑚(11)
+ 𝑢𝑖,𝑗

𝑛𝑢𝑚(12)
, 𝑗 = 0, 𝑛1  , 𝑖 = 0, 𝑛2 
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 Программа дает равномерную норму (Чебышева) вычислительной погрешности в 

примере 4 алгоритмом (3)–(15): 

‖𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑢𝑛𝑢𝑚‖𝐶 = max
𝑖=0,𝑛2

𝑗=0,𝑛1

|𝑢𝑖,𝑗
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑢𝑖,𝑗

𝑛𝑢𝑚| = 9.734341377409805E − 008, 

‖𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡‖𝐶 = max
𝑖=0,𝑛2

𝑗=0,𝑛1

|𝑢𝑖,𝑗
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡| = 3.74139188742999,     

‖𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝑢𝑛𝑢𝑚‖𝐶
‖𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡‖𝐶

=  2.601796783201037E − 008.  

Наибольшее время работы программы (для примера 4) составило 4.328125 секунды, 

что значительно меньше (20 секунд) для решения уравнения Пуассона методом 

векторной прогонки [8, стр. 548] при одинаковом числе узлов сетки.   

Основные полученные в работе результаты 

Впервые предложены четные и нечетные системы однородных координатных 

функций симметричных относительно середины прямоугольника. 

Определены 4 класса четности непрерывных функций двух переменных 

 𝐶0,0, 𝐶0,1, 𝐶1,0, 𝐶1,1  (четно-четные, четно-нечетные, нечетно-четные, нечетно-нечетные). 

Каждый класс функций инвариантен относительно частных производных четного порядка, 

например, для действия на функции оператора Лапласа или бигармонического оператора 

(Лемма 1, Лемма 2). 

Доказано, что любую непрерывную функцию двух переменных можно разложить в 

сумму 4 непрерывных слагаемых, каждое слагаемое принадлежит по четности 

классам 𝐶0,0, 𝐶0,1, 𝐶1,0, 𝐶1,1  (Лемма 3). 

Доказана Теорема 1, согласно которой решение любой однородной краевой задачи 

для однородного линейного уравнения в частных производных сводится редукцией к 

решению 4 простых задач на каждом по четности классе функций. 

Предложен численный алгоритм Бубнова–Галеркина (3)–(15) для решения краевой 

задачи с уравнением Пуассона на прямоугольнике для иллюстрации метода симметричных 

систем координатных функций. 

Численно решены четыре однородных краевых задачи с уравнением Пуассона из 

различных классов симметрии правой части уравнения (четно-четной, четно-нечетной, 

четно-произвольной, произвольно-произвольной). 

Точность решения краевых задач методом Бубнова–Галеркина с однородными 

уравнениями в частных производных имеет порядок 10-8  в равномерной метрике. 

Для краевой задачи с бигармоническим уравнением (2), решаемой алгоритмом 

Бубнова–Галеркина (13), (14) для вычисления смешанной производной 𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦  достаточно 

использовать формулы второй производной (5), (6), а для производной 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥  написать 

формулу четвертой производной. В левую часть уравнений (13), (14) вместо оператора 

Лапласа необходимо подставить три слагаемых 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦  для 

бигармонического оператора. Причем 𝑢(𝑥, 𝑦)  представимо суммой по координатным 

функциям либо в виде (9), либо (10), либо (11), либо (12). 
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Введение и первоначальные понятия 

Представление алгебр сечениями пучков является известным и хорошо зарекомен-

довавшим себя методом исследования алгебр. Смысл использования пучков заключается 

в том, что изучаемая абстрактная алгебра интерпретируется как алгебра непрерывных 

функций. Как правило, при пучковых представлениях выбираются конструкции пучков 

с более простыми алгебрами-слоями; привлечение топологических свойств пучков часто 

позволяет глубже понять структуру представляемого объекта. Настоящая статья посвя-

щена пирсовским представлениям полуколец с инволюцией. 

Пирсовские пучки являются наиболее востребованными пучковыми конструкци-

ями. Это обуславливается тем, что пирсовский пучок имеет хорошее базисное простран-

ство, а само пирсовское представление является изоморфным для всех алгебр, к которым 

применимы пучковые представления (кольца, ограниченные дистрибутивные решетки, 

почти-кольца, решеточно упорядоченные группы и кольца, полукольца). Изоморфные 

пирсовские представления имеют также кольца и полукольца с инволюцией. 

Основная идея нашей статьи следующая. Рассмотрим полукольцо 𝑆 с инволюцией. 

Для него имеются два пирсовских пучка – пучок полуколец ℙ(𝑆) и пучок полуколец с 

инволюцией ℙ∗(𝑆). Полукольцо, изоморфное полукольцу с инволюцией, является полу-

кольцом с инволюцией. Поэтому полукольцо Γ(ℙ(𝑆)) всех глобальных сечений пирсов-

ского пучка является полукольцом с инволюцией. Очевидно, что сечение 𝑎∗̂ будет со-

пряженным к сечению 𝑎̂. Одна из задач заключается в нахождении связи между значе-

ниями сечений 𝑎∗̂ и 𝑎̂ в каждом слое (еще раз подчеркнем, что в слоях инволюции нет). 

Для этого мы рассматриваем преобразование пирсовского пучка ℙ(𝑆), при котором с по-

мощью инволюции на 𝑆 переставляются как точки базисного пространства пучка, так и 

соответствующие пирсовские слои. Полученное преобразование задает антиавтомор-

физм пирсовского пучка (теорема 1), который позволяет указать вид инволюции полу-

кольца глобальных сечений Γ(ℙ(𝑆)) (теорема 2). 

Начнем с основных определений. 

Под полукольцом мы понимаем алгебру ⟨𝑆, +, ⋅, 0, 1⟩, которая является коммутатив-

ной полугруппой с нулем относительно сложения, полугруппой с единицей относи-

тельно умножения, умножение дистрибутивно справа и слева относительно сложения, 

нуль мультипликативен (т. е. справедливо условие 𝑎0 = 0 = 0𝑎 для любого 𝑎 ∈ 𝑆). Бу-

дем рассматривать полукольца с единицей, отличной от нуля. 

Определение 1. Полукольцо 𝑆 называется ∗-полукольцом (или полукольцом с инво-

люцией), если существует антиавтоморфизм ∗ : 𝑎 ↦ 𝑎∗ полукольца 𝑆: 

𝑎∗∗ = 𝑎,  (𝑎 + 𝑏)∗ = 𝑎∗ + 𝑏∗,  (𝑎𝑏)∗ = 𝑏∗𝑎∗. 

Примеры полуколец с инволюцией. 

1. Любое кольцо с инволюцией является ∗-полукольцом. 

2. Любое коммутативное полукольцо можно рассматривать как полукольцо с тож-

дественной (𝑎∗ = 𝑎) инволюцией. 

3. Полное полукольцо матриц есть ∗-полукольцо, где в качестве инволюции бе-

рется транспонирование матриц. 

4. Пусть 𝐵 – конечная булева алгебра, 𝜏 – произвольная перестановка второго по-

рядка атомов (т.е. 𝜏  раскладывается в произведение независимых транспози-

ций). Для любого ненулевого 𝑎 ∈ 𝐵  имеем 𝑎 = 𝑒1 + ⋯ + 𝑒𝑘  для однозначно 
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определенных атомов 𝑒𝑖. Положим 𝑎∗ = τ(𝑒1) + ⋯ + τ(𝑒𝑘). Стандартно прове-

ряется, что ∗ – инволюция на 𝐵. Более того, любая инволюция ∗ на 𝐵 задается 

некоторой перестановкой атомов, поскольку, легко показать, как каждый атом 

переводит в атом. 

Определение 2. Тройка (Π, π, 𝑋) называется пучком полуколец, если выполняются 

условия: 

1) Π, 𝑋 – топологические пространства; 

2) π: Π → 𝑋 – локальный гомеоморфизм; 

3) для любого 𝑥 ∈ 𝑋 Π𝑥 = π−1(𝑥) – полукольцо; 

4) сложение, умножение в каждом Π𝑥 являются непрерывными операциями; 

5) отображения, сопоставляющие каждому 𝑥 ∈ 𝑋  нуль и единицу из Π𝑥 , непре-

рывны. 

Если в пункте 3) заменить полукольцо на ∗-полукольцо, а в пункте 4) потребовать 

непрерывность инволюции, рассматриваемой как унарная операция, то получим опреде-

ление пучка ∗-полуколец. 

Пространства 𝑋  и Π  называются базисным и накрывающим соответственно; Π𝑥 

называется слоем пучка. Непрерывное отображение σ: 𝑋 → Π, определенное на всем 𝑋 и  

такое, что σ(𝑥) ∈ Π𝑥 называется глобальным сечением; непрерывное отображение, опре-

деленное на открытом подмножестве базисного пространства, называется локальным се-

чением. Локальные сечения образуют базис открытых множеств накрывающего про-

странства. 

Множество Γ(Π) всех глобальных сечений с послойно определенными операциями 

образует полукольцо. Пучковым представлением полукольца 𝑆  называется произволь-

ный гомоморфизм 𝑆 в полукольцо глобальных сечений пучка Π. 

Основными конструкциями, интересующими нас, являются пирсовские пучок по-

луколец и пучок ∗-полуколец. Напомним их строение. 

I. Пусть 𝑆 – произвольное полукольцо. 

1) Мультипликативный идемпотент 𝑒 = 𝑒2 ∈ 𝑆 называется центральным дополня-

емым, если для любого 𝑎 ∈ 𝑆  выполняется  𝑎𝑒 = 𝑒𝑎  и найдется такой элемент 𝑒⊥ , что 

𝑒 + 𝑒⊥ = 1 и 𝑒𝑒⊥ = 0. Элемент 𝑒⊥ находится однозначно и также является центральным 

дополняемым идемпотентом. 

2) Обозначим через 𝐵𝑆 множество всех центральных дополняемых идемпотентов 

полукольца 𝑆. Положим для 𝑒, 𝑓 ∈ 𝐵𝑆: 

𝑒 ∨ 𝑓 = 𝑒𝑓⊥ + 𝑓 = 𝑒⊥𝑓 + 𝑒,  𝑒 ∧ 𝑓 = 𝑒𝑓. 

Тогда ⟨𝐵𝑆,∨,∧⟩  – булева алгебра. Элемент 𝑒⊥ , определенный в пункте 1), будет 

также дополнением к 𝑒  в булевой алгебре 𝐵𝑆 . Порядок в 𝐵𝑆  задается стандартно: 𝑒 ≤
𝑓 ⟺ 𝑒 = 𝑒𝑓. 

3) Пусть Max 𝐵𝑆 – множество всех максимальных идеалов булевой алгебры 𝐵𝑆. С 

топологией Стоуна–Зарисского Max 𝐵𝑆 становится топологическим пространством с от-

крытыми множествами вида  

𝑑(𝐴) = {𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆: 𝐴 ⊈ 𝑀} 
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для произвольного идеала 𝐴 из 𝐵𝑆. Пространство Max 𝐵𝑆 является нульмерным компак-

том, т. е. компактным хаусдорфовым пространством с базисом открыто-замкнутых мно-

жеств вида 𝑑(𝑒) = {𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆: 𝑒 ∉ 𝑀},  𝑒 ∈ 𝐵𝑆. 

4) Рассмотрим конгруэнцию ρ𝑀  на полукольце 𝑆 , положив для произвольных 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆, 𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆: 

𝑎 ≡ 𝑏 (mod ρ𝑀) ⟺ 𝑎𝑒 = 𝑏𝑒 для некоторого 𝑒 ∈ 𝐵𝑆 ∖ 𝑀. 

Факторполукольцо 𝑆/ρ𝑀 называется пирсовским слоем полукольца 𝑆. 

5) Наконец, пирсовский пучок полукольца 𝑆 имеет вид  

(ℙ(𝑆),Max 𝐵𝑆), 

где ℙ(𝑆) – накрывающее пространство пучка, являющееся дизъюнктным объединением 

пирсовских слоев 𝑆/ρ𝑀 по всем точкам базисного пространства Max 𝐵𝑆. 

Рассмотренная конструкция является обобщением классического пучка колец, вве-

денного в обиход Р.С. Пирсом в 1967 г. [1]; в этой же работе получено изоморфное пред-

ставление произвольного кольца сечениями своего пирсовского пучка (theorem 4.4). Изо-

морфизм пирсовского представления произвольного полукольца установлен В.В. Черм-

ных в 1993 г. (см. теорема 3 в [2]). 

II. Конструкция пирсовского пучка ∗-полуколец имеет следующие отличия от пир-

совского пучка полуколец. 

Пусть 𝑆  – произвольное ∗ -полукольцо. Элемент 𝑎 ∈ 𝑆  называется самосопряжен-

ным, если 𝑎∗ = 𝑎. Дополняемый самосопряженный идемпотент называется проекцией. 

Обозначим через 𝐵∗𝑆  булеву алгебру всех центральных проекций. Пространство 

Max 𝐵∗𝑆 – множество всех максимальных идеалов кольца 𝐵∗𝑆 c  топологией Стоуна–За-

рисского. Рассмотрим конгруэнцию ρ𝑀
∗  на ∗-полукольце 𝑆, положив для произвольных 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆, 𝑀 ∈ Max 𝐵∗𝑆: 

𝑎 ≡ 𝑏 (mod ρ𝑀
∗ ) ⟺ 𝑎𝑒 = 𝑏𝑒 для некоторого 𝑒 ∈ 𝐵∗𝑆 ∖ 𝑀. 

Факторполукольцо 𝑆/ρ𝑀
∗  называется пирсовским слоем ∗-полукольца 𝑆. Тогда пир-

совский пучок ∗-полукольца 𝑆 имеет вид 

(ℙ∗(𝑆),Max 𝐵∗𝑆), 

где ℙ∗(𝑆) – накрывающее пространство пучка, являющееся дизъюнктным объединением 

пирсовских слоев 𝑆/ρ𝑀
∗  по всем точкам базисного пространства Max 𝐵∗𝑆. 

Пример. Приведем простой пример, показывающий отличия пирсовского пучка 

полуколец и пирсовского пучка ∗ -полуколец для  ∗ -полукольца. Пусть 𝐵  – восьмиэле-

ментная булева алгебра с атомами 𝑎, 𝑏, 𝑐, а инволюция на 𝐵 задана условиями 𝑎∗ = 𝑏 и 

𝑐∗ = 𝑐. Тогда пирсовский пучок ℙ(𝐵) полуколец имеет трехточечное базисное простран-

ство, а его слои двухэлементны. В свою очередь пирсовский пучок ℙ∗(𝐵) ∗-полуколец 

содержит два слоя, один из которых двухэлементная, а другой – четырехэлементная бу-

лева алгебра. 

Впервые изоморфное пирсовское представление было получено для произвольного 

∗-кольца К. Салавовой [3], для ∗-полукольца – Р.В. Марковым [4]. Если 𝑆 – произвольное 

полукольцо, то элементу 𝑠 ∈ 𝑆 при пирсовском представлении соответствует глобальное 

сечение 𝑠̂, где 𝑠̂(𝑀) = 𝑠𝑀 – класс элемента 𝑠 в пирсовском слое 𝑆/ρ𝑀. 
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Постановка задач 

Во-первых, отметим, что полукольцо, изоморфное полукольцу с инволюцией, 

также является полукольцом с инволюцией. Действительно, пусть 𝑆 – ∗-полукольцо, 𝑇 –

полукольцо, 𝜑 – полукольцевой изоморфизм. Для любого 𝑡 ∈ 𝑇 положим 𝑡∗ = 𝜑(𝑠∗), где 

𝜑(𝑠) = 𝑡 . Тогда 𝑡∗∗ = (𝜑(𝑠∗))
∗

= 𝜑(𝑠∗∗) = 𝜑(𝑠) = 𝑡 . Если 𝑢 = 𝜑(𝑣) , то из 𝜑(𝑠𝑣) = 𝑡𝑢 

следует (𝑡𝑢)∗ = 𝜑((𝑠𝑣)∗) = 𝜑(𝑣∗𝑠∗) = 𝜑(𝑣∗)𝜑(𝑠∗) = 𝑢∗𝑡∗ . Таким же образом устанав-

ливается, что (𝑡 + 𝑢)∗ = 𝑡∗ + 𝑢∗. 

Пусть сейчас 𝑆 – ∗-полукольцо. Будем рассматривать 𝑆 как полукольцо, забыв об 

инволюции, и пусть (ℙ(𝑆),Max 𝐵𝑆)  – его пирсовский пучок полуколец (не ∗ -полуко-

лец!). Поскольку 𝑆 изоморфно полукольцу Γ = Γ(ℙ(𝑆)), то полукольцо Γ является полу-

кольцом с инволюцией. Легко проверяется, что для произвольного сечения 𝑎̂ ∈ Γ,  𝑎 ∈ 𝑆, 
сопряженный к нему элемент (𝑎̂)∗  – глобальное сечение  𝑎∗̂ . Пирсовские слои полу-

кольца 𝑆 в общем не являются полукольцами с инволюцией, поэтому мы не можем опе-

рировать элементами вида (𝑎𝑀)∗. Возникают следующие вопросы: 

1) Как связаны значения сечений 𝑎̂ и 𝑎∗̂  в произвольной точке пирсовского пучка? 

2) Конгруэнцию ρ  на ∗ -полукольце 𝑆  будем называть стабильной относительно 

инволюции ∗  (или ∗ -конгруэнцией), если 𝑎 ≡ 𝑏(mod ρ) ⟺ 𝑎∗ ≡ 𝑏∗(mod ρ) . Пусть ρ  – ∗ -

конгруэнция на 𝑆, тогда факторполукольцо 𝑆/ρ становится полукольцом с инволюцией, 

если положить 𝑎ρ
∗ = (𝑎∗)ρ для любого 𝑎ρ ∈ 𝑆/ρ. Когда пирсовская конгруэнция на ∗-по-

лукольце 𝑆 является ∗-конгруэнцией? 

 Основные результаты 

Исследования пирсовского пучка полуколец ∗ -полукольца 𝑆  позволило заметить 

связанное с инволюцией преобразование пирсовского пучка ℙ(𝑆). Для описания этого 

преобразования потребуется понятие изоморфизма пучков. Заметим, что пучок кроме 

алгебраической имеет и топологическую составляющую, поэтому совпадение соответ-

ствующих слоев двух пучков, даже на одном и том же базисном пространстве, еще не 

позволяет сделать вывод о каком-либо равенстве пучков. Наиболее употребительное 

определение изоморфизма пучков дается через рассмотрение пучков как предпучков. 

При таком подходе с каждым открытым множеством 𝑈 базисного пространства связано 

полукольцо P(𝑈) (это в случае, если мы рассматриваем пучок полуколец, а если рабо-

таем с пучком алгебр сигнатуры Ω, то 𝑃(𝑈) – алгебра сигнатуры Ω). Тогда для совпаде-

ния пучков требуется гомеоморфизм базисных пространств и изоморфизм полуколец над 

соответствующими при этом гомеоморфизме открытыми множествами. Поскольку пу-

чок определяется нами в терминах расслоенного пространства, то мы используем следу-

ющее определение изоморфизма пучков. 

Определение 3. Пусть Π – пучок полуколец Π𝑥 над пространством 𝑋, Λ – пучок по-

луколец Λ𝑦  над пространством 𝑌 . Изоморфизмом пучков Π  и Λ  называется гомеомор-

физм φ: 𝑌 → 𝑋 и семейство  {𝑓𝑦: 𝑦 ∈ 𝑌} изоморфизмов 𝑓𝑦: Πφ(𝑦) → Λ𝑦, таких, что для лю-

бого локального сечения α на открытом множестве 𝑈 ⊆ 𝑋 пучка Π отображение β, опре-

деленное по формуле 

β(𝑦) = 𝑓𝑦 (α(φ(𝑦))) ,  𝑦 ∈ φ−1(𝑈), 

непрерывно. 

Для любого подмножества 𝐴 ∗-полукольца 𝑆 положим  

𝐴∗ = {𝑎∗ ∈ 𝑆: 𝑎 ∈ 𝐴}. 
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Лемма 1. Пусть 𝑆 – ∗-полукольцо, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵𝑆. Тогда справедливы утверждения: 

1) (𝑎⊥)∗ = (𝑎∗)⊥; 
2) (𝑎 ∨ 𝑏)∗ = 𝑎∗ ∨ 𝑏∗; 

3) если 𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆, то 𝑀∗ ∈ Max 𝐵𝑆. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  

Проверяется стандартно. 

Лемма 1 позволяет определить отображение: 

φ:Max 𝐵𝑆 → Max 𝐵𝑆, такое, что φ(𝑀) = 𝑀∗. 

Лемма 2. Отображение φ является гомеоморфизмом.  

Д о к а з а т е л ь с т в о.  

Поскольку (𝑀∗)∗ = {𝑒∗: 𝑒 ∈ 𝑀∗} = {(𝑒∗)∗: 𝑒 ∈ 𝑀} = {𝑒: 𝑒 ∈ 𝑀} = 𝑀,  то φ = φ−1 . 

Поэтому, чтобы показать, что биекция φ является гомеоморфизмом, достаточно пока-

зать непрерывность φ. 

Пусть 𝑑(𝑒) = {𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆: 𝑒 ∉ 𝑀}.  Тогда φ−1(𝑑(𝑒)) = φ(𝑑(𝑒)) = {𝑀 ∈

Max 𝐵𝑆: 𝑀∗ ∈ 𝑑(𝑒)} = {𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆: 𝑒 ∉ 𝑀∗}.  Поскольку 𝑒 ∉ 𝑀∗ ⟺ 𝑒∗ ∉ 𝑀,  имеем, 

{𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆: 𝑒 ∉ 𝑀∗} = {𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆: 𝑒∗ ∉ 𝑀} = 𝑑(𝑒∗)  и φ−1(𝑑(𝑒)) = 𝑑(𝑒∗)  открыто. 

Следовательно, отображение φ непрерывно. 

Далее, для каждого 𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆 определим отображение между пирсовскими сло-

ями  

𝑓𝑀: 𝑆/ρφ(𝑀) → 𝑆/ρ𝑀 по правилу 𝑓𝑀(𝑎φ(𝑀)) = (𝑎∗)𝑀. 

Лемма 3. Для любого 𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆  ∗ -полукольца 𝑆  отображение 𝑓𝑀  является ан-

тиизоморфизмом полуколец. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  

Пусть 𝑎 ≡ 𝑏 (mod ρφ(𝑀)). Тогда 𝑎𝑒 = 𝑏𝑒 для некоторого 𝑒 ∈ 𝐵𝑆 ∖ φ(𝑀). Действуя 

инволюцией, получим 𝑎∗𝑒∗ = 𝑏∗𝑒∗.  Поскольку 𝑒 ∉ φ(𝑀) = 𝑀∗,  то  𝑒∗ ∉ 𝑀,  а значит, 

𝑎∗ ≡ 𝑏∗ (mod ρ𝑀).  Верно и обратное, таким образом, 𝑎 ≡ 𝑏 (mod ρφ(𝑀))  равносильно 

условию 𝑎∗ ≡ 𝑏∗ (mod ρ𝑀). Это означает, что отображение 𝑓𝑀 задано корректно и явля-

ется инъективным. Сюръективность легко проверяется, поэтому 𝑓𝑀  – биекция. По-

скольку (𝑎 + 𝑏)∗ = 𝑎∗ + 𝑏∗, то (𝑎 + 𝑏)∗ ≡ 𝑎∗ + 𝑏∗ (mod ρ𝑀) для любого 𝑀; аналогично,  
(𝑎𝑏)∗ ≡ 𝑏∗𝑎∗ (mod ρ𝑀). Договоримся элемент 𝑎φ(𝑀) факторполукольца 𝑆/ρφ(𝑀) обозна-

чать через 𝑎𝑀∗. Получаем: 

 𝑓𝑀(𝑎𝑀∗ + 𝑏𝑀∗) = 𝑓𝑀((𝑎 + 𝑏)𝑀∗) = (𝑎 + 𝑏)𝑀
∗ = 𝑎𝑀

∗ + 𝑏𝑀
∗ = 𝑓𝑀(𝑎𝑀∗) + 𝑓𝑀(𝑏𝑀∗), 

𝑓𝑀(𝑎𝑀∗ ⋅ 𝑏𝑀∗) = 𝑓𝑀((𝑎𝑏)𝑀∗) = (𝑎𝑏)𝑀
∗ = 𝑏𝑀

∗ ⋅ 𝑎𝑀
∗ = 𝑓𝑀(𝑏𝑀∗) ⋅ 𝑓𝑀(𝑎𝑀∗). 

Следовательно, 𝑓𝑀 – антиизоморфизм. 

Для произвольного локального сечения σ над открытым множеством 𝑈 ⊆ Max 𝐵𝑆, 

зададим определенное на φ−1(𝑈) отображение σ⋆, так, что  

σ⋆(𝑁) = 𝑓𝑁 (σ(φ(𝑁))) 

для любого 𝑁 ∈ φ−1(𝑈). 

Локальное сечение σ является объединением локальных сечений вида 𝑠𝑖̂|𝑈𝑖
 для от-

крытых подмножеств 𝑈𝑖 ⊆ Max 𝐵𝑆, дизъюнктное объединение которых дает 𝑈. Произ-

вольная точка 𝑁 ∈ φ−1(𝑈) попадает в некоторое открытое множество φ−1(𝑈𝑖), поэтому 

локальное сечение σ|𝑈𝑖
  совпадает с 𝑠𝑖̂|𝑈𝑖

 .  Следовательно, σ⋆(𝑁) = 𝑓𝑁 (𝑠𝑖̂(φ(𝑁))) =
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𝑠𝑖̂(𝑁)  для произвольной точки 𝑁 ∈ φ−1(𝑈𝑖) . Получаем, σ⋆|φ−1(𝑈𝑖)  совпадает с 𝑠𝑖̂  на 

φ−1(𝑈𝑖), поэтому σ⋆ – непрерывное отображение. 

Подведем итоги. Предыдущим рассуждением и леммами 1 и 2 установлено: 

1) отображение φ: Max 𝐵𝑆 → Max 𝐵𝑆,  φ(𝑀) = 𝑀∗, является гомеоморфизмом; 

2) для каждого 𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆  отображение 𝑓𝑀: 𝑆/θφ(𝑀) → 𝑆/θ𝑀,  𝑓𝑀(𝑎φ(𝑀)) = (𝑎∗)𝑀 

является полукольцевым антиизоморфизмом; 

3) для произвольного локального сечения σ над открытым 𝑈 ⊆ Max 𝐵𝑆 отображе-

ние  σ⋆(𝑁) = 𝑓𝑁 (σ(φ(𝑁))) ,  𝑁 ∈ φ−1(𝑈), непрерывно. 

Рассмотрим аналог определения 3, сформулированный для полуколец, без исполь-

зования инволюции, и с антиизоморфизмами вместо изоморфизмов. Назовем получае-

мое соответствие между пучками антиизоморфизмом пучков. Изоморфизм пучков с 

условиями 𝑋 = 𝑌  и Π = Λ  назовем автоморфизмом пучков. Пользуясь этими соглаше-

ниями и пунктами 1)-3), получаем: 

Теорема 1. Для произвольного ∗-полукольца 𝑆  (φ, {𝑓𝑀}) – антиавтоморфизм пир-

совского пучка (ℙ(𝑆),Max 𝐵𝑆). 

Обозначим пучок полуколец – образ при антиавтоморфизме, указанном в теореме 

1, через (ℙ∗(𝑆),Max 𝐵𝑆). В следующей теореме описывается инволюция на полукольце 

глобальных сечений пирсовского пучка полуколец, построенного  для полукольца с ин-

волюцией. Тем самым, дается некоторый вариант ответа на вопрос 1) раздела 1. 

Теорема 2. Для произвольного ∗-полукольца 𝑆 отображение 𝑓: 𝑎̂ ↦ (𝑎̂)⋆ задает ∗-

антиизоморфизм между ∗ -полукольцами глобальных сечений пучков полуколец 
(ℙ(𝑆),Max 𝐵𝑆) и (ℙ∗(𝑆),Max 𝐵𝑆). 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  

Из проведенных выше рассуждений понятна связь между аддитивными и мульти-

пликативными операциями полуколец сечений, показывающая, что 𝑓 является антиго-

моморфизмом. Легко устанавливается биективность 𝑓, например, из 𝑎̂ ≠ 𝑏̂ следует, что 

𝑎̂(𝑀) ≠ 𝑏̂(𝑀) для некоторой точки 𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆, поэтому  (𝑎̂)⋆ ≠ (𝑏̂)
⋆
 в точке 𝑀∗ пучка 

ℙ∗(𝑆). Наконец, заметим, что с любым глобальным сечением 𝑎̂  пучка сопряжено гло-

бальное сечение 𝑎̂⋆. Действительно, для любой точки 𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆 сечение 𝑎̂ принимает 

значение 𝑎𝑀, а сечение 𝑎̂⋆ принимает значение 𝑎̂⋆(𝑀) = 𝑓𝑀∗ (𝑎̂(φ(𝑀))) = 𝑓𝑀(𝑎φ(𝑀)) =

(𝑎∗)𝑀. Поэтому 𝑓(𝑎∗̂) = (𝑎∗̂)⋆ = (𝑎̂⋆)⋆ = 𝑓(𝑎̂)⋆, теорема доказана. 

О стабильности пирсовской конгруэнции 

Укажем некоторые условия, при которых пирсовская конгруэнция ρ𝑀 является ∗-

конгруэнцией. 

Пусть 𝑆 – ∗-полукольцо, 𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆.  Рассмотрим ситуацию, когда найдется атом 

𝑒 ∈ 𝐵𝑆, не лежащий в 𝑀; в этом случае будем пользоваться обозначением 𝑀 = 𝑀𝑒. 

Лемма 4. Пусть 𝑀 = 𝑀𝑒, тогда справедливы утверждения: 

1) 𝑒 – единственный атом из 𝐵𝑆, не лежащий в 𝑀;  

2) 𝑀𝑒 = (𝑒⊥) – главный идеал, порожденный 𝑒⊥; 

3) если 𝑎 ≡ 𝑏 (mod ρ𝑀), то 𝑎𝑒 = 𝑏𝑒. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  

1) Если 𝑒, 𝑓 – два различных атома из 𝐵𝑆 ∖ 𝑀, то 0 = 𝑒𝑓 ∈ 𝑀, противоречие с про-

стотой максимального идеала 𝑀. 
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2) Пусть 𝑎 ∈ 𝑀, тогда 𝑎𝑒 = 0, поэтому 𝑎 = 𝑎𝑒⊥. 

3) Если 𝑎 ≡ 𝑏 (mod ρ𝑀),  то 𝑎𝑓 = 𝑏𝑓  для некоторого 𝑓 ∈ 𝐵𝑆 ∖ 𝑀 . Поскольку 𝑓⊥ ∈
𝑀, то 𝑓⊥ = 𝑓⊥𝑒⊥ по пункту 2). Тогда 𝑓 = (𝑓⊥𝑒⊥)⊥ = 𝑓𝑒⊥ + 𝑒, поэтому 𝑓𝑒 = 𝑒. Следова-

тельно, 𝑎𝑒 = 𝑏𝑒. 

Предложение 1. Пусть 𝑆 – ∗-полукольцо, 𝑀 ∈ Max 𝐵𝑆 – максимальный идеал вида 

𝑀𝑒 для некоторого атома 𝑒 ∈ 𝐵𝑆. Тогда равносильны условия: 

1) (𝑀𝑒)∗ = 𝑀𝑒; 

2) 𝑒∗ = 𝑒; 

3) пирсовская конгруэнция ρ𝑀𝑒
 является ∗-конгруэнцией. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  

1) ⇒ 2). Элемент 𝑒 не лежит в 𝑀𝑒, поэтому 𝑒∗ ∉ (𝑀𝑒)∗. Поскольку (𝑀𝑒)∗ ∈ Max 𝐵𝑆 

и 𝑒∗ – атом, то из (𝑀𝑒)∗ = 𝑀𝑒 и пункта 1) леммы 4 следует 𝑒∗ = 𝑒. 
 2) ⇒ 3).  Пусть 𝑎 ≡ 𝑏 (mod ρ𝑀),  тогда 𝑎𝑒 = 𝑏𝑒  по пункту 3) леммы 4. Следова-

тельно, 𝑎∗𝑒 = 𝑏∗𝑒 и 𝑎∗ ≡ 𝑏∗ (mod ρ𝑀), 
 3) ⇒ 1). Пусть (𝑀𝑒)∗ ≠ 𝑀𝑒, тогда 𝑒 ∈ (𝑀𝑒)∗, и поэтому 𝑒∗ ∈ 𝑀𝑒. Отсюда следует 

𝑒∗ ≡ 0 (mod ρ𝑀𝑒
) и, учитывая 𝑒 ≡ 1 (mod ρ𝑀𝑒

), получаем 𝑒∗ ≢ 𝑒 (mod ρ𝑀𝑒
), т. е. ρ𝑀𝑒

 не 

является ∗-конгруэнцией. 

Непосредственно из предложения 1 вытекает 

Следствие 1. Любая пирсовская конгруэнция ∗-полукольца 𝑆 с конечной булевой ал-

геброй 𝐵𝑆 стабильна относительно инволюции. 

Примеры. 1. Не каждый максимальный идеал булевой алгебры имеет вид 𝑀𝑒 для 

некоторого атома 𝑒. Например, рассмотрим β(ℕ) – булеан множества натуральных чи-

сел. Это атомная булева решетка, одноэлементные подмножества являются ее атомами. 

Рассмотрим собственный идеал в β(ℕ), состоящий из всех конечных подмножеств мно-

жества ℕ. По лемме Цорна он содержится в некотором максимальном идеале, который, 

очевидно, содержит все атомы булевой алгебры. Вместо ℕ может быть выбрано любое 

бесконечное множество. 

2. Максимальные идеалы всякой конечной булевой алгебры имеют вид 𝑀𝑒. 

В заключение отметим, что авторам не известен какой-либо аналог предложенной 

конструкции преобразования пирсовского пучка, ни для полуколец, ни для колец с ин-

волюцией. В дальнейшем нами предполагается применить полученную конструкцию для 

изучения конкретных полуколец с инволюцией. 
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МЕХАНИКА 

Научная статья 

Частоты собственных колебаний сопряженных стержней. 

Влияние геометрических параметров 

Светлана Михайловна Бауэр1, Никита Павлович Дорофеев2,  

Андрей Леонидович Смирнов3 
1, 2, 3 Санкт-Петербургский государственный университет, Санкт-Петербург, Россия 
1 s.bauer@spbu.ru 
2 nikita.dorofeev@spbu.ru 
3 a.l.smirnov@spbu.ru 

Аннотация. В статье исследуется влияние геометрических параметров на плоские 

собственные колебания конструкции, состоящей из двух тонких стержней, соединен-

ных под постоянным углом. Для фиксированного параметра толщины и при условии, 

что общая масса конструкции остается постоянной, изучается влияние величины угла 

сопряжения, отношения длин и поперечных размеров стержней на низшие собствен-

ные частоты. При значениях параметров конструкции, приводящих к локализации 

форм колебаний, наблюдается эффект сближения (veering) частотных кривых. Этот 

эффект проявляется тем нагляднее, чем слабее связь между частями конструкции, 

причем эта связь ослабевает, например, с увеличением угла сопряжения и отношения 

длин стержней. Исследуется связь собственных частот конструкции с частотами не-

связанных стержней (парциальные частоты). Аналитические результаты, полученные 

на основе уравнений Эйлера–Бернулли, и численные результаты, полученные с помо-

щью метода конечных элементов, хорошо согласуются. 

Ключевые слова: сопряженные стержни; собственные колебания; расхождение ча-

стот. 
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Introduction and Literature Review 

Beam structures are widely used in various areas of construction and civil engineering. 

Studying the dynamic behavior of such structures is fundamental to effective design and vibra-

tion control. The free vibrations of beams and other thin-walled structures are a classical subject 

of mechanics. Methods for formulating the eigenvalue problem and for the analysis of eigen-

frequencies and eigenmodes of beam elements are well developed [1]. However, on passing 

from a single beam to a multi-beam structure, the frequency spectrum becomes substantially 

more complex, since not only the properties of the individual elements but also the coupling 

conditions must be considered. 

Numerous studies have been devoted to the free vibrations of various beam structures. In 

this paper we restrict the discussion to the analysis of lower natural frequencies and vibration 

modes of coupled thin beams. Most often, such papers consider the free vibrations of planar 

serial frame structures or structures connected at right angles. Of primary concern are the cou-

pled transverse–axial vibrations of the beam. Although, in a linear formulation, the differential 
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equations for the axial and bending vibrations of a beam are decoupled, at the points of connec-

tion a relationship between their axial and bending deformations arises. 

The derivation of such coupling conditions from elasticity equations is considered in [2, 

3]. In [2], a one-dimensional model of two thin coupled beams is obtained by asymptotic anal-

ysis of a plane problem of linear elasticity. The model includes conditions of displacement 

compatibility and equality of rotations at the joint. The force and moment equilibrium condi-

tions are derived using Green’s formula in the variational formulation. In [3], the three-dimen-

sional free vibration problem for two perpendicular rods with clamped boundary conditions is 

studied. As the rod thickness tends to zero, coupling conditions are obtained for low-frequency 

flexural vibrations. These conditions preserve the right angle between the projections of the rod 

axes onto the plane of the structure. This type of connection is adopted in the present study as 

well as in [4, 5]. The coupling conditions express displacement compatibility, equality of rota-

tions, and force and moment equilibrium. The angle between the tangents to the beam center-

lines at the coupling point is therefore preserved during small vibrations. 

A number of papers are devoted to the effect of the geometric parameters of beams on the 

natural frequencies of beam structures; in particular, the conditions leading to the crossing or 

veering of frequency curves as the system parameters change are studied. 

In [6], the vibration modes of planar beam structures consisting of Euler–Bernoulli beams 

with variable cross-sectional geometric characteristics are analyzed. After separating the vari-

ables, the numerical procedure for solving the system of partial differential equations is reduced 

to a two‑point boundary‑value problem for a system of ordinary differential equations with 

variable coefficients and linear boundary conditions. Changes in the geometric parameters of 

beam structures, such as beam lengths, angles between adjacent beams, etc., lead either to the 

crossing of frequency curves that are dependent on the structural parameter of the beam struc-

ture, or to a close mutual convergence of curves in the immediate vicinity of a certain value of 

the structural parameter, a phenomenon known as veering. This paper analyzes the influence of 

system symmetry on the crossing and veering phenomena. 

The vibrations of systems consisting of beams with different geometric parameters are 

considered in [7], which deals with the free vibrations of eccentrically stepped beams with a 

single step change of cross-section. The segments of the beam system are modeled within the 

framework of the Euler–Bernoulli theory of elastic beams. The eccentric offset between the 

centroidal axes of the segments is identified as the source of the coupling between axial and 

bending vibrations. 

In [8], it is shown that, in systems with close eigenvalues, small structural irregularities 

lead to both strong localization of vibration modes and abrupt veering away or mutual repulsion 

of the eigenvalue curves when these are plotted against a parameter representing the disorder 

in the system. The occurrence of strong localization and the veering of the eigenvalue loci are 

two manifestations of the same phenomenon. The vibrations of a multi-span beam with irregu-

lar spacing of the supports are considered as an example. In [9], the phenomena of frequency 

curve veering and mode localization are analyzed. Based on this analysis, close eigenvalues are 

identified as the key factor behind these phenomena. 

In [10], the veering of frequency curves is analyzed with an emphasis on weakly coupled 

oscillator systems. The natural frequencies of an uncoupled system depend on a variable pa-

rameter and may coincide for certain critical values of the parameter. It is shown that the natural 

frequencies of the coupled system veer at these critical frequencies in the presence of arbitrarily 

small coupling, while the corresponding mode shapes rotate and exchange their character be-

tween the two branches. Moreover, the distance between the frequency curves near the critical 

frequencies depends on the coupling parameter of the system. 
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The papers by Ratazzi et al. [11] and by Grossi et al. [12] are devoted to the vibrations of 

beam systems containing elastic elements. In [11], the authors examine the free planar vibra-

tions of a system consisting of two orthogonal beams with an internal elastic hinge. The vibra-

tions are analyzed within the framework of Euler–Bernoulli theory for various boundary con-

ditions at the elastically connected end, including, as special cases, the classical conditions of 

restraint, simple support, and free end. In the frequency analysis, special attention is paid to the 

effect of the stiffness and location of the elastic hinge. In [12, 13], the natural frequencies of a 

beam with intermediate elastic elements are studied. The paper [14] examines the vibrations of 

a structure consisting of several coupled beams with arbitrary angles between adjacent beams 

and with arbitrary boundary conditions. The influence of the stiffness of the boundary condi-

tions and the coupling angle is studied. 

The results make it possible to identify which mode dominates in the structure at a given 

frequency or coupling angle. 

In [15], semi-infinite one-dimensional and two-dimensional coupled structures are con-

sidered to determine the conditions under which vibrations are hypersensitive to coupling pa-

rameters. For a structure consisting of coupled beams, where the coupling parameter is a fixed 

angle between adjacent beams, it is shown that there are two critical angles, the values of which 

depend only on the ratio of the wavenumbers. 

Paper [16] employs a model of beams coupled at right angles and governed by the Euler–

Bernoulli equations to analyze the free vibrations of a jib crane. The free modes and lowest 

natural frequencies were found for the given boundary conditions. 

In [4, 5], low-frequency transverse-axial planar vibrations of a structure consisting of two 

thin beams with a constant angle between the two beams were studied within the framework of 

Euler–Bernoulli theory. By analyzing the characteristic equation, the authors obtained the de-

pendence of the natural frequencies on the geometric parameters of the structure, namely the 

coupling angle, thickness parameter, and beam length ratio. Good agreement between the ana-

lytical and finite-element results is demonstrated in [4] for two identical beams and in [5] for 

beams of different lengths. 

This paper studies how the coupling angle, the beam lengths, and the cross-sectional di-

mensions of two beams joined at a constant angle affect the natural frequencies of the structure, 

while the total mass and the relative thickness parameter are held fixed. Special attention is paid 

to the phenomena of frequency veering and vibration localization resulting from geometric 

asymmetry. 

Problem Statement 

We consider the planar vibrations of a structure consisting of two beams of length 𝑙𝑖, 
cross-sectional area 𝑆𝑖, and moment of inertia 𝐽𝑖 (𝑖 = 1, 2), coupled at an angle 𝛽 in such a way 

that the angle between the tangents to the beam centerlines at the point of contact is preserved 

during deformation. The beams are made of the same material with density 𝜌 and Young's mod-

ulus 𝐸. 

 

Fig. 1. Coupled beams 
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The beams are joined by an ideal rigid joint that prevents relative displacements and ro-

tations; the dimensions and inertia of the joint are neglected. This model is applicable when the 

compliance and inertia of the connection do not significantly affect the lowest modes of free 

vibration considered here. 

Let 𝑁𝑖 and 𝑄𝑖 denote the axial and transverse forces, respectively, and let 𝑀𝑖 denote the 

bending moment in the cross-section of the 𝑖-th beam at the coupling point. The positive direc-

tions of the forces acting on the beams at the joint are shown in Fig. 1.  

In the absence of external forces and moments, the equilibrium conditions for the mass-

less joint have the form 

−𝑁1 +𝑁2cos𝛽 + 𝑄2sin𝛽 = 0,

𝑄1 +𝑁2sin𝛽 − 𝑄2cos𝛽 = 0,

−𝑀1 +𝑀2 = 0.

 

The first two equations express the balance of forces in the 𝑋1 and 𝑌1 directions, while 

the third equation expresses the balance of moments about the coupling point. These conditions 

involve the force and moment resultants only; the stress distributions in the corresponding 

cross-sections are not assumed to be identical. 

The equations governing the bending and axial vibrations of the beams in the coordinate 

systems {𝑂𝑖, 𝑋𝑖, 𝑌𝑖}, 𝑖 = 1, 2 (see Fig. 1), are the following: 

𝐸𝐽𝑖𝑤𝑖
𝐼𝑉(𝑥𝑖) − 𝜔

2𝜌𝑆𝑖𝑤𝑖(𝑥𝑖) = 0,  𝐸𝑢𝑖
′′(𝑥𝑖) + 𝜔

2𝜌𝑢𝑖(𝑥𝑖) = 0,  𝑖 = 1, 2, (1) 

where 𝑤𝑖 and 𝑢𝑖 are the deflection and axial displacement of the 𝑖-th beam, respectively, and 

𝑥𝑖 is the axial coordinate. 

Upon introducing the dimensionless variables 𝑥𝑖
∗ = 𝑥𝑖/𝑙𝑖 (the asterisk is omitted hereaf-

ter), eq. (1) takes the form 

𝑤𝑖
𝐼𝑉(𝑥) − 𝛬𝑖

4𝑤𝑖(𝑥) = 0,  𝑢𝑖
′′(𝑥) + 𝜆𝑖

2𝑢𝑖(𝑥) = 0,  𝑖 = 1, 2. (2) 

Here 

𝜆𝑖 = 𝛬𝑖
2𝜀𝑖,  𝜀𝑖 = √𝐽𝑖/(𝑆𝑖𝑙𝑖

2),  𝜆𝑖
2 = 𝜔2𝑙𝑖

2𝜌/𝐸. 

The problem of free vibrations of two identical beams coupled at a constant angle was 

considered in [4]. We denote the geometric parameters of that problem with subscript 0. 

In what follows, the total mass of the structure is kept constant as the beam lengths and 

cross-sectional radii are varied. Fixing the total mass makes it possible to isolate the influence 

of purely geometric or elastic factors on the frequency spectrum, thereby eliminating the side 

effects associated with increasing or decreasing the mass. Such analysis is critical for structural 

optimization. 

Let the lengths of the beams be defined by the relations 

𝑙1 = 𝑙0(1 − 𝜇),  𝑙2 = 𝑙0(1 + 𝜇). 

These relations give a total system length equal to 2𝑙0. When 𝜇 = 0, both beams are of 

the same length 𝑙0. 

Suppose that the beams have circular cross-sections with radii 

𝑟1 = 𝛼𝑟0(1 − 𝜂),  𝑟2 = 𝛼𝑟0(1 + 𝜂). 

When 𝜂 = 0, the radii of the beam cross-sections are equal. If 𝜂 > 0, the second beam 

has a larger radius than the first; if 𝜂 < 0, the first beam has the larger of the two radii. The 

factor 𝛼 is chosen to satisfy the constant-mass condition, 

𝜌2𝜋𝑟0
2𝑙0 = 𝜌(𝜋𝑟1

2𝑙1 + 𝜋𝑟2
2𝑙2), 
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that is 

2 = 𝛼2((1 − 𝜂)2(1 − 𝜇) + (1 + 𝜂)2(1 + 𝜇)), 

and hence 

𝛼 =
1

√1 + 2𝜇𝜂 + 𝜂2
. 

Therefore 

𝑟1 = 𝑟0𝜏1,  𝑟2 = 𝑟0𝜏2, 

where 

𝜏1 =
1 − 𝜂

√1 + 2𝜇𝜂 + 𝜂2
,  𝜏2 =

1 + 𝜂

√1 + 2𝜇𝜂 + 𝜂2
. 

For a circular cross-section 

𝑆𝑖 = 𝑆0𝜏𝑖
2,  𝐽𝑖 = 𝐽0𝜏𝑖

4,  𝑖 = 1, 2, 

where 

𝑆0 = 𝜋𝑟0
2,  𝐽0 =

𝜋𝑟0
4

4
. 

The thickness parameters for the beams are as follows: 

𝜀1 = 𝜀0
𝜏1
1 − 𝜇

,  𝜀2 = 𝜀0
𝜏2
1 + 𝜇

,  𝜀0 =
𝑟0
2𝑙0
. 

For 𝜇 = 0 and 𝜂 = 0, 

𝛬𝑖
4 = 𝛬0

4 =
𝜔2𝜌𝑆0𝑙0

4

𝐸𝐽0
, 𝑖 = 1, 2. 

Therefore, for arbitrary 𝜇 and 𝜂, 

𝛬𝑖 = (
𝜔2𝜌𝑙𝑖

4𝑆𝑖
𝐸𝐽𝑖

)

1/4

=
𝛬0(1 + (−1)

𝑖𝜇)

√𝜏𝑖
, 𝑖 = 1, 2. 

At the same time, 

𝜆𝑖 = 𝜀0𝛬0
2(1 + (−1)𝑖𝜇),  𝑖 = 1, 2. 

These expressions do not contain factors 𝜏𝑖, since the frequencies of the beam axial vi-

brations do not depend on the cross-sectional area. However, the axial forces under coupling 

conditions depend on the cross-sectional area, and the characteristic equation includes factors 

𝜏𝑖
2. 

Furthermore, we set 

𝑎𝑖 = 𝜏𝑖
−1/2

,  𝑏𝑖 = 𝜏𝑖
3,  𝑐𝑖 = 𝜏𝑖

5/2
,  𝑑𝑖 = 𝜏𝑖

2. 

Upon introducing dimensionless coordinates and expressing the forces and moments in 

terms of the displacements, the compatibility conditions at the coupling point of the beams are 

the following: 
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𝑤1(1) = 𝑤2(−1)cos𝛽 + 𝑢2(−1)sin𝛽,

𝑢1(1) = −𝑤2(−1)sin𝛽 + 𝑢2(−1)cos𝛽,

𝑎1
𝑤1
′(1)

𝛬1
= 𝑎2

𝑤2
′(−1)

𝛬2
,

𝑏1
𝑤1
′′(1)

𝛬1
2 = 𝑏2

𝑤2
′′(−1)

𝛬2
2 ,

−𝜀0𝛬0𝑐1
𝑤1
′′′(1)

𝛬1
3 = −𝜀0𝛬0𝑐2

𝑤2
′′′(−1)

𝛬2
3 cos𝛽 + 𝑑2

𝑢2
′ (−1)

𝜆2
sin𝛽,

𝑑1
𝑢1
′ (1)

𝜆1
= 𝜀0𝛬0𝑐2

𝑤2
′′′(−1)

𝛬2
3 sin𝛽 + 𝑑2

𝑢2
′ (−1)

𝜆2
cos𝛽.

 (3) 

These conditions express compatibility of the displacements and equilibrium of the forces 

and moments at the coupling point. Specifically, the first two equations impose displacement 

compatibility, the third equation preserves the angle between the beam axes, the fourth equation 

gives the balance of bending moments, and the last two equations give the balance of transverse 

and axial forces. For beams of equal length, these conditions were derived in [4], and for beams 

of unequal length in [5]. 

The ends of the beams are assumed to be clamped at the points 𝑥𝑖 = 0: 

𝑤𝑖(0) = 0,  𝑤𝑖
′(0) = 0,  𝑢𝑖(0) = 0,  𝑖 = 1, 2. (4) 

Together with the coupling conditions (3) and the boundary conditions (4), eqs. (2) con-

stitute a boundary-value eigenvalue problem. 

Analytical Solution 

The general solutions of the bending eqs. (2) have the form 

𝑤𝑖 = 𝐴𝑖cos(𝛬𝑖𝑥𝑖) + 𝐵𝑖sin(𝛬𝑖𝑥𝑖) + 𝐶𝑖cosh(𝛬𝑖𝑥𝑖) + 𝐷𝑖sinh(𝛬𝑖𝑥𝑖), 

whereas those of the axial equations read 

𝑢𝑖 = 𝑂𝑖cos(𝜆𝑖𝑥𝑖) + 𝑃𝑖sin(𝜆𝑖𝑥𝑖). 

It follows from the boundary conditions (4) that 

𝐶𝑖 = −𝐴𝑖,  𝐷𝑖 = −𝐵𝑖,  𝑂𝑖 = 0,  𝑖 = 1, 2. 

Subsequently, the coupling conditions (3) lead to a homogeneous linear algebraic system 

for the coefficients 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, and 𝑃𝑖, 𝑖 = 1,2: 

𝑀𝑍𝑇 = 0,  𝑍 = (𝐴1, 𝐵1, 𝐴2, 𝐵2, 𝑃1, 𝑃2). 

Let us denote 

𝐶𝑖
- = cos𝛬𝑖 − cosh𝛬𝑖,  𝐶𝑖

+ = cos𝛬𝑖 + cosh𝛬𝑖,

𝑆𝑖
- = sin𝛬𝑖 − sinh𝛬𝑖,  𝑆𝑖

+ = sin𝛬𝑖 + sinh𝛬𝑖,  𝑖 = 1, 2.
 

These factors are included in condition, which expresses the equality of the rotation an-

gles and the equilibrium of the bending moments, as well as the transverse and axial forces at 

the joint. 

The system of coupling and boundary conditions may be written as a system of linear 

equations 

𝑀(𝛬0, 𝛽, 𝜇, 𝜀0, 𝜂)𝑍
𝑇 = 0, 

which has a non-trivial solution if and only if the determinant is zero. Thus, the characteristic 

equation is 
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det𝑀(𝛬0, 𝛽, 𝜇, 𝜀0, 𝜂) = 0. 

The determinant of the matrix 𝑀 has the form 

|

|

(

 
 
 
 

𝐶1
- 𝑆1

- −𝐶2
-cos𝛽 𝑆2

-cos𝛽 0 sin𝜆2sin𝛽
0 0 𝐶2

-sin𝛽 −𝑆2
-sin𝛽 sin𝜆1 sin𝜆2cos𝛽

−𝑎1𝑆1
+ 𝑎1𝐶1

- −𝑎2𝑆2
+ −𝑎2𝐶2

- 0 0

−𝑏1𝐶1
+ −𝑏1𝑆1

+ 𝑏2𝐶2
+ −𝑏2𝑆2

+ 0 0

−𝜀0𝛬0𝑐1𝑆1
- 𝜀0𝛬0𝑐1𝐶1

+ −𝜀0𝛬0𝑐2𝑆2
-cos𝛽 −𝜀0𝛬0𝑐2𝐶2

+cos𝛽 0 −𝑑2cos𝜆2sin𝛽

0 0 𝜀0𝛬0𝑐2𝑆2
-sin𝛽 𝜀0𝛬0𝑐2𝐶2

+sin𝛽 𝑑1cos𝜆1 −𝑑2cos𝜆2cos𝛽)

 
 
 
 

|

|

. 

If 𝜂 = 0, we have 

𝜏1 = 𝜏2 = 1,  𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 = 𝑐𝑖 = 𝑑𝑖 = 1, 
and 

𝛬1 = 𝛬0(1 − 𝜇),  𝛬2 = 𝛬0(1 + 𝜇). 

For this parameter value, the characteristic equation coincides with the one studied in [5]. 

Effect of Cross-Sectional Dimensions on Natural Frequencies 

The effect of the parameters 𝜀, 𝜇, and 𝛽 on the natural frequencies of coupled beams was 

studied in [4, 5]. Here, we examine the dependence of the lower natural frequencies on the 

parameter 𝜂, which characterizes the ratio of the beams' cross-sectional radii. Consider thin 

beams with 𝜀0 = 0.0025. At this value of the thickness parameter, the several lowest natural 

frequencies correspond to the transverse vibrations of the beams, whereas the axial frequencies 

lie well above the spectral range considered. 

Varying the parameters may reveal the veering phenomenon, in which two natural fre-

quencies of a multi-mode system approach each other but, instead of crossing, turn away. A 

key feature of this phenomenon is mode switching: the mode shapes change rapidly in the 

neighborhood of the closest approach [6, 8]. 

To interpret the results, we introduce dashed reference lines corresponding to the partial 

frequencies 𝛬𝑛
(𝑖)

 (𝑖 = 1, 2) of single beams with lengths 𝑙1 = 𝑙0(1 − 𝜇), 𝑙2 = 𝑙0(1 + 𝜇) and ra-

dii 𝑟1 = 𝑟0𝜏1, 𝑟2 = 𝑟0𝜏2. 

Let 𝛼𝑛
𝐶𝑆 denote the roots of the characteristic equation corresponding to the clamped–simply 

supported condition, 

tan𝛼 = tanh𝛼, 

and let 𝛼𝑛
𝐶𝐶  denote the roots of the characteristic equation corresponding to the clamped–

clamped condition 

cosh𝛼cos𝛼 = 1. 

Then the frequencies of the single beams are written as 

𝛬𝑛
(1)(𝜇, 𝜂) = 𝛼𝑛

(𝐶𝑆,𝐶𝐶) √𝜏1
1 − 𝜇

,  𝛬𝑛
(2)(𝜇, 𝜂) = 𝛼𝑛

(𝐶𝑆,𝐶𝐶) √𝜏2
1 + 𝜇

. 

These families of curves are convenient for interpreting the behavior of frequency curves 

𝛬(𝜇). It is evident that the characteristic inflection points and local extrema of the frequency 

curves lie in the vicinity of the intersection points of the dashed lines. For the "clamped-simply 

supported" boundary condition, the dashed lines serve as a lower bound for the frequency 

curves, whereas for the "clamped-clamped" condition, they serve as an upper bound. 
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Fig. 2 shows the effect of the parameter 𝜇 at a fixed coupling angle 𝛽 = 15∘ for three 

values of the parameter 𝜂 on the first six dimensionless frequencies 𝛬 . The plots of the fre-

quency curves for 𝜂 = 0 were obtained in [5]. It appears that the parameter 𝜂 has a significant 

effect on the behavior of the frequency curves. 

   
(a) η = −0.5 (b) η = 0 (c) η = 0.5 

Fig. 2. Dimensionless frequencies 𝛬 vs length parameter 𝜇 for 𝜀0 = 0.0025, 𝛽 = 15∘  
and various values of 𝜂 

For 𝜂 > 0, the second beam has a larger radius than the first beam. For positive 𝜇, the 

first beam is short and thin, while the second is long and thick. In this case, the simultaneous 

increase in length and thickness exerts opposing effects on the natural frequencies, since an 

increase in length leads to a decrease in frequency, whereas an increase in cross-sectional radius 

leads to an increase in frequency. Consequently, the solid curves retain a shape similar to that 

of the case 𝜂 = 0. A different picture emerges when 𝜂 = −0.5. In this case, for 𝜇 > 0, the first 

beam is short and thick, while the second is long and thin. Now, the effects of length and thick-

ness act in the same direction: the frequencies of the first beam increase, while those of the 

second decrease. Consequently, the frequency behavior differs significantly from the cases 

where 𝜂 = 0 or 𝜂 = 0.5. As demonstrated in [5], increasing the parameter 𝜇 enhances the lo-

calization of modes. It turns out that decreasing the parameter 𝜂 has a similar effect; at 𝜂 =
−0.5, the frequencies begin to behave like those of single beams at smaller values of 𝜇. 

Fig. 3 shows plots of the frequency parameter 𝛬(𝜇) for the first six natural frequencies 

for 𝜂 = −0.5 and beam coupling angles 𝛽 = 0∘, 5∘, and 10∘, respectively. As demonstrated in 

[4], increasing the angle enhances the localization of vibration modes, causing the frequencies 

to approach those of the single beams. As the coupling angle increases, the distance between 

the frequency curves decreases at the points of approach; the lower the frequency, the smaller 

this distance becomes. This is attributed to the strong localization of modes at lower frequen-

cies. In cases of mode localization, the reference curves define the upper and lower frequency 

boarders, forming a frequency strip. Consequently, as the angle increases, the arrangement of 

the frequency curves—particularly the lower ones—fits better with the frequency strip. 

   

(a) β = 0° (b) β = 5° (c) β = 10° 

Fig. 3. Dimensionless frequencies 𝛬 vs length parameter 𝜇 for 𝜀0 = 0.0025 and 𝜂 = −0.5 for various 

values of the angle 𝛽 
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Fig. 4 shows plots of the frequency parameter 𝛬(𝜇) for the first six natural frequencies 

versus 𝜇 for 𝜂 = 0.5 and beam coupling angles 𝛽 = 0∘, 𝛽 = 5∘, and 𝛽 = 10∘. In this case, the 

parameter 𝛽 has little effect on the curves; only at small values of 𝛽 does the increase of angle 

cause the frequency curves to draw closer together. 

   
(a) β = 0° (b) β = 5° (c) β = 10° 

Fig. 4. Dimensionless frequencies 𝛬 vs length parameter 𝜇 for 𝜀0 = 0.0025 and 𝜂 = 0.5 for various 

values of the angle 𝛽 

Next, let us consider the effect of the angle 𝛽 on the frequency parameter 𝛬 for fixed val-

ues of the parameters 𝜇 and 𝜂. In [4] (Fig. 5a), the graph of 𝛬(𝛽) is plotted for the case where 

the beams are identical and the structure possesses symmetry. 

In this case, the modes with even wave numbers are antisymmetric and, for any angle 𝛽, 

have a node at the coupling point, which acts as a hinge. Furthermore, the frequencies corre-

sponding to the 2𝑛-th (𝑛 = 1, 2, …) modes of the structure with clamped-clamped boundary 

conditions coincide with the frequencies of the 𝑛-th modes of a single beam with clamped-

simply supported boundary conditions and are independent of the value of the angle 𝛽. 

At the same time, as the angle 𝛽 increases, the centers of the (2𝑛 − 1)-th modes of the 

structure approach the coupling point and, beyond a certain value of 𝛽, come into contact with 

it. Meanwhile, the frequencies corresponding to the (2𝑛 − 1)-th modes of the structure with 

clamped-clamped boundary conditions rise rapidly with increasing 𝛽, approaching the frequen-

cies of the 𝑛-th modes of a single beam with clamped-pinned boundary conditions. 

   
(a) μ = 0, η = 0 (b) μ = 0, η = 0.1 (c) μ = 0.3, η = 0.1 

Fig. 5. Dimensionless frequencies 𝛬 vs angle 𝛽 for 𝜀0 = 0.0025 and various values of 𝜇 and 𝜂 

Thus, the frequency curves corresponding to even and odd mode shapes intersect as the 

angle 𝛽 increases; the smaller the thickness parameter 𝜀, the earlier this occurs. 

A fundamental difference compared to the structure with beams of varying cross-sections 

is that, when symmetry is broken, the intersection of frequency curves does not take place (Fig. 

5). Even when the curves approach each other very closely, a tiny gap remains between them, 

which is attributed to strong mode localization associated with veering. 
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Natural Frequencies as the Coupling Angle Approaches 𝟗𝟎∘ 

When considering the natural frequencies of a structure composed of identical beams as 

the coupling angle 𝛽 approaches 90 degrees [4] it was revealed that the structure's odd-num-

bered frequencies are close to those of a single beam with "clamped-simply supported" bound-

ary conditions, while the even-numbered frequencies are close to those of a single beam with 

"clamped-clamped" boundary conditions. 

 

 

Fig. 6. Dimensionless frequencies 𝛬 vs the parameter 𝜂 for 𝛽 = 90∘ and 𝜇 = 0.3 

The situation differs for beams with not equal geometric parameters. Fig. 6 shows the plot 

𝛬(𝜂) for 𝛽 = 90∘ and 𝜇 = 0.3. 

It can be seen that the frequency curves lie within the strip bounded by the reference lines. 

The ascending dashed lines correspond to the vibration frequencies of the longer beam, which 

becomes thicker as the parameter 𝜂 increases. The descending dashed lines correspond to the 

vibration frequencies of the shorter beam, which becomes thinner as the parameter 𝜂 increases. 

It should be noted that at 𝜂 = −0.5, where the radii of the beam cross-sections differ by 

a factor of three, the frequency curves (with the exception of the fourth) coincide with the curves 

corresponding to the frequencies of a long beam with clamped-clamped boundary conditions. 

The fourth frequency, however, is close to the frequency of a short beam with clamped-simply 

supported boundary conditions. 

The frequency curves behave similarly at 𝜂 = 0.5, where the frequencies alternate: the 

odd-numbered frequencies are close to those of a single, longer beam with clamped-simply 

supported boundary conditions, while the even-numbered frequencies are close to those of a 

shorter beam with clamped-clamped boundary conditions. 

Moreover, for the considered range of the parameter 𝜂, the frequency curves do not ex-

tend beyond the strip formed by the reference lines, but they can move from one strip to another 

in the area where these strips intersect. 
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Conclusion 

The effect of geometric parameters on the planar free vibrations of a structure consisting 

of two thin beams joined at a constant angle was considered in the paper. With the structure's 

mass constant, the effect of the coupling angle, the ratio of the beam lengths, and the radii of 

the beam cross-sections on the lowest natural frequencies was studied. Particular attention was 

given to the effects of crossing and veering of frequency curves as the parameters vary. It had 

been shown that increasing the difference in beams lengths or cross-section radii increases the 

localization of vibrations, leading to frequency veering. Increasing the coupling angle also led 

to this effect. However, when the parameter changes acted in opposite directions − for instance, 

when the beam length increased while its cross‑sectional size also increased − the frequency 

loci changed only slightly. A comparison of the analytical results obtained using the Euler–

Bernoulli equation with numerical results obtained with finite element analysis revealed good 

agreement. 
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Численное моделирование колебаний электрически  

заряженной газовзвеси в акустическом резонаторе  
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Аннотация. Работа посвящена численному моделированию колебаний электрически 

заряженной газовзвеси в акустическом резонаторе с электрическими потенциалами, 

приложенными к стенкам резонатора. Математическая модель реализовывала конти-

нуальную методику моделирования динамики многофазных сред в эйлеровых коорди-

натах, позволяющею учесть взаимодействие газа и дисперсной фазы. Динамика несу-

щей среды описывается системой уравнений Навье–Стокса для сжимаемого теплопро-

водного газа. Проведены расчеты динамики аэрозолей в монодисперсном приближе-

нии для различных размеров дисперсных включений электрически нейтральной и 

электрически заряженной газовзвесей. Исследовано влияние объемного содержания 

дисперсной фазы и размера дисперсных включений на интенсивность колебаний не-

сущей среды и дисперсной фазы без учета и с учетом влияния силы Кулона. Числен-

ные расчеты демонстрируют, что в электрически нейтральной газовзвеси при увели-

чении объемного содержания дисперсной фазы и уменьшении размера частиц, при их 

фиксированном объемном содержании, скорость колебаний несущей среды и дисперс-

ной компоненты уменьшается.  Скорость колебаний мелкодисперсных частиц согла-

суется со скоростью колебаний несущей среды.  Выявлено, что в электрически заря-

женных газовзвесях скорость движения компонент газовзвеси больше, чем в электри-

чески нейтральной газовзвеси. Что можно объяснить тем, что за счет осаждения дис-

персных частиц на стенках резонатора под действием электрического поля уменьша-

ется влияние дисперсной фазы на колебания несущей среды. В результате большей 

скорости движения несущей среды в электрически заряженной газовзвеси дисперсные 

частицы также имеют большею скорость в сравнении со скоростью дисперсных ча-

стиц в электрически нейтральной газовзвеси.  Численные расчеты демонстрируют, что 

в газовзвесях с большим объемным содержанием и в газовзвесях с меньшим размером 

дисперсных включений влияние электрического поля на динамику компонент смеси 

имеют более выраженное значение, чем в газовзвесях с малым содержанием дисперс-

ной фазы или в газовзвесях с крупнодисперсными частицами. 

Ключевые слова: механика жидкости и газа; многофазные среды; электрогидроди-

намика; континуальная методика; численное моделирование. 
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Numerical Simulation of Oscillations of an Electrically Charged  

Gas Suspension in an Acoustic Resonator  

With an Electric Potential on the Walls 

Dmitry A. Tukmakov 
Kazan National Research Technical University named after A.N. Tupolev – KAI,  

Kazan Scientific Center of RAS, Kazan, Russia  

tukmakovda@imm.knc.ru 

Abstract. This paper presents numerical simulations of oscillations of an electrically charged 

gas suspension in an acoustic resonator with electric potentials applied to the resonator walls. 

The mathematical model utilizes a continuum technique for modeling the dynamics of mul-

tiphase media in Euler coordinates, accounting for the interaction between the gas and the 

dispersed phase. The dynamics of the carrier medium are described by a system of Navier-

Stokes equations for a compressible, heat-conducting gas. Aerosol dynamics are calculated 

in the monodisperse approximation for various sizes of dispersed inclusions in electrically 

neutral and electrically charged gas suspensions. The influence of the volume content of the 

dispersed phase and the size of the dispersed inclusions on the oscillation intensity of the 

carrier medium and the dispersed phase is investigated, with and without the influence of the 

Coulomb force. Numerical calculations demonstrate that in an electrically neutral gas sus-

pension, with an increasing volume fraction of the dispersed phase and a decreasing particle 

size, at a fixed volume fraction, the oscillation velocity of the carrier medium and the dis-

persed component decreases. The oscillation velocity of fine particles is consistent with the 

oscillation velocity of the carrier medium. The study has found that in electrically charged 

gas suspensions, the velocity of the gas suspension components is greater than in an electri-

cally neutral gas suspension. This can be explained by the fact that the deposition of dispersed 

particles on the resonator walls under the influence of the electric field reduces the influence 

of the dispersed phase on the oscillations of the carrier medium. As a result of the higher 

velocity of the carrier medium in an electrically charged gas suspension, the dispersed parti-

cles also have a higher velocity compared to the velocity of dispersed particles in an electri-

cally neutral gas suspension. Numerical calculations demonstrate that in gas suspensions with 

a high-volume content and in gas suspensions with a smaller size of dispersed inclusions, the 

influence of the electric field on the dynamics of the mixture components is more pronounced 

than in gas suspensions with a low content of the dispersed phase or in gas suspensions with 

coarse particles. 

Keywords:  fluid and gas mechanics; multiphase media; electrohydrodynamics; continuum 

methodology; numerical modeling. 
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Введение 

Одной из проблем механики жидкости и газа является исследование колебаний 

сплошных сред (жидкостей и газов) в замкнутых объемах [1]. Частным случаем сплош-

ных сред являются неоднородные среды [2]. Проблемам динамики неоднородных сред 

посвящен ряд монографий и статей в периодической печати [1–17].   В монографии [3] 

разработаны основы теории динамики многофазных и многокомпонентных сред, осно-

ванные на уравнениях механики сплошных сред, представлены уравнения континуаль-

ной методики моделирования течений многофазных сред. В монографии [4] на основе 

континуальной методики моделирования многофазных сред разработаны математиче-

ские модели одномерной нестационарной динамики газовзвесей без учета вязкости не-

сущей среды. В публикации [5] рассматриваются различные теоретические проблемы 

исследования воздействия акустических полей на дисперсные частицы с целью прило-

жения в медицинских технологиях и технологиях промышленной экологии. В статье [6] 

с помощью численного решения двухмерного уравнения Гельмгольца исследованы те-

чения газа с мелкодисперсными частицами в каналах с прямоугольным сечением под 

действием резонансных акустических полей. В работе [7] изучались газодинамические 

процессы в технологиях электрической фильтрации газодисперсных сред, в которых 

происходит улавливание аэрозольных частиц из воздушного потока при использовании 

комбинированных фильтрующих систем. В публикации [8] проводится исследование 

нового типа акустического резонатора с радиальным возбуждающим электрическим по-

лем. Рассчитаны характеристики различных мод акустических колебаний для резонато-

ров. В статье [9] представлена математическая модель пылевых ионизационных волн и 

пылевых акустических волн. Теоретический подход основан на уравнениях движения и 

непрерывности массы для пылевых частиц и уравнении Пуассона для электрического 

поля. Выявлены физические закономерности пылевых акустических волн. Уравнения 

математической модели рассматривалась в нестационарном приближении с одномерной 

геометрией процесса.  В публикации [10] с помощью асимптотических методов в при-

ближении первого порядка малости исследованы динамические процессы слабо заря-

женных капель естественного происхождения в электрическом и акустическом полях. 

Расчеты проводятся на модели идеальной несжимаемой электропроводной жидкости.  В 

работе [11] с помощью математического моделирования исследовано влияние электри-

ческого поля на траектории колебаний заряженных микронных диэлектрических частиц 

в линейной квадрупольной ловушке в воздухе при атмосферном давлении. Математиче-

ская модель основана на решении уравнения Ланжевена без учета уравнений газовой 

динамики в качестве силы межфазного обмена импульсом для получения линейного 

дифференциального уравнения рассматривалась только сила Стокса.   

Целью представленных в обзоре работ является исследование динамических про-

цессов в газодисперсных средах в том числе аэрозолей, движущихся в электрическом 

поле. Актуальность работы связана с тем, что воздействие акустических и электриче-

ских полей на аэрозоли могут применяться в различных технологиях очистки промыш-

ленных выбросов от дисперсных включений.  В данной работе проводится моделирова-

ние течений газодисперсных сред в рамках континуальной эйлеровой математической 

модели для исследования колебаний электрически заряженной газовзвеси в закрытом 

акустическом резонаторе.  

Новизна работы заключается в том, что применение континуальной методики мо-

делирования течений газовзвесей позволяет исследовать взаимообратные физические 

эффекты, возникающие в течениях электрически заряженных газовзвесей.  В монодис-

персном приближении исследованы колебания электрически заряженных газодисперс-

ных сред в акустических полях с учетом осаждения дисперсной компоненты на стенках 

канала.  
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Математическая модель и численный алгоритм 

Для описания движения неоднородной среды применяется система уравнений ди-

намики двухскоростной и двухтемпературной газовзвеси с учетом взаимодействия ком-

понент смеси. Одним из наиболее важных параметров дисперсной компоненты гетеро-

генной смеси является "средняя плотность", представляющая собой произведение объ-

емного содержания дисперсной компоненты на физическую плотность материала дис-

персной фазы [3,4]. Физическая плотность материала дисперсных включений в процессе 

течения многофазной среды не изменяется. При этом объемное содержание является 

функцией временной и пространственных   переменных. Все дисперсные включения 

предполагались одинакового размера и сферической формы [4].  Движение несущей 

среды описывается двумерной системой уравнений Навье–Стокса для сжимаемого теп-

лопроводного газа с учетом межфазного обмена импульсом и теплообмена (1)–(4) [12–

14]. Динамика дисперсной фазы описывалась системой уравнений включавшей в себя 

уравнения сохранения средней плотности (5), уравнениями сохранения составляющих 

импульса (6)–(7) и уравнением сохранения энергии дисперсной фазы (8), также система 

движения газодисперсной смеси дополнялась уравнением Пуассона, описывающем рас-

пределение электрического поля (9):
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,  𝑒1 = 𝜌1𝐶𝑣1𝑇1. 

Тензор вязких напряжений несущей среды вычисляется следующим образом [15]: 
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Межфазный обмен импульсом включал в себя силу аэродинамического сопротивления 
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−FAD, динамическую силу Архимеда − FDA, силу присоединенных масс – FMA [3]:  
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Компоненты вектора межфазного силового взаимодействия включают в себя силу 

аэродинамического сопротивления, динамическую силу Архимеда и силу 

присоединенных масс [3], также при описании динамики частиц учитывается сила 

Кулона [16].  Здесь p,  ρ, u, v – давление, плотность, декартовы составляющие скорости 

несущей среды в направлении осей х и у соответственно; Т , е – температура и полная 

энергия газа;  ρ1, Т1 , е1, u1, v1 –  средняя плотность, температура, внутренняя энергия, 

декартовы составляющие скорости  дисперсной фазы, Fk – cоставляющие вектора 

силового взаимодействия дисперсной фазы и несущей среды, k =1, 2; Q  − тепловой 

поток между дисперсной фазой и несущей средой [1−3]; λ – теплопроводность, μ – 

вязкость несущей среды.  Температура несущей среды находится из уравнения T = (γ–

1) (e/ρ-0.5(u2+v2))/R, где R – газовая постоянная несущей фазы, γ − постоянная адиабаты.  

Внутренняя энергия взвешенной в газе дисперсной фазы определяется как e1=ρCpT, где 

Ср – удельная теплоемкость единицы массы вещества дисперсной фазы.  Тепловой поток 

между компонентами смеси описывается выражением: Q=6αNu1λ(T-T1)d
-2.  Число 

Нуссельта определяется с помощью известной аппроксимации в зависимости от 

относительных чисел Маха, Рейнольдса и от числа Прандтля [3, 4]: 

1 1M V V / c  , = − 1

1 1ρ μRe V V d , −= − 1μλ  pPr C −= , 

 

𝑁𝑢1 = 2 𝑒𝑥𝑝(−𝑀12) + 0.459 𝑅𝑒1
0.55 𝑃𝑟0.33.  

Коэффициент аэродинамического сопротивления вычислялся с использованием следую-

щего выражения [3,4]: 
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Математическая модель приемлема для расчетов двухфазных течений с параметрами [4]:  
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0 <M1 < 2 , 0 < Re1 < 2·105. 

Составляющие силы Кулона на единицу объема газовзвеси определяются через ее 

удельный заряд, объемную плотность твердой фазы и напряженность электрического 

поля.  Потенциал электрического поля в расчетной области определяется из решения 

уравнения Пуассона. В правой части уравнения Пуассона содержится плотность заряда 

газовзвеси, отнесенная к абсолютной диэлектрической проницаемости несущей среды 

[16]:   
9

2

20 0 2 0 0
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где q0 – удельный заряд единицы массы твердой фракции,   – потенциал электрического 

поля. 

Система уравнений (1)−(6) интегрировалась явным конечно-разностным 

методом Мак-Кормака второго порядка точности [15]. Рассмотрим применение 

численного алгоритма явного метода Мак-Кормака  на примере скалярного 

нелинейного уравнения в частных производных (10): 
𝜕𝑓

𝜕𝑡
+

𝜕𝑎(𝑓)

𝜕𝑥
+

𝜕𝑎(𝑓)

𝜕𝑦
= 𝑐(𝑓).                                             (10) 

Алгоритм  явного конечно-разностного метода Мак-Кормака [15] для скалярного 

нелинейного уравнения (9) имеет вид (11)−(12): 
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Здесь Δх, Δy − шаги по пространственному направлению, Δt – шаг по времени.  

В расчетах применялась схема расщепления по пространственным переменным 

[17], реализуемая в виде симметричной последовательности одномерных операторов − 

Рх, Ру, явного конечно-разностного метода Мак-Кормака, выполняющих шаги 

предиктор и корректор, по соответствующим координатным осям, позволяющая 

построить решение на следующем временном слое (13): 
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Временные шаги 𝛥tx=𝛥ty=𝛥t.   

Для получения монотонного численного решения к сеточной функции на каждом 

временном шаге применялась схема нелинейной коррекции [18, 19]. Алгоритм 

коррекции выполнялся последовательно вдоль всех узлов. Рассмотрим алгоритм 

коррекции решения на примере   функции f. В случае если выполняются условия 

( )1 2 1 2 0j jf f − +   или ( )1 2 3 2 0j jf f + +    то   к функции f в   j-ом узле применяется 

алгоритм схемы коррекции: ( )1 2 1 2j j j jf f f f  + −= + − . Нижний индекс обозначает 

номер узла сетки. 

 Здесь использованы обозначения: 𝛿𝑓
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𝟑

𝟐

=

𝑓𝒋+𝟐 − 𝑓𝒋+𝟏 . В противном случае: j jf f= , jf – значение функции в j-ом узле после 

перехода на (n+1)-й временной слой по схеме Мак-Кормака,   κ – коэффициент  

коррекции.   

Двухмерное уравнение Пуассона, описывающее электрическое поле (7), 

преобразуется к нестационарному виду (14) и интегрировалось методом установления 

[20] (15):   
𝜕𝜑

𝜕𝑥2
+

𝜕𝜑

𝜕𝑦2
+ 𝜌1𝑞0 =

𝜕𝜑

𝜕𝑡
 ,                                                       (14) 
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𝛥𝑡 (
𝜑𝑛

𝑖+1𝑗−2𝜑𝑛
𝑖𝑗+𝜑𝑛

𝑖−1𝑗

𝛥𝑥2
+

𝜑𝑛
𝑖𝑗+1−2𝜑𝑛

𝑖𝑗+𝜑𝑛
𝑖𝑗−1

𝛥𝑦2
+ 𝑞0𝜌𝑛

1𝑖𝑗
) + 𝜑𝑛

𝑖𝑗
= 𝜑𝑛+1

𝑖𝑗
 .         (15) 

Постановка задачи 

В данной работе численно исследовались колебания монодисперсной газовзвеси в 

двумерном прямоугольном акустическом резонаторе – закрытом канале с граничными 

условиями "прилипания", на стенках и движущемся поршнем на одной из поперечных 

стенок (рис. 1). В численных расчетах длина канала составляла L = 1 м, ширина канала   

H = 0.1 м.  Предполагалось, что в начальный момент времени дисперсная компонента 

смеси равномерно распределена в физической области, к продольным стенкам которой 

приложен электрический потенциал. 

При моделировании динамических процессов в электрически заряженной 

газовзвеси задавались следующие граничные условия – на неподвижных поверхностях 

однородные условия Дирихле для составляющих скорости на неподвижных 

поверхностях, для остальных динамических функций везде задавались однородные 

граничные условия Неймана: 

( ) ( ) ( ) ( )11    1 1u t , , j A sin t ,  u t , , j u t , , j ,  = =  

( ) ( ) ( )11 0    1 1v t , , j ,  v t , , j v t , , j , = =  

( ) ( )10    0x xu t ,N , j ,  u t ,N , j , = =  

( ) ( )10    0x xv t ,N , j ,  v t ,N , j , = =  

( ) ( )11 0    1 0u t ,i, ,  u t ,i, , = =  

( ) ( )11 0    1 0v t ,i, ,  v t ,i, , = =  

( ) ( )10    0y yu t,i,N ,  u t,i,N  , = =  

( ) ( )10    0y yv t,i,N ,  v t ,i,N , = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 11 2    1 2t , , j t , , j , t , , j t , , j ,    = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 11  1x x x xt ,N , j t ,N , j , t ,N , j t ,N , j ,    = − = −  

( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 1 2t ,i, t ,i, , t ,i, t ,i, ,    = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 11 1y y y yt ,i,N t,i,N , t ,i,N t,i,N ,    = − = −  

( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 1 2e t , , j e t , , j ,e t , , j e t , , j , = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 11 1x x x xe t ,N , j e t ,N , j ,e t ,N , j e t ,N , j , = − = −  

( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 1 2e t ,i, e t ,i, ,e t ,i, e t ,i, , = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 11 1y y y ye t,i,N e t,i,N ,e t,i,N e t,i,N . = − = −  

Для потенциала электрического поля задавались значения на границах расчетной 

области: 

( ) ( ) 01 x, j  N , j ,   = = ( ) ( ) 01 yi,  i,N .  = =  

В статье [12] проведено сопоставление численных расчетов динамики электриче-

ски нейтрального аэрозоля с результатами физического эксперимента. В статье [14] ис-

следована сеточная сходимость численной модели динамики электрически заряженной 

газовзвеси (1)−(7).  
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Рис. 1. Общая схема моделируемого процесса 

Скорость звука с  вычисляется  из уравнения: 
RT

c   
M


= , где М=29·10-3 кг/моль – мо-

лярная масса воздуха, теплопроводность несущей среды предполагалась равной  λ = 

0.02553 Вт/(м·К), динамическая вязкость несущей среды μ = 1.72 10-5 Па·с,  = 1.4, R = 

8.31 Дж/(моль · K). Газовзвесь в начальный момент времени представляет собой смесь 

воздуха с равномерно распределенными в объеме резонатора частицами  твердой фазы – 

сферами одинакового диаметра   с фиксированной плотностью вещества ρ10 = 2200  кг/м3.  

В момент времени t = 0 поршень начинал движение по гармоническому закону 

x(t)=A·sin(ω t), где ω = 2πν, ν = c/2L,  частота  первого линейного резонанса колебаний 

газового столба  в закрытой трубе [1]. A = 1 мм – амплитуда хождения поршня. Величина 

потенциала, приложенного к стенкам канала φ0 = 10 кВ. 

Результаты расчетов 

На рисунке 2 представлены пространственные распределения пространственных 

компонент удельной силы Кулона в продольном и поперечном сечениях акустического 

резонатора. Максимальные значения силы Кулона достигаются вблизи стенок акустиче-

ского резонатора.    

Пространственные распределения модуля скорости газовой компоненты газовзвеси 

при колебаниях электрически нейтральной дисперсной компоненты отличаются от ана-

логичной величины при колебаниях газовзвеси с электрически заряженной дисперсной 

компонентой (рис. 3). Вследствие воздействия силы Кулона на   движение электрически 

заряженных дисперсных частиц средняя плотность дисперсной компоненты электриче-

ски заряженной газовзвеси отличается от распределения средней плотности электриче-

ски нейтральной газовзвеси. Для электрически заряженной газовзвеси средняя плот-

ность уменьшается от стенок к оси симметрии канала (см. рис. 4). 
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а                                       б  

Рис. 2. Пространственное распределение силы Кулона в продольном направлении  

у=h/2 (а) и поперечном направлениях x=L/2 (б) 
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а                                       б 

Рис. 3. Пространственные распределения модуля скорости  

в электрически нейтральной (а) 

 и электрически заряженной газовзвеси (б)   

  

   

a                                                                 б 

Рис. 4. Пространственные распределения средней плотности дисперсной компоненты в элек-

трически нейтральной (а) и электрически заряженной газовзвеси (б)   

На рисунке 5, а представлено пространственное распределение средней плотности 

дисперсной фазы в электрически заряженной и нейтральной газовзвеси в близи точки x 

= L/2,  y = 0. В электрически заряженной газовзвеси при осаждении дисперсных частиц 

происходит первоначальное увеличение средней плотности дисперсных частиц вблизи 

стенки, за счет движения дисперсных частиц из внутренней области, после чего средняя 

плотность монотонно уменьшается. Из рисунка 4, б следует, что для различных дисперс-

ностей наблюдаются отличающиеся закономерности изменения распределения средней 
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плотности, наиболее интенсивно рост средней плотности наблюдается у дисперсных ча-

стиц с размером d = 20 мкм, максимальное значение средней плотности для частиц с та-

кой дисперсностью составляет ρ1 = 4.51 кг/м3 для частиц размером d = 2 мкм и d = 200 

мкм максимальные значения средней плотности составляют ρ1 = 2.57 кг/м3 и  ρ1 = 4.4 кг/м3 

соответственно. 
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Рис. 5. Временная зависимость величины средней плотности в электрически нейтральной и 

электрически заряженной газовзвеси (а) и временная зависимость средней плотности для 

различных размеров дисперсных включений электрически заряженной газовзвеси (б) 

 

За счет межфазного взаимодействия величина продольной скорости несущей 

среды газовзвеси существенно меньше, чем в однородном газе и для параметров дис-

персной компоненты α = 0.001, d = 2 мкм, размах колебаний продольной составляющей 

скорости составляет 18% от аналогичной величины в однородном газе (рис. 6). 
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Рис. 6. Временная зависимость колебаний продольной составляющей скорости в электриче-

ский нейтральной газовзвеси и в однородном вязком газе, динамика которого описывается си-

стемой уравнений Навье–Стокса  

Рассмотрим влияние объемного содержания дисперсной компоненты на интенсив-

ность колебаний несущей среды и дисперсной фазы в электрически заряженной и 

нейтральной газовзвесях, для мелкодисперсных частиц d = 2 мкм. Здесь кривые 1, 2   – 
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это значения продольной составляющей скорости для несущей среды и  дисперсной ком-

поненты без учета электрического поля; 3, 4 – продольная составляющая скорости несу-

щей среды и дисперсной компоненты с учетом электрического поля и 5 – соответствую-

щая величина колебаний однородного газа.   Амплитуды изменения продольной состав-

ляющей скорости газовой и дисперсной компонент при таких размерах дисперсных ча-

стиц согласуются (рис. 7). 
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Рис. 7.  Временные зависимости изменения продольной составляющей скорости несущей 

среды и дисперсной компоненты α = 0.001  (а),  α = 0.0001  (б),   α = 0.00001(в)  

 

Для объемного содержания α = 0.001 при учете и без учета осаждения дисперсной 

компоненты в электрическом поле размах изменения продольной составляющей скоро-

сти несущей и дисперсной фазы составляет U = 1.16 м/с и U = 4.62 м/с соответственно.   

При уменьшении объемного содержания частиц до величины α = 0.0001, в электрически 

нейтральной и электрически заряженной газовзвесях величины размаха продольной ско-

рости несущей и дисперсной фазы составляет U = 3.65 м/с и U = 4.82 м/с соответственно. 

При объемном содержании α = 0.00001 наличие процесса осаждения дисперсной компо-

ненты в электрическом поле не оказывает существенного влияния на интенсивность ко-

лебаний компонент смеси – размах колебаний продольной составляющей скорости обоих 

компонент смеси составляет U = 5.85 м/с, тогда как   в однородном газе эта величина 

имеет значение U = 6.29 м/с (рис. 7, в). 
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На рисунке 8 линии 1, 2   – значения продольной составляющей скорости для несу-

щей среды и дисперсной компоненты без учета электрического поля; 3, 4 – продольная 

составляющая скорости несущей среды и дисперсной компоненты с учетом электриче-

ского поля. 
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Рис. 8. Временные зависимости изменения продольной составляющей скорости несущей 

среды и дисперсной компоненты d =20 мкм (а),  d = 200 мкм (б), колебания скорости дис-

персной компоненты   d=200 мкм (в) 

Для различных размеров дисперсных включений   интенсивность колебаний несу-

щей среды и дисперсной фазы в электрически заряженной и нейтральной газовзвесях 

при объемном содержании дисперсной компоненты α = 0.001 существенно отличается 

(рис. 7). Для частиц с диаметром d = 20 мкм размах изменения продольной составляющей 

скорости несущей среды в электрически заряженной и электрически нейтральной газо-

взвеси U = 5.92 м/с и U = 3.07 м/с для дисперсной компоненты U1 = 1.59 м/с и U1 = 0.69 

м/с (рис. 7, а). Для размера частиц d = 200 мкм интенсивность колебаний газовой компо-

ненты в электрически заряженной и электрически нейтральной газовзвеси составляет U 

= 6.26 м/с и U = 5.93 м/с (рис. 7, б). Крупнодисперсные частиц с d = 200 мкм за счет 

инерционности имеют меньшею амплитуду колебаний   в электрически заряженной и 

электрически нейтральной газовзвеси, размах изменения продольной скорости частиц 

составляет U1 = 0.074 м/с и U1 = 0.069  м/с соответственно (рис. 7, в). 
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Заключение 

В работе представлены результаты численных расчетов колебаний газовзвесей в 

акустическом резонаторе при учете влияния электрического заряда дисперсной компо-

ненты и внешних электрических потенциалов, приложенных к стенкам акустического ре-

зонатора. Динамика несущей среды описывалась системой уравнений Навье–Стокса. 

Расчеты осуществлялись на основе континуальной методики моделирования течений не-

однородных сред, позволяющей учесть взаимообратные эффекты динамики газодисперс-

ных потоков.  Исследовано влияние объемного содержания и дисперсности частиц на 

интенсивность колебаний газовзвеси. Для электрически нейтральных газовзвесей выяв-

лено, что при больших объемных содержаниях – за счет большей массовой доли дисперс-

ной компоненты интенсивность колебаний компонент имеет меньшее значение.  При 

фиксированном объемном содержании дисперсных частиц уменьшение размера дисперс-

ных включений приводит к увеличению площади межфазного взаимодействия, тем са-

мым увеличивается интенсивность межфазного взаимодействия, что приводит к умень-

шению амплитуды колебаний газодисперсной смеси. При этом скорость мелкодисперс-

ных частиц согласуется со скоростью несущей среды. Для малых объемных содержаний 

дисперсной компоненты наличие процесса осаждения дисперсных частиц в электриче-

ском поле не оказывает существенного влияния на интенсивность колебаний компонент 

смеси. Для больших объемных содержаний дисперсной компоненты осаждение дисперс-

ных частиц в электрическом поле оказывает значительное воздействие на интенсивность 

колебаний несущей среды и дисперсной компоненты в сравнении с электрически 

нейтральной газовзвесью. В зависимости от размера дисперсных включений влияние 

осаждения в электрическом поле дисперсных частиц на динамику компонент смеси от-

личается. Для крупнодисперсных частиц воздействие осаждения в электрическом поле 

дисперсной компоненты на динамику несущей среды имеет меньшее значение, чем для 

случая, когда дисперсная фаза газовзвеси состоит из мелкодисперсных частиц. Резуль-

таты расчетов могут быть использованы при расчетах аппаратов очистки газодисперсных 

сред, использующих акустические и электрические поля.  
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Аннотация. Разработка эффективных составов высоколегированных сплавов для ду-

говой наплавки порошковыми лентами представляет собой сложную многопарамет-

рическую задачу, связанную с необходимостью обеспечения максимального перехода 

легирующих элементов из электрода в наплавленный металл с учетом потерь на угар 

и разбрызгивание. Актуальность работы обусловлена необходимостью повышения 

точности прогнозирования химического состава наплавленного слоя и снижения объ-

ема экспериментальных исследований. Целью исследования является разработка ме-

тода оптимизации технологических параметров процесса наплавки на основе сочета-

ния искусственной нейронной сети и генетического алгоритма. В качестве методов 

использованы искусственная нейронная сеть для моделирования зависимости коэф-

фициентов перехода от технологических параметров и генетический алгоритм для по-

иска их оптимальных значений. В результате определены оптимальные параметры 

процесса: сила тока – 400 А, вылет электрода – 30 мм, фракционный состав ферроти-

тана – 0.4 мм. Применение разработанного подхода позволило увеличить коэффици-

енты перехода в среднем на 11.2 %, в том числе по титану – на 30.7 %, марганцу – на 

7.9 % и углероду – на 12.5 %. Полученные результаты подтверждают эффективность 

предложенного подхода для оптимизации процессов наплавки. 
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Abstract. The development of high-alloy compositions for arc surfacing using powder strips 

is a complex multi-parameter problem that involves ensuring the maximum transfer of alloy-

ing elements from the electrode to the deposited metal, while accounting for losses due to 

spattering and evaporation. The relevance of the study stems from the need to improve the 

accuracy of predicting the chemical composition of the deposited layer and to reduce the 

amount of experimental work. The study aims to develop a method for optimizing technolog-

ical parameters of the surfacing process based on a combination of an artificial neural network 

and a genetic algorithm. Artificial neural networks were used to model the dependence of 

transfer coefficients on technological parameters, while a genetic algorithm was applied to 

determine their optimal values.  The following parameters were found to be optimal: current 

– 400 A, electrode extension – 30 mm, and ferrotitanium fraction – 0.4 mm. The proposed 

approach made it possible to increase the transfer coefficients by an average of 11.2 %, in-

cluding titanium by 30.7 %, manganese by 7.9 %, and carbon by 12.5 %. The results confirm 

the effectiveness of the proposed approach for optimizing surfacing processes. 

Keywords: artificial neural network; genetic algorithm; optimization; arc surfacing; powder 

strip; transfer coefficient; machine learning; welding. 
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Введение 

Разработка составов высоколегированных материалов для наплавки специальных 

сплавов является трудоемкой задачей, состоящей в необходимости обеспечения требуе-

мого химического состава и свойств наплавленного слоя с учетом множества взаимосвя-

занных факторов. Это обусловлено необходимостью назначения оптимального количе-

ства компонентов, которые в зависимости от своей природы, концентрации легирующих 

элементов и их совместного взаимодействия в процессе плавления и переноса электрод-

ного материала определяют содержание химических элементов в наплавленном слое с 

учетом коэффициентов потерь на разбрызгивание и угар. На величину перехода легиру-

ющих элементов из электрода в наплавленный металл также оказывают влияние пара-

метры технологических режимов наплавки, химический состав наплавляемой поверхно-

сти, которая в процессе расплавления и перемешивания с электродным материалом фор-

мирует состав наплавленного слоя [1–4]. 

Взаимное влияние множества вышеуказанных факторов обуславливает сложность 

их точного прогнозирования и приводит к необходимости проведения комплекса экспе-

риментальных работ с накоплением и последующим анализом полученных данных, на 

основе которых производится корректировка состава наплавочного электродного мате-

риала. Одним из современных электродных материалов, позволяющих обеспечить прак-

тически любой химический состав и структуру наплавленного слоя, являются порошко-

вые ленточные электроды. Они применяются для высокопроизводительной дуговой 

наплавки при упрочнении быстроизнашивающихся узлов металлургического, горноруд-

ного и нестандартизированного оборудования [5]. Порошковые ленты состоят из обо-

лочки и порошкового сердечника, в состав которого могут входить легирующие компо-

ненты различного состава, формы и размера. 

Эффективность использования легирующих элементов, введенных в сердечник 

электрода, определяет экономическую и ресурсосберегающую составляющую процесса 

наплавки и поэтому является актуальной задачей. Перспективным решением данной про-

блемы представляется применение методов машинного обучения для обработки боль-

шого объема данных о технологических параметрах изготовления и наплавки электрод-

ным материалом. Основным показателем эффективности легирования служат коэффици-

енты перехода химических элементов из электрода в наплавленный слой. Обеспечение 

максимальных значений этих коэффициентов достигается при определенных значениях 

технологических параметров процессов изготовления электродного материала и его 

наплавки, которые являются переменными величинами. При заданных параметрах про-

цессов возможно одновременное участие компонентов в металлургическом взаимодей-

ствии, что оказывает совместное влияние на их переход из электрода в наплавленный 

слой. 

Постановка задачи 

Целью данной работы является разработка генетического алгоритма для поиска оп-

тимальных технологических параметров процесса наплавки, использующего предвари-

тельно обученную искусственную нейронную сеть.  

Предлагаемая система искусственного интеллекта призвана обеспечить макси-

мально эффективное использование легирующих элементов, выражаемое в коэффициен-

тах их перехода из электрода в наплавленный слой. 

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи: 

1. Разработать и обучить искусственную нейронную сеть, способную прогнози-

ровать вектор коэффициентов перехода основных легирующих элементов (C, 

Cr, Si, Ti, Mn, Mo, Ni) в зависимости от технологических параметров наплавки. 
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2. Реализовать генетический алгоритм, использующий обученную нейронную 

сеть в качестве функции оценки приспособленности индивидов. 

3. Определить оптимальные значения силы тока, вылета электрода и фракцион-

ного состава ферротитана в сердечнике порошковой ленты, обеспечивающие 

максимальные коэффициенты перехода легирующих элементов. 

4. Оценить эффективность предложенного гибридного подхода по сравнению с 

исходными технологическими режимами. 

Решение данных задач позволит повысить эффективность легирования наплавлен-

ного металла и улучшить технико-экономические показатели процесса дуговой наплавки 

высоколегированных сплавов порошковой лентой. 

Методы 

Задача аппроксимации нелинейных зависимостей может быть реализована с ис-

пользованием различных подходов. К их числу относятся методы регрессионного ана-

лиза, байесовская оптимизация, метод поверхности отклика (RSM), а также искусствен-

ные нейронные сети (ИНС). 

В отличие от параметрических методов, для ИНС не требуется априорного задания 

вида аппроксимирующей функции. Также с помощью ИНС можно моделировать слож-

ные многомерные зависимости. Это подтверждено в работах по применению ИНС в сва-

рочном производстве [6−8]. 

С целью поиска оптимальных значений технологических факторов в многомерном 

пространстве, обуславливающих значение нелинейной целевой функции, выбран генети-

ческий алгоритм, поскольку он демонстрирует устойчивые результаты при работе с сур-

рогатными моделями и не требует вычисления градиентов целевой функции [9]. 

Обучающая выборка сформирована с помощью экспериментально установленных 

зависимостей коэффициентов перехода легирующих элементов от технологических па-

раметров наплавки, полученные при проведении экспериментов с порошковой лентой 

сплава типа 290Х19С3ГМТН. В ходе выполненных экспериментов по наплавке исследу-

емыми порошковыми лентами и последующего химического анализа наплавленного ме-

талла были установлены значения коэффициентов перехода основных легирующих эле-

ментов (C, Cr, Si, Ti, Mn, Mo, Ni), рассчитанные как отношение концентрации элемента 

в наплавленном слое к его содержанию в электроде [1]. Целевыми переменными служили 

коэффициенты перехода семи основных легирующих элементов (C, Cr, Si, Ti, Mn, Mo, 

Ni), рассчитанные на основании результатов химического анализа наплавленного ме-

талла. Выборка для обучения включает в себя 1000 значений семи легирующих элемен-

тов при соответствующих технологических параметрах режима наплавки. Из этих дан-

ных 80% использовалось для обучения модели, а 20% для тестирования ее адекватности. 

В качестве зависимых переменных регрессионных зависимостей рассматривались: 

фракционный состав ферротитана в сердечнике порошковой ленты (в диапазоне 0,1–

0.4 мм), сила тока (400–600 А), вылет электрода (30–50 мм). К независимым постоянным 

параметрам относились: содержание остальных легирующих компонентов в составе по-

рошкового сердечника, технологические параметры изготовления порошковой ленты, 

напряжение на дуге (30 В) и скорость наплавки (30 м/ч). 

Разработка оптимальной архитектуры и обучение искусственной нейронной сети 

выполнялись с использованием фреймворка "TensorFlow" версии 2.19.0. В результате 

анализа и подбора гиперпараметров была получена модель искусственной нейронной 

сети, архитектура которой представленная на рис. 2. Предлагаемая архитектура реали-

зует полносвязную топологию прямого распространения сигнала с применением мето-

дов регуляризации, направленных на предотвращение переобучения и повышение обоб-

щающей способности модели. 
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Предложенная архитектура характеризуется следующими параметрами: на вход 

модели подается вектор из трех нормализованных технологических параметров, а 

именно сила тока, вылет электрода и фракционный состав ферротитана. Архитектура 

включает четыре последовательных полносвязных скрытых слоя: Dense (128 нейронов), 

Dense (64 нейрона), Dense (64 нейрона) и Dense (32 нейрона), которые чередуются со сло-

ями BatchNormalization и Dropout (с коэффициентами 0.3 и 0.2 соответственно). Во всех 

скрытых слоях в качестве функции активации использована ReLU. Выходной слой 

Dense (7 нейронов) без функции активации обеспечивает одновременное прогнозирова-

ние семи коэффициентов перехода химических элементов. 

Особенностью модели, способствующей повышению точности прогнозирования, 

является предварительное масштабирование входных данных с использованием метода 

RobustScaler.  
С целью снижения переобучения и повышения устойчивости модели применены 

следующие методы регуляризации: 

− пакетная нормализация (используется после входного слоя и второго скрытого 

слоя для нормализации промежуточных активаций и ускорения сходимости); 

− выбывание (dropout), при котором отключается 30 % и 20 % нейронов после 

первого и второго скрытых слоев соответственно, что предотвращает их сов-

местную адаптацию; 

− ранняя остановка (early stopping), реализованная на основе контроля функции 

потерь на валидационной выборке с параметром терпения 20 эпох. 

Обучение модели выполнялось в течение 100 эпох с размером пакета 32. В качестве 

оптимизатора использован оптимизатор "Adam" с шагом обучения 0.0001. 

В результате обучения получена модель искусственной нейронной сети, позволяю-

щая прогнозировать вектор коэффициентов перехода семи легирующих элементов в про-

цессе наплавки. При этом величина средней абсолютной ошибки (MAE) составила 

0.0082, а среднеквадратичной ошибки (MSE) – 0.001. Для оценки относительной точно-

сти модели необходимо учесть средние значения коэффициентов перехода по обучающей 

выборке, которые имеют следующие значения: Ti – 0.461; Mn – 0.660; Ni – 0.870; Cr – 

0.890; C – 0.742; Mo – 0.951; Si – 0.531 (среднее по всем выходам – 0.729). Среднеквад-

ратическое отклонение по выходным переменным находится в диапазоне 0.025 – 0.091, 

что значительно больше значения MAE. Следовательно, относительная погрешность 

прогнозирования не превышает 1.1 %. Это говорит о высокой точности разработанной 

модели. 

Графики изменения функции потерь в процессе обучения приведены на рис. 1. Как 

следует из графиков, обучающая и валидационная выборки показывают устойчивую схо-

димость без признаков переобучения. На это указывает факт того, что величина валида-

ционной ошибки монотонно убывает и не расходится с обучающей на протяжении всех 

100 эпох обучения. Наблюдаемое незначительное превышение обучающей ошибки над 

валидационной является характерным эффектом применения Dropout и 

BatchNormalization, которые активны только на этапе обучения и снижают эффективную 

емкость сети при расчете обучающей ошибки. Соотношение числа обучающих образцов 

(800) к числу обучаемых параметров модели (15 623) составляет примерно 1:20, что при 

использовании примененных методов регуляризации (Dropout, BatchNormalization, 

EarlyStopping) является достаточным для получения обобщающей модели в задачах ре-

грессии с непрерывными входными признаками. 

Обученная модель использована в составе генетического алгоритма, предназначен-

ного для определения оптимальных технологических параметров процесса наплавки, 

обеспечивающих максимальные значения коэффициентов перехода легирующих элемен-

тов из электродного материала. 
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Рис. 1. Кривые обучения искусственной нейронной сети (MAE и MSE на обучающей и валидаци-

онной выборках) 

В качестве входных параметров модели использованы три нормализованные вели-

чины: сила тока 𝐼д
𝑛𝑜𝑟𝑚 , вылет электрода 𝐻в

𝑛𝑜𝑟𝑚 и фракционный состав ферротитана 

𝜑𝑇𝑖
𝑛𝑜𝑟𝑚. Целевыми выходными параметрами являются коэффициенты перехода основных 

легирующих элементов: 𝜇𝐶 , 𝜇𝐶𝑟 , 𝜇𝑀𝑛, 𝜇𝑆𝑖 , 𝜇𝑇𝑖, 𝜇𝑁𝑖, 𝜇𝑀𝑜. 

Задача оптимизации была сформулирована как минимизация целевой функции: 

𝐹(𝑥) =
1

7
∑ (𝜇𝑖

𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑥) − 𝜇𝑖
𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡

)2 → 𝑚𝑖𝑛,7
𝑖=1                          (1) 

где 𝑥 = [𝐼д
𝑛𝑜𝑟𝑚, 𝐻в

𝑛𝑜𝑟𝑚, ∅𝑇𝑖
𝑛𝑜𝑟𝑚] – вектор оптимизируемых нормализованных технологиче-

ских параметров,  

𝐼д
𝑛𝑜𝑟𝑚 – сила тока; 

𝐻в
𝑛𝑜𝑟𝑚 – вылет электрода; 

𝜑𝑇𝑖
𝑛𝑜𝑟𝑚 –  фракционный состав ферротитана; 

𝜇𝑖
𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑥) – предсказанные нейронной сетью коэффициенты перехода семи легирующих 

элементов; 

𝜇𝑖
𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡

 – целевые значения коэффициентов перехода. 

 
Рис. 2. Архитектура искусственной нейронной сети для прогнозирования  

вектора коэффициентов перехода семи основных элементов 

 

В рассматриваемом случае целевой вектор имеет вид:  

𝜇𝑖
𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡

= (1, 1, … , 1)Т𝜖 𝑅7.                                              (2) 
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Оптимизация технологических параметров процесса наплавки с целью достижения 

максимальных коэффициентов перехода легирующих элементов относится к классу за-

дач, эффективно решаемых с использованием генетических алгоритмов в сочетании с 

предварительно обученными искусственными нейронными сетями, выступающими в 

роли функции оценки приспособленности [10, 11]. Выбор генетического алгоритма обу-

словлен тем, что обученная нейронная сеть выступает в данном случае в роли "черного 

ящика" и ее явный аналитический вид зависимости коэффициентов перехода от техноло-

гических параметров неизвестен. При этом вычисление градиента целевой функции че-

рез слои нейронной сети сопряжено с риском попадания в локальные минимумы при не-

монотонном характере зависимостей. Генетический алгоритм, являясь методом нулевого 

порядка, не требует вычисления производных и обеспечивает более широкий охват про-

странства поиска за счет стохастических операторов скрещивания и мутации, что сни-

жает вероятность преждевременной сходимости к локальному оптимуму. 

Диапазоны поиска задаются в исходных (ненормализованных) единицах измере-

ния, а масштабирование с помощью RobustScaler выполняется непосредственно внутри 

функции оценки приспособленности перед подачей параметров на вход нейронной сети. 

Такой подход позволяет исключить экстраполяцию за пределы обучающей выборки и 

обеспечивает достоверность прогнозов нейронной сети. Дополнительно, оператор кли-

пирования в процедуре мутации гарантирует, что все особи популяции на протяжении 

всего эволюционного процесса остаются в пределах допустимой области.  

Реализация генетического алгоритма включала в себя следующие этапы [12]:  
1) Инициализация популяции; 

2) Оценка приспособленности; 

3) Селекция; 

4) Скрещивание; 

5) Мутация; 

6) Элитизм; 

7) Формирование нового поколения; 

8) Итерация. 

Функция приспособленности определяется как среднеквадратическая ошибка 

(MSE) между прогнозируемыми нейронной сетью коэффициентами перехода и целевым 

вектором 𝜇𝑖
𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡

= (1, 1, … , 1)Т𝜖 𝑅7, соответствующим задаче максимизации всех семи 

коэффициентов перехода. Параметры алгоритма приведены в табл. 1. 
 

Таблица 1. Параметры генетического алгоритма 

Параметр Значение 

Размер популяции Npop 20 
Число поколений Ngen 50 
Вероятность скрещивания Pc 0.8 
Вероятность мутации Pm 0.2 
Доля элитных особей 20 % (4 особи) 
Размер турнира k 5 
Диапазон поиска Iд: 400–600 А; Hв: 30–50 мм; φTi: 

0.1–0.4 мм 
 

Оценка общей точности работы разработанного алгоритма прогнозирования коэф-

фициентов перехода легирующих элементов и степени его соответствия заданному целе-

вому вектору представлена в табл. 2 и на рис. 3. Как следует из графической зависимости 

(рис. 3), после 10-го поколения наблюдается существенное улучшение приспособленно-

сти особей, оцениваемой значением среднеквадратичной ошибки. 
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Таблица 2. Общая точность алгоритма 

  Лучшая приспособленность (MSE)  0.053 

  Средняя абсолютная ошибка 0.1925   

  Среднеквадратичная ошибка 0.1866 

  Максимальная абсолютная ошибка 0.3837 
 

 
Рис. 3. Сходимость приспособленности алгоритма по поколениям  

и по показателю среднеквадратичной ошибки (MSE) 
 

Сравнение коэффициентов перехода при базовом и оптимальном режимах приведе

но в табл. 3. 

Таблица 3. Сравнение коэффициентов перехода  

при базовом и оптимальном режимах наплавки  

Элемент Базовый режим Оптимальный  

режим 

Прирост, % 

Ti 0.456 0.596 +30.7 
Mn 0.658 0.710 +7.9 
Ni 0.867 0.904 +4.3 
Cr 0.884 0.933 +5.5 
C 0.744 0.837 +12.5 

Mo 0.951 1.00 +5.2 
Si 0.528 0.593 +12.3 

Среднее 0.727 0.796 +11.2 

Результаты  

В результате работы алгоритма оптимизации определены технологические ре-

жимы, обеспечивающие максимальные значения коэффициентов перехода легирующих 

элементов. Оптимальные параметры соответствуют следующим значениям: сила тока 

наплавки – 400 А, вылет электрода – 30 мм, фракционный состав ферротитана в сердеч-

нике порошковой ленты – 0.4 мм. Как следует из полученных результатов, оптимизация 

входных технологических параметров с применением генетического алгоритма позво-

лила увеличить коэффициенты перехода в среднем на 11.2 % по всем семи легирующим 

элементам.  
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Рис. 4. Коэффициенты перехода легирующих элементов: базовый режим,  

прогноз при оптимальных параметрах и целевое значение 

 

Базовые, прогнозные (при оптимальных параметрах) и целевые значения коэффи-

циентов перехода представлены на рис. 4. Базовый режим соответствует прогнозу модели 

при средних значениях технологических параметров (сила тока – 500 А, вылет электрода 

– 40 мм, фракционный состав ферротитана – 0.25 мм). Из графической зависимости сле-

дует, что для всех семи легирующих элементов прогнозные значения превышают базо-

вые, при этом наибольшее относительное приближение к целевому уровню достигается 

для никеля, хрома и молибдена, тогда как для титана и кремния, несмотря на заметный 

прирост относительно базового режима, сохраняется наибольший разрыв с целевым зна-

чением. Для молибдена прогнозируемое значение коэффициента перехода достигает 

верхней физической границы, равной 1.00, которая соответствует полному переходу эле-

мента из электрода в наплавленный слой и не может быть превышена.  

С целью проверки результатов оптимизации выполнено сравнение прогнозируемых 

нейронной сетью коэффициентов перехода с фактическими значениями, полученными 

при наплавке с оптимальными входными параметрами (табл. 4). 

Таблица 4. Сравнительная оценка фактических и прогнозируемых коэффициентов пере-

хода при оптимальных входных параметрах 

Химический эле-

мент 

Коэффициент перехода элемента 

Фактические Прогнозируемые Отклонение, % 

Титан 0.58 0.596 +2.8 
Марганец  0.56 0.710 +26.8 

Никель 0.94 0.904 −3.8 
Хром 0.95 0.933 −1.8 

Углерод  0.68 0.837 +23.1 
Молибден 0.97 1.00 +3.1 
Кремний 0.59 0.593 +0.5 
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Как следует из данных табл. 4, для пяти из семи рассматриваемых элементов (Ni, 

Cr, Mo, Si, Ti) расхождение между прогнозным и экспериментальным значениями не пре-

вышает 4 %, что подтверждает адекватность модели для элементов с низкой химической 

активностью. Повышенное отклонение для марганца (+26.8 %) и углерода (+23.1 %) свя-

зано с их природой как активных раскислителей. Фактический переход этих элементов в 

значительной степени зависит от окислительного потенциала атмосферы дуги, который 

не входит в число варьируемых параметров модели. Среднее отклонение прогноза от экс-

перимента по всем семи элементам составляет 8.8 %, однако без учета марганца и угле-

рода данный показатель снижается до 2.4 %, что свидетельствует о высокой точности 

модели применительно к элементам, переход которых определяется преимущественно 

физическими, а не химическими механизмами взаимодействия. Устранение указанного 

ограничения путем включения дополнительных факторов в число входных параметров 

является перспективным направлением развития предложенного подхода. 

Полученные результаты подтверждают эффективность применения генетического 

алгоритма в сочетании с искусственной нейронной сетью для прогнозирования состава 

наплавленного металла и оптимизации технологических параметров процесса наплавки. 

Предложенный подход позволяет определять такие режимы обработки, при которых до-

стигаются максимальные значения совокупности коэффициентов перехода легирующих 

элементов, и может быть использован при разработке интеллектуальных систем под-

держки принятия решений для сварочного производства.   

Заключение 

Разработан алгоритм оптимизации технологических параметров, обеспечивающий 

достижение максимальных значений коэффициентов перехода основных легирующих 

элементов. В основе подхода лежит применение генетического алгоритма в сочетании с 

искусственной нейронной сетью, используемой для прогнозирования коэффициентов пе-

рехода. 

Разработана архитектура искусственной нейронной сети, позволяющая учитывать 

совместное влияние технологических параметров на коэффициенты перехода легирую-

щих элементов при наплавке и определять рациональные режимы обработки. 

С использованием предложенной методологии определены оптимальные значения 

технологических параметров, обеспечивающие максимальные коэффициенты перехода 

легирующих элементов из электрода в наплавленный слой. Дальнейшее развитие под-

хода, связанное с дообучением модели и учетом допустимых технологических отклоне-

ний параметров, может повысить эффективность его практического применения и тех-

нико-экономические показатели процесса наплавки.  
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Аннотация. В статье проводится сравнительный анализ трех современных фреймвор-

ков для разработки серверных приложений: Spring Boot (Java/Kotlin), ASP.NET Core 

(C#) и Ktor (Kotlin). Актуальность исследования обусловлена необходимостью обос-

нованного выбора технологического стека при создании высоконагруженных корпо-

ративных систем. Научная новизна заключается в разработке методики сравнения про-

изводительности различных реализаций. В статье представлены качественные крите-

рии сравнения: архитектурные особенности, модульность, экосистема, безопасность, 

мониторинг и количественные: время сборки проекта, время холодного старта, объем 

кода, а также метрики производительности под нагрузкой – средняя латентность (p50, 

p95, p99), пропускная способность и потребление памяти. Эксперимент проведен на 

идентичных тестовых сценариях (CRUD-микросервис с подключением к одинаковой 

базе данных) с фиксацией условий окружения (CPU, RAM, OS, инструмент нагрузоч-

ного тестирования). Результаты показывают, что Ktor демонстрирует наилучшие по-

казатели скорости сборки и запуска, минимальный объем кода, однако уступает 

ASP.NET Core по потреблению оперативной памяти, но превосходит по латентности 

и пропускной способности. На основе полученных данных сформулированы рекомен-

дации по выбору фреймворка в зависимости от приоритетов проекта: скорость разра-

ботки, производительность или долгосрочной поддержки. 
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Abstract. The article provides a comparative analysis of three modern frameworks for de-

veloping server applications: Spring Boot (Java/Kotlin), ASP.NET Core (C#) and Ktor (Ko-

tlin). The relevance of the research stems from the need for a well-founded choice of the 

technological stack when creating highly loaded corporate systems. The scientific novelty 

lies in the development of a methodology for comparing the performance of various imple-

mentations. The article presents qualitative comparison criteria (architectural features, mod-

ularity, ecosystem, security, monitoring) and quantitative criteria (project build time, cold 

start time, code volume), as well as performance metrics under load (average latency (p50, 

p95, p99), bandwidth, and memory consumption). The experiment was conducted on identi-

cal test scenarios (CRUD microservice the same database) with environmental conditions 

(CPU, RAM, OS, load testing tool) held constant. The results show that Ktor demonstrates 

the best build and startup speeds, the minimal amount of code; it is inferior to ASP.NET Core 

in terms of RAM usage, but surpasses it in terms of latency and bandwidth. Based on the data 

obtained, recommendations are formulated for choosing a framework depending on the pri-

orities of the project: speed of development, performance, or long-term support. 

Keywords:   Ktor; Spring Boot; ASP.NET Core; comparative analysis; efficiency; latency; 

p95; p99; load testing. 
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Введение 

Современная разработка серверных приложений требует от инженерных команд 

обоснованного выбора технологического стека, обеспечивающего баланс между скоро-

стью разработки, производительностью и долгосрочной поддерживаемостью проекта. В 

течение последнего десятилетия доминирующие позиции в корпоративном сегменте за-

нимали экосистемы на основе Java (Spring Framework / Spring Boot) [1] и C# (ASP.NET 

Core) [2]. Эти фреймворки характеризуются зрелой экосистемой, обширной документа-

цией и доказанной способностью обслуживать высоконагруженные системы на протяже-

нии многих лет. 

Однако последние годы отмечены ростом популярности языка Kotlin [3], позицио-

нируемого как современная альтернатива Java с улучшенной null-безопасностью, под-

держкой функциональных конструкций и полной совместимостью с существующей 

JVM-экосистемой [4]. Естественным следствием стало появление фреймворка Ktor [5], 



Сравнительный анализ производительности и архитектурных характеристик… 

101 

разрабатываемого компанией JetBrains и предлагающего альтернативный подход к по-

строению серверных приложений: легкое ядро, модульную архитектуру и асинхронность 

на основе корутин. 

Несмотря на растущее количество публикаций, посвященных отдельным аспектам 

работы с Ktor на сегодняшний день, отсутствуют комплексные исследования, в которых 

проводилось бы систематическое сравнение Ktor с устоявшимися корпоративными 

фреймворками по единой методологии. 

Постановка задачи 

Целью настоящей работы является проведение сравнительного анализа фреймвор-

ков – Spring Boot, ASP.NET Core и Ktor. Для объективного сравнения была предложена 

методика, включающая несколько групп критериев:  

1. Архитектурные особенности и экосистемная зрелость (качественный анализ). 

2. Метрики разработки (время сборки, объем кода). 

3. Метрики производительности под нагрузкой (латентность, пропускная способ-

ность, потребление памяти). 

Методы исследования 

Для достижения поставленной цели в работе применяется разработанная методика, 

включающая следующие элементы: 

− унифицированный тестовый сценарий (с подключением к базе данных) для всех 

трех фреймворков; 

− расширенный набор метрик, включающий перцентили латентности (p95, p99) 

наряду со средними значениями; 

− детальная фиксация условий эксперимента, обеспечивающая воспроизводи-

мость результатов. 

1.  Качественное сравнение архитектур и экосистем 

1.1. Критерии сравнения 

Для сравнительного анализа были выбраны следующие характеристики, значимые 

с точки зрения долгосрочной поддержки корпоративных систем: 

− язык разработки и экосистема; 

− модель обработки запросов (синхронная / асинхронная); 

− подход к конфигурации и инверсии управления; 

− модульность и расширяемость; 

− поддержка типовых задач (безопасность, работа с БД, документация API, мони-

торинг); 

− кроссплатформенность и типы сборки. 

1.2. Результаты качественного сравнения 

Результаты сравнения по выбранным критериям представлены в табл. 1. Как сле-

дует из табл. 1, Ktor предоставляет разработчику минималистичное ядро без предуста-

новленного набора решений. В отличие от Spring Boot, где инверсия управления и внед-

рение зависимостей являются фундаментальной основой фреймворка, Ktor не навязы-

вает конкретную архитектурную парадигму [6]. В ASP.NET Core новые возможности до-

бавляются через цепочку промежуточных обработчиков, а в Ktor – через подключаемые 

модули. 
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Таблица 1. Сравнение архитектурных характеристик фреймворков 

Критерий Ktor Spring Boot ASP.NET Core 

Язык разработки Kotlin Java / Kotlin C# 

Разработчик JetBrains VMware, сооб-

щество 

Microsoft 

Год первого  

релиза 

2017 2002 (Spring), 

2012 (Spring 

Boot) 

2014 (.NET Core), 2016 

(ASP.NET Core) 

Модель обработки 

запросов 

Асинхронная 

(корутины) 

Синхронная / 

Асинхронная 

(по выбору) 

Асинхронная 

(async/await) 

Что входит по 

умолчанию 

Минимум – 

только сервер 

Почти все – го-

товые инстру-

менты, 

настройки 

Настройки сервера  

и цепочки обработки 

Управление  

компонентами 

Встроенный  

механизм 

Встроенный  

механизм 

Встроенный механизм 

Подход  

к модульности 

Плагины Ktor 

(Gradle/Maven 

зависимости) 

Стартеры Spring 

Boot 

NuGet-пакеты, фрейм-

ворк сборки .NET 

Поддержка 

OpenAPI 

Отдельный мо-

дуль 

Встроенный 

стартер 

Отдельный модуль 

Работа с БД Exposed или 

сторонние  

библиотеки 

Spring Data JPA 

/ JDBC 

Entity Framework Core 

Тип сборки JAR JAR / WAR DLL / EXE 

Кросс- 

платформенность 

Да (JVM) Да (JVM) Да (.NET Core / .NET 5+) 

 

Важной особенностью Ktor является то, что разработчик самостоятельно опреде-

ляет набор необходимых модулей на этапе генерации проекта [7]. Это позволяет созда-

вать предельно легкие приложения, не несущие избыточной функциональности. Однако 

такая гибкость имеет и обратную сторону: требует от команды более высокой квалифи-

кации для принятия архитектурных решений. 

Ktor и ASP.NET Core умеют обрабатывать много запросов одновременно без задер-

жек. Spring Boot изначально работает по-другому – запросы обрабатываются по очереди 

[8]. Это может влиять на производительность при высокой нагрузке, что и проверялось в 

эксперименте. 

Spring Boot дает разработчику почти все необходимое сразу. В нем уже есть инстру-

менты для управления зависимостями, настройка происходит автоматически, и подклю-
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чение баз данных, защиты и отслеживания работы приложения не требует дополнитель-

ных действий. Низкий порог входа для разработчиков с начальным уровнем квалифика-

ции с таким фреймворком. Но у этого подхода есть минусы: приложение дольше запус-

кается и потребляет больше памяти. 

ASP.NET Core – быстрый и работает на разных системах. Он дает гибкие настройки 

и удобные инструменты для работы с базами данных. При этом расходует мало памяти, 

поэтому подходит для проектов с ограниченными ресурсами. 

2.  Методология экспериментального сравнения 

2.1.  Тестируемое приложение 

Для обеспечения сопоставимости результатов на каждом из трех фреймворков было 

реализовано идентичное по функциональности приложение – REST API микросервис для 

управления сущностью Client. Приложение поддерживает следующие эндпоинты: 

− GET /client/all – получение списка всех клиентов; 

− GET /client/{id} – получение клиента по идентификатору; 

− POST /client – создание нового клиента; 

− POST /client/search – поиск клиента по имени; 

− PUT /client/{id} – обновление существующего клиента; 

− DELETE /client/{id} – удаление клиента. 

В качестве базы данных использовалась PostgreSQL. Выбор обусловлен распро-

страненностью данной СУБД в промышленной разработке корпоративных приложений, 

а также поддержкой всеми тремя рассматриваемыми фреймворками через стандартные 

драйверы и ORM-решения. Экземпляр базы данных для всех приложений один. Схема 

базы включает таблицу clients с полями id (первичный ключ) и name (строка). 

Для работы с базой данных в Ktor использовалась библиотека Exposed вместе с си-

стемой управления соединениями HikariCP. Максимальное количество одновременных 

подключений было ограничено десятью, время ожидания соединения не превышало 30 

секунд, а неактивные подключения закрывались через 10 минут. В Spring Boot аналогич-

ная система HikariCP работает по умолчанию с похожими настройками [9]. В ASP.NET 

Core использовалась встроенная система управления подключениями NpgsqlDataSource. 

Исходный код всех трех реализаций доступен в репозитории [10]. 

2.2. Характеристики оборудования и программного обеспечения 

Эксперименты проводились на следующей конфигурации: процессор: Intel Core i7-

1165G7 2.80GHz, оперативная память: 16.0 ГБ, операционная система: Windows 11 25H2, 

версия JDK: JetBrains Runtime 21.0.9, версия .NET SDK: .NET 10, версии фреймворков: 

Ktor: 3.4.0, Spring Boot: 4.0.3, ASP.NET Core: 10.0.3. 

Каждое приложение запускалось в изолированном окружении. Перед каждой се-

рией измерений система перезагружалась для исключения влияния кеширования со сто-

роны операционной системы. 

2.3.  Инструмент нагрузочного тестирования 

Для генерации нагрузки использовался инструмент k6 [11]. Выбор обусловлен сле-

дующими характеристиками. Встроенная поддержка измерения перцентилей (p90, p95, 

p99) без дополнительной обработки результатов. Возможность написания сценариев на 

JavaScript, что обеспечивает воспроизводимость тестов. 

Сценарий нагрузки эмулирует реалистичное распределение запросов к эндпоин-

там: 50% операций чтения (GET /client/all, GET /client/{id}, POST /client/search), 30% опе-

раций записи (POST /client, PUT /client) и 20% операций удаления (DELETE /client/{id}). 

Такой профиль нагрузки приближен к типичному сценарию работы CRM-системы. 



О. Г. Старцева, Э. Р. Фаттахов 

104 

Параметры нагрузки:  

− длительность теста: 60 секунд; 

− количество виртуальных пользователей: 50; 

− количество прогонов: 5 для каждого фреймворка; 

− период прогрева: первые 10 секунд каждого прогона не учитываются в результа-

тах. 

Для каждого прогона k6 автоматически фиксирует следующие метрики: 

− средняя латентность; 

− p90, p95, p99 латентность; 

− пропускная способность (RPS); 

− процент успешных запросов (HTTP 2xx). 

Потребление оперативной памяти серверным приложением измерялось отдельно с 

помощью команды получения ресурсов по процессу синхронно с прогонами k6. 

2.4.  Измеряемые метрики 

В ходе эксперимента фиксировались следующие метрики. 

1. Метрики сборки и запуска: 

− время полной чистой сборки проекта (мс) – от полной очистки сборки до за-

вершения процесса сборки; 

− время холодного старта (мс) – от запуска приложения до момента готовности 

принять первый HTTP-запрос; 

− объем кода – количество строк и количество символов в исходных файлах (без 

учета автогенерируемого кода и конфигурационных файлов). 

2. Метрики производительности под нагрузкой: 

− средняя латентность (мс) – среднее арифметическое времени ответа на запрос. 

− медиана (p50) – значение, ниже которого находится 50% ответов. 

− перцентили p95 и p99 – значения, ниже которых находятся 95% и 99% ответов 

соответственно. 

− пропускная способность (RPS) – количество запросов, обработанных за се-

кунду. 

− потребление оперативной памяти (MB) – количество потребляемой памяти эк-

земпляром. 

Выбор перцентилей p95 и p99 обусловлен тем, что в высоконагруженных системах 

средняя латентность может маскировать наличие "медленных" запросов, критически 

влияющих на пользовательский опыт [12]. 

2.5.  Процедура проведения измерений 

Для каждого фреймворка выполнялась следующая последовательность действий: 

1. Перезагрузка операционной системы. 

2. Чистая сборка проекта. Фиксация времени сборки. 

3. Запуск приложения. Фиксация времени холодного старта. 

4. Прогрев приложения – выполнение 1000 запросов, не учитываемых в результатах. 

5. Прогон нагрузки. Фиксация всех метрик. 

6. Остановка приложения. 

7. Повтор шагов 3–6 пять раз. 

Итоговые значения для каждой метрики вычислялись как среднее арифметическое 

по всем прогонам. 
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3.  Результаты эксперимента 

3.1.  Метрики сборки и статического анализа 

Результаты измерения времени сборки, времени холодного старта и объема кода 

представлены в табл. 2. 

Таблица 2. Сравнение метрик сборки и объема кода 

Метрика Ktor Spring Boot ASP.NET Core 

Время сборки (мс) 6558 9484 6700 

Время холодного старта (мс) 802 3778 1600 

Количество строк кода 224 326 377 

Время сборки является важным маркером при выборе фреймворка. Чем быстрее 

сборка, тем чаще команда может интегрировать изменения и получать обратную связь от 

автоматических тестов. Ktor собирается за 6.6 секунды, что на 31% быстрее Spring Boot 

(9.5 сек) и сопоставимо с ASP.NET Core (6.7 сек). В условиях микросервисной архитек-

туры, где десятки сервисов пересобираются одновременно, эта разница становится кри-

тической. 

Время холодного старта важно для сценариев автоматического масштабирования 

(Kubernetes HPA) и частых перезапусков в разработке. Ktor запускается за 0.8 секунды –

– это в 4.7 раза быстрее Spring Boot (3.8 сек) и в 2 раза быстрее ASP.NET Core (1.6 сек). 

Если одновременно запускать несколько микросервисов, разница во времени старта мо-

жет измеряться минутами, в течение которых система будет недоступна. 

Количество строк кода – косвенная метрика сложности поддержки. Исследования 

показывают, что количество дефектов коррелирует с объемом кода [13]. Меньше кода 

означает: 

− меньше мест для потенциальных ошибок; 

− быстрее вникает новый разработчик; 

− дешевле рефакторинг и добавление функциональности; 

− ниже затраты на проверку кода. 

Ktor требует 224 строк против 326 у Spring Boot (на 31% меньше) и 377 у ASP.NET 

Core (на 40% меньше). Это существенное преимущество для долгосрочной поддержки 

проекта. 

3.2.  Метрики производительности под нагрузкой 

Результаты нагрузочного тестирования представлены в табл. 3. Тестирование про-

водилось при 50 виртуальных пользователях в течение 60 секунд. 

Таблица 3. Сравнение метрик производительности 

Метрика Ktor Spring Boot ASP.NET Core 

Оперативная память min (MB) 154.66 258.54 79.71 

Оперативная память max (MB) 219.51 304.05 148.72 

Средняя латентность (мс) 6.23 8.52 10.80 

p90 (мс) 10.82 14.47 21.27 

p95 (мс) 14.49 17.80 26.67 

p99 (мс) 24.31 26.90 39.32 

Пропускная способность (RPS) 411.99 400.68 392.50 
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Средняя латентность отражает типичное время ответа системы. Ktor показывает 

6.23 мс – на 27% лучше Spring Boot (8.52 мс) и на 42% лучше ASP.NET Core (10.80 мс). 

Для пользователя веб-приложения разница в 4–5 миллисекунд незаметна, но при обра-

ботке миллионов запросов это перерастает в часы сэкономленного времени и меньшую 

нагрузку на клиентские приложения. 

Перцентили p95 и p99 гораздо важнее среднего значения. Они показывают, как 

долго ждут ответа самые медленные запросы – именно они создают у пользователя ощу-

щение замедленной работы системы. В высоконагруженных системах стандартом явля-

ется требование p99<100 мс [14]. 

У Ktor p99 = 24.31 мс – это на 10% лучше Spring Boot (26.90 мс) и на 38% лучше 

ASP.NET Core (39.32 мс). Это означает, что даже в худшем случае (1% запросов) Ktor 

отвечает быстрее конкурентов. Для критичных по времени систем (финансовые транзак-

ции, бронирование, голосовые вызовы) такая разница может быть определяющей при 

выборе фреймворка.` 

RPS (request per second) показывает, сколько запросов система способна обработать 

за секунду. Ktor обрабатывает 412 запросов в секунду, незначительно опережая Spring 

Boot (401) и ASP.NET Core (393). Разница в 3–5% не является решающей, но демонстри-

рует, что Ktor не уступает популярным зрелым решениям.  

Важно отметить: при более высокой латентности у конкурентов (8.5–10.8 мс) их 

RPS ожидаемо ниже – это логичная взаимосвязь. Ktor выигрывает по обоим параметрам. 

Оперативная память – один из основных факторов стоимости хостинга. В облачных 

провайдерах цена линейно растет с объемом RAM. При масштабе в сотни микросервисов 

разница становится существенной. 

ASP.NET Core демонстрирует наилучшие показатели: 79–149 MB. Ktor занимает 

промежуточное положение: 155–220 MB. Spring Boot потребляет больше всех: 259–304 

MB. 

Тем не менее, абсолютные значения Ktor (220 MB пик) являются приемлемыми для 

большинства корпоративных проектов и не должны рассматриваться как серьезный не-

достаток. 

3.3. Ключевые выводы эксперимента 

1. Ktor – показал лучший результат по скорости разработки и поддержки среди трех 

сравниваемых фреймворков: самая быстрая сборка, самый быстрый холодный 

старт, минимальный объем кода. Это снижает затраты на разработку, CI/CD и адап-

тацию новых разработчиков. 

2. Ktor – лидер по производительности под нагрузкой: лучшие показатели латентно-

сти (средняя, p90, p95, p99) и пропускной способности. Это означает, что система 

на Ktor способна обработать больше запросов быстрее, особенно важно для требо-

вательных к скорости приложений. 

3. Ktor умерен в потреблении памяти: уступает ASP.NET Core, но превосходит Spring 

Boot. Разница в памяти с Spring Boot может давать ощутимую экономию при мас-

штабировании. 

Обсуждение 

В ходе работы и тестирования сложилось несколько наблюдений, которые не отра-

жены в количественных показателях, но важны для практического выбора фреймворка. 

Удобство разработки. Разработка приложения на Ktor с языком Kotlin позволяет 

сократить объем шаблонного кода по сравнению с кодом на Spring с Java или на ASP.NET 

Core с C#. Язык Kotlin позволяет писать меньше кода и делает его понятнее – в нем уже 
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есть готовые инструменты для создания классов данных, встроенная защита от null-оши-

бок и гибкие расширения языка. В ASP.NET Core добавление новой зависимости в си-

стему требует явного объявления интерфейса, реализации соответствующего класса и 

последующей регистрации этой связи в контейнере внедрения зависимостей. Это пра-

вильная архитектура, но она превращается в значительный объем шаблонного кода. Для 

быстрого прототипирования или стартапа Ktor выигрывает со значительным преимуще-

ством. 

Кадровая проблема. Несмотря на преимущества Ktor и его растущую популяр-

ность, компании все равно чаще выбирают Spring Boot. Причина не в технологии, а в 

рынке труда. Java-разработчиков с опытом Spring – значительное число. Найти команду 

из 10 человек, которые знают Ktor, значительно сложнее и дороже. Пока это не изме-

нится, Spring останется корпоративным стандартом по умолчанию. Ktor – скорее выбор 

стартапов, внутренних инструментов и Kotlin-команд. 

Легкость как архитектурный риск. Ktor намеренно минималистичен и не вклю-

чает пул соединений с базой данных по умолчанию. В ходе эксперимента было обнару-

жено, что при отсутствии явной настройки пула (например, HikariCP) средняя латент-

ность составляла 72 мс. После добавления пула соединений латентность снизилась до 

6.23 мс – улучшение в 11.6 раза. В отличие от Ktor, Spring Boot и ASP.NET Core предо-

ставляют пул соединений по умолчанию, что снижает риск подобных ошибок. Это тре-

бует от разработчиков на Ktor более высокой квалификации при конфигурировании при-

ложения. 

Ограничения исследования. В работе не измерялись показатели загрузки процес-

сора и стандартное отклонение результатов, что может быть исправлено в будущих ис-

следованиях. Также тестирование проводилось только при 50 виртуальных пользовате-

лях; при более высоких нагрузках (500–1000 виртуальных пользователей) результаты мо-

гут отличаться. 

Заключение 

В ходе выполнения работы была достигнута поставленная цель: проведен сравни-

тельный анализ трех современных фреймворков для разработки серверных приложений 

– Spring Boot, ASP.NET Core и Ktor – по качественным и количественным критериям. 

Предложенная методика, включающая качественные и количественные критерии, 

показала свою применимость для объективного сравнения фреймворков и позволила вы-

явить сильные и слабые стороны каждого из них. В начале работы были сформулированы 

три группы критериев сравнения: архитектурные особенности, метрики разработки и 

метрики производительности под нагрузкой. По каждой из групп гипотеза о преимуще-

ствах Ktor подтвердилась частично: фреймворк показал лучшие результаты по скорости 

сборки, холодному старту, объему кода, латентности и RPS, однако уступил ASP.NET 

Core по потреблению памяти. 

По результатам качественного анализа установлено, что Ktor предоставляет мини-

малистичное ядро с модульной архитектурой, требуя от разработчика самостоятельного 

выбора компонентов. Spring Boot предлагает готовый набор компонентов с развитым кон-

тейнером управления зависимостями. ASP.NET Core в этом смысле занимает среднюю 

позицию: он имеет встроенный механизм внедрения зависимостей и конвейер обработки 

запросов. 

Количественный эксперимент показал следующие результаты. По метрикам разра-

ботки Ktor лидирует: время сборки – 6.6 секунд (на 31% быстрее Spring Boot), время 
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холодного старта – 0.8 секунды (в 4.7 раза быстрее Spring Boot). По метрикам произво-

дительности под нагрузкой при 50 виртуальных пользователях Ktor также показал луч-

шие результаты: средняя латентность – 6.23 мс (на 27% лучше Spring Boot), p99 – 24.31 

мс (на 38% лучше ASP.NET Core), пропускная способность – 412 RPS. По потреблению 

памяти Ktor занял промежуточное положение (155–220 MB), уступая ASP.NET Core (80–

149 MB), но превосходя Spring Boot (259–304 MB). 

На основе полученных данных сформулированы следующие рекомендации. Ktor 

рекомендуется для стартапов и Kotlin-команд, где приоритетами являются скорость раз-

работки, быстрый старт и высокая производительность при условии высокой квалифика-

ции разработчиков. Spring Boot остается предпочтительным выбором для крупных кор-

пораций из-за большого числа специалистов, разработчиков и зрелости экосистемы. 

ASP.NET Core рекомендуется для сценариев с жесткими ограничениями по оперативной 

памяти, особенно при масштабировании на сотни микросервисов. 
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