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Введение. Основные понятия  

Исследуются полумодули над трехэлементными мультипликативно идемпотент-

ными полукольцами. Статья примыкает к работам [1], [2]. Теория мультипликативно 

идемпотентных полуколец излагается в книге [3]. Ранее изучались гомологические свой-

ства полумодулей над дистрибутивными решетками S, называемых S-полигонами [4], в 

частности над трехэлементной цепью [5]. Последние достижения в теории полигонов над 

полугруппами изложены в обзоре [6]. Обзорная статья [7] посвящена теории полумоду-

лей над полукольцами.  

Отметим, что базовую информацию о полукольцах и полумодулях можно найти в 

монографии [8], а по теории решеток – в книге [9].  

Полукольцом (с нулем и единицей) называется алгебраическая структура S, +,  с 

двумя бинарными операциями сложения + и умножения и элементами нуль 0 и единица 

1, удовлетворяющими следующим условиям:  

1) S, +, 0 – коммутативный моноид;  

2) S, ·, 1 – моноид;  

3) 0 – мультипликативный нуль, то есть тождественно 0·x = x·0 = 0;  

4) умножение дистрибутивно относительно сложения с обеих сторон, то есть в S 

справедливы тождества (x+y)z = xz+yz и x(y+z) = xy+xz.  

Полукольцо S называется:  

 коммутативным, если S удовлетворяет тождеству xy=yx;  

 мультипликативно идемпотентным, если в S тождественно xx=x;  

 идемпотентным, если S удовлетворяет тождествам xx=x и x+x=x.  

Полумодулем над полукольцом S или просто S-полумодулем (унитарным левым S-

полумодулем) называется коммутативный моноид A, +, 0 с нейтральным элементом 

нуль 0 вместе с отображением SA  A, (s, a)sa, обладающим следующими свой-

ствами (для любых s, t S и a, b A): 

(1) (s+t)a=sa+ta;  

(2) s(a+b)=sa+sb; 

(3) (st)a=s(ta); 

(4) 1·a=a;  

(5) 0·a=0=s·0.  



Конечные полумодули над трехэлементными мультипликативно идемпотентными 

7 

Отметим, что в полукольцах и полумодулях нуль 0 обозначается одинаково. 

Заметим также, что такие понятия как полугруппа, моноид, идеал, подполурешетка, 

подполумодуль определяются стандартно.  

Отображение : AB S-полумодуля A в S-полумодуль B называется S-

гомоморфизмом, если  аддитивно и линейно, то есть (x+y)=(x)+(y) и (sx)=s(x) 

для любых x, y A и s S. Если S-гомоморфизм  S-полумодулей является взаимно од-

нозначным отображением (биекцией), то он называется S-изомофизмом; при этом обрат-

ная биекция –1 также будет S-изомофизмом. Изоморфные S-полумодули имеют одни и 

те же абстрактные свойства.  

Заметим, что класс всех S-полумодулей при фиксированном полукольце S образует 

категорию полумодулей, если в качестве ее морфизмов взять всевозможные S-

гомоморфизмы.  

Идемпотентная коммутативная полугруппа A, + называется полурешеткой. Экви-

валентное «порядковое» определение: (верхняя) полурешетка – это упорядоченное мно-

жество A, , для любых элементов a и b которого существует точная верхняя грань 

sup(a, b). Эти определения связаны соотношениями: a b  a+b=b и a+b=sup(a, b). Нулем 

полурешетки A, + называется ее нейтральный элемент 0: a+0=a для всех a A. В поряд-

ковом смысле 0 есть наименьший элемент полурешетки A, . 

Решеткой называется алгебраическая структура S, +, , такая, что S, + и S,  – 

полурешетки, согласованные посредством законов поглощения x+xy=x и x(x+y)=x. Экви-

валентное "порядковое" определение: решетка – это упорядоченное множество A, , 

для любых элементов a и b которого существуют точная верхняя грань sup(a, b) и точная 

нижняя грань inf(a, b), то есть A,  является одновременно нижней и верхней полуре-

шеткой. Имеют место соотношения: a b  ab=a и ab=inf(a, b).  

Отметим, что решетки удобно рассматривать как алгебраические системы 

S, +, ,  с согласованными друг с другом бинарными операциями сложения +, умноже-

ния  и отношением порядка . В частности, в решетках неравенства можно почленно 

складывать и умножать: a b, c d влекут a+c b+d, ac bd.  

Решетка с тождеством x(y+z)=xy+xz, равносильно, с тождеством x+yz=(x+y)(x+z), 

называется дистрибутивной.  

Предварительные результаты  

Приведем несколько предварительных соображений. 

Лемма 1. Коммутативный моноид A, +, 0 будет S-полумодулем над некоторым 

мультипликативно идемпотентным полукольцом S тогда и только тогда, когда в A 

верно тождество 4x=2x.  

Доказательство. В любом мультипликативно идемпотентном полукольце S имеем 

4=1+1+1+1=(1+1)(1+1)=1+1=2. Поэтому полумодули над таким полукольцом S удовле-

творяют тождеству 4x=2x. Обратно, если в коммутативном моноиде A верно тождество 

4x=2x, то A будет S-полумодулем для четырехэлементного полукольца S={0, 1, 2, 3} с 

равенством 3+1=2.  

Далее предполагается, что AA, +, 0 – коммутативный моноид с тождеством 

4x=2x.  
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С точностью до изоморфизма существует четыре трехэлементных мультиплика-

тивно идемпотентных полукольца:  

 S1={0 e 1} – цепь;  

 S2={0, e, 1} при 1+1=1 и e+1=e;  

 S3={0, 1, 2} при 3=1;  

 S4={0, 1, 2} при 3=2.  

Полукольца S1, S2 – идемпотентные (2=1+1=1), а полукольца S3, S4 не являются 

идемпотентными (21).  

Следующее утверждение очевидно.  

Лемма 2. Коммутативный моноид A является S1-полумодулем и/или S2-полумоду-

лем тогда и только тогда, когда A будет полурешеткой.  

Лемма 3. Если A – конечная полурешетка с нулем, то A,  будет решеткой.  

Доказательство. Требуется доказать, что любые два элемента a, b A имеют точ-

ную нижнюю грань inf(a, b). Рассмотрим множество B всех нижних граней множества 

{a, b}. Поскольку 0 B, то B не пусто. Тогда inf(a, b) есть сумма всех элементов множе-

ства B. См. более общее утверждение [9, с. 44, лемма 14].  

Возьмем S-полумодуль A над некоторым мультипликативно идемпотентным по-

лукольцом S. Каждый элемент e S индуцирует аддитивный эндоморфизм e: AA, aea 

при a A, такой, что e(0)=0 и e(e(a))=e(a) для всех a A. При этом образ e(A) служит 

множеством всех неподвижных элементов при действии эндоморфизма e. Отметим, что 

в случае дистрибутивной решетки S множество e(A) названо в статье [10] фиксатором 

элемента e S.  

Если элемент e S коммутирует с каждым элементом из полукольца S, то эндомор-

физм e: AA будет S-гомоморфизмом. В случае коммутативного полукольца S отображение 

: SEnd S, сопоставляющее каждому элементу e S S-гомоморфизм e: SS, является изо-

морфным вложением полукольца S в полукольцо End S всех S-гомоморфизмов SS, рас-

сматриваемое с операцией поточечного сложения и композицией S-гомоморфизмов.  

Пусть A будет S1-полумодулем (S2-полумодулем). Структура полумодуля A полно-

стью определяется действием элемента e на A, поскольку 0 действует как нулевой эндо-

морфизм и 1 как тождественный изоморфизм. Множество e(A) будет подполурешеткой 

полурешетки A, содержащей 0, такой, что e(a) a (соответственно, a e(a)) для любого 

элемента a A. Легко видеть, что эндоморфизм e: AA является изотонным отображе-

нием, то есть сохраняет порядок: a b  ea eb для всех a, b A. Кроме того, e(A) явля-

ется подполумодулем S1-полумодуля (соответственно, S2-полумодуля) A.  

Полумодули над полукольцом S1  

Подполурешетку B полурешетки A назовем Si-подходящей, если A допускает струк-

туру Si-полумодуля (i=1, 2) и B=e(A).  

Теорема 1. Подполурешетка e(A) произвольного S1-полумодуля A однозначно опре-

деляет действие элемента e на A. При этом для любого элемента a A элемент ea бу-

дет наибольшим элементом множества {x e(A): x a}.  
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Доказательство. Пусть a A и B={x e(A): x a}. Имеем ea B, поскольку ea a и 

e(ea)=ea. Если x e(A) и x a, то x=ex ea в силу изотонности отображения e. Поэтому 

элемент ea будет наибольшим элементом множества B. Заметим, что первая часть тео-

ремы 1 вытекает также из [10, замечание 1 к теореме 2]. 

Теорема 1 позволяют проверять, будет ли данная подполурешетка B полурешетки 

A с нулем S1-подходящей.  

В случае произвольной конечной полурешетки A с нулем 0 ее подполурешетка B с 

0 задает отображение e: AA согласно теоремы 1. Значит, подполурешетка B будет S1-

подходящей тогда и только тогда, когда отображение e аддитивно.  

Пример 1. Рассмотрим булеву решетку A={0, a, b, s} с наименьшим элементом 0, 

наибольшим элементом s и одной парой несравнимых элементов a, b. S1-подходящими 

подполурешетками в B являются в точности следующие: {0}, A, {0, a}, {0, b}. В первом 

случае e действует как 0 (нулевой эндоморфизм), во втором случае – как 1 (тождествен-

ный изоморфизм), в третьем случае e(b)=0 и e(s)=a, в четвертом случае e(a)=0 и e(s)=b. 

Во всех случаях отображение e аддитивно. Получаем, с точностью до изоморфизма, три 

S1-полумодуля A.  

Предложение 1. Идеалы любой конечной дистрибутивной решетки A являются S1-

подходящими подполурешетками в ней.  

Доказательство. Пусть B – идеал конечной дистрибутивной решетки A. Рассмот-

рим отображение e: AA, определенное по правилу теоремы 1 при e(A)=B. Очевидно, 

что e изотонно. Для проверки аддитивности отображения e возьмем элементы a, b A. 

Положим c=e(a+b) B. Имеем e(a)+e(b) e(a+b) и ca, cb B. Тогда, в силу дистрибутив-

ности решетки A, c=ce(a+b) c(a+b)=ca+cb e(a)+e(b). Значит, e(a+b)=e(a)+e(b).  

Предложение 2. Все подполурешетки с нулем конечной полурешетки A с нулем яв-

ляются S1-подходящими тогда и только тогда, когда A – цепь.  

Доказательство. . Предположим, что в полурешетки A найдутся несравнимые 

элементы a, b. Положим B={0, a+b}. По условию подполурешетка B будет S1-подходя-

щей. Тогда a+b=e(a+b)=e(a)+e(b)=0+0=0, противоречие. Значит, любые два элемента по-

лурешетки A сравнимы, то есть A будет цепью.  

. Пусть A – конечная цепь с нулем 0 и B – ее подполурешетка с 0. Зададим отоб-

ражение e: AA по правилу теоремы 1. Как уже отмечалось, такое отображение e явля-

ется изотонным. Ясно, что изотонное отображение цепи в любую полурешетку адди-

тивно.  

Следствие 1. Для любого натурального числа n 2 n-элементная цепь допускает 

ровно 2n–1 структур S1-полумодуля. Значит, существует, с точностью до изоморфизма, 

2n–1 S1-полумодулей, являющихся n-элементными цепями.  

Подсчитаем число попарно неизоморфных S1-полумодулей A, имеющих не более 5 

элементов. Их аддитивные моноиды A, +, 0 являются решетками, представленными на 

рисунке: 
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Диаграммы Хассе решеток мощности n 5 

Найдем для примера все неизоморфные S1-полумодули A, имеющие аддитивную 

структуру решетки 9. Используя теорему 1, проверим, какие из ее подрешеток B с 0 могут 

выступать в качестве множества e(A).  

Рассмотрим все возможные случаи. 

1) Пусть |B|=1, то есть B=e(A)={0}. В этом случае e действует как нулевой эндомор-

физм. Обозначим полученный полумодуль A1. 

2) Пусть |B|=2.  

2.1) Если B={0, c}, то e({a, b, s})=c и легко проверить, что e аддитивно, то есть 

имеем полумодуль A2.  

2.2) Пусть B={0, a}. Здесь e({b, c})=0, e(s)=a и можно убедиться, что e аддитивно, 

получаем полумодуль A3. Ясно, что подрешетка {0, b} задает полумодуль, изоморфный A3. 

2.3) Пусть теперь B={0, s}. Имеем e({a, b, c})=0, и отображение e не является адди-

тивным, так как e(a+b)=e(s)=s≠0=e(a)+e(b). 

3)  Пусть |B|=3.  

3.1) Если B={0, c, a}, то e(b)=c, e(s)=a, e аддитивно и имеем полумодуль A4,  изо-

морфный полумодулю, получаемому в случае B={0, c, b}. 

3.2) При B={0, c, s}, получаем e({a, b})=c и e не аддитивно, так как 

e(a+b)=e(s)=s≠c=e(a)+e(b). 

3.3) В случае B={0, a, s}, получаем e({b, c})=0 и e не аддитивно, так как 

e(a+b)=e(s)=s≠a=e(a)+e(b). Аналогично при B={0, b, s}. 

4) Пусть |B|=4.  
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4.1) Если B={0, c, a, s}, то e(b)=c, но e(a+b)=e(s)=s≠a=a+c=e(a)+e(b), то есть e не 

аддитивно. Аналогично при B={0, c, b, s}.  

4.2) Если B={0, a, b, s}, то e(c)=0 и  имеем полумодуль A5.  

4) Пусть |B|=5, то есть B=A. Здесь e действует как тождественный эндоморфизм. 

Получаем полумодуль A6.  

Таким образом, c точностью до изоморфизма существует ровно 6 S1-полумодулей, 

имеющих аддитивную структуру решетки A.  

Предложение 3. С точностью до изоморфизма существует ровно 53 S1-

полумодуля порядка (мощности)  ≤ 5. Из них: 

 1 одноэлементный; 

 2 двухэлементных; 

 4 трехэлементных; 

 11 четырехэлементных, из которых 8 имеют (аддитивную) структуру решетки 

4 и 3 имеют структуру решетки 5; 

 35 пятиэлементных, из которых 16 имеют структуру решетки 6, 2 имеют 

структуру решетки 7, 5 имеют структуру решетки 8, 6 имеют структуру решетки 9 

и 6 имеют структуру решетки 10. 

Полумодули над полукольцом S2  

Исследуем структуру S2-подходящих подполурешеток полурешеток с нулем.  

Теорема 2. Подполурешетка e(A) произвольного S2-полумодуля A однозначно опре-

деляет действие элемента e на A. При этом для любого элемента a A элемент ea бу-

дет наименьшим элементом множества {x e(A): a x}.  

Доказательство. Пусть a A и B={x e(A): a x}. Имеем ea B, так как a ea и 

e(ea)=ea. Если x e(A) и a x, то ea ex=x. Поэтому элемент ea будет наименьшим эле-

ментом множества B.  

Теорема 2 помогает убедиться в том, будет ли данная подполурешетка B полуре-

шетки A с нулем S2-подходящей.  

Пример 2. Рассмотрим цепь A, полученную из цепи Q рациональных чисел добав-

лением наименьшего 0 и наибольшего 1 элементов. Множество e(A)=Z{0, 1} целых 

чисел с присоединенными элементами 0 и 1 является Si-подходящей подцепью Si-полу-

модуля A при i=1, 2.  

Предложение 4. Пусть A – конечная полурешетка с нулем 0 и наибольшим элемен-

том s. Тогда подполурешетка B полурешетки A будет S2-подходящей в том и только в 

том случае, когда B является подрешеткой решетки A и содержит элементы 0 и s.  

Доказательство. Предположим, что подполурешетка B полурешетки A из условия 

предложения является S2-подходящей. По лемме 3 полурешетка A является решеткой. 

Имеем B=e(A), 0 e(A) и s e(A), так как s es. Возьмем элементы a, b B и покажем, что 

ab=inf(a, b) B. Поскольку ab a=ea, ab b=eb и ab e(ab), то ab=e(ab) B. Стало быть, 

B – подрешетка решетки A.  

Обратно, пусть B – подрешетка конечной решетки A с наименьшим элементом 0 и 

наибольшим элементом s, содержащая 0 и s. Руководствуясь теоремой 2, определим 

отображение e: AA, для любого элемента x A положив ex=a1…ak, где 
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{a1…ak}={a B: x a}. Отображение e изотонно и x e(x) для всех x A. Остается дока-

зать аддитивность отображения e. Возьмем элементы x, y A. Имеем e(x)+e(y) e(x+y). С 

другой стороны, x+y e(x)+e(y) B, откуда e(x+y) e(x)+e(y).  

Пример 3. Пополним решетку A из примера 1 элементом c, таким, что 0 c a и 

c b. В результате получим дистрибутивную решетку C, в которой верхняя подполуре-

шетка A будет S1-подходящей, но не S2-подходящей в силу предложения 4. Цепь B={0, c, 

s} в решетке C, будучи S2-подходящей по предложению 4, не является S1-подходящей.  

Предложение 5. Для того чтобы в конечной полурешетке A с нулем 0 и наиболь-

шим элементом s все подполурешетки с 0 и s являлись S2-подходящими, необходимо и 

достаточно, чтобы решетка A обладала следующим свойством:  

 a+b=s и ab=0 для любых несравнимых элементов a, b A.    () 

Доказательство. Пусть A – произвольная конечная полурешетка с наименьшим 

элементом 0 и наибольшим элементом s. По лемме 3 A – решетка. Легко видеть, что вы-

полнение свойства () равносильно тому, что либо A – цепь, либо множество A\{0, s} 

является дизъюнктным объединением не менее чем двух цепей.  

Необходимость. Предположим, что все подполурешетки полурешетки A, содержа-

щие 0 и s, являются S2-подходящими. Тогда по предложению 4 все они будут подрешет-

ками решетки A. Пусть a, b A – несравнимые элементы. Если a+bs или ab0, то под-

полурешетка {0, a, b, s} в A не является ее подрешеткой.  

Достаточность вытекает из предложения 4, поскольку любое подмножество в A, 

содержащие 0 и s, образует подрешетку решетки A.  

Следствие 2. Любое подмножество конечной полурешетки A с нулем 0, наиболь-

шим элементом s и свойством (), содержащее 0 и s, является S2-подходящей полуре-

шеткой.  

Следствие 3. Для любого натурального числа n 2 всякая n-элементная полуре-

шетка со свойством () допускает ровно 2n–2 структур S2-полумодуля.  

Следствие 4. Для любого натурального n 2 n-элементная цепь допускает ровно 

2n–2 структур S2-полумодуля. Значит, существует, с точностью до изоморфизма, 2n–2 

S2-полумодулей, являющихся n-элементными цепями.  

Замечание 1. Теоремы 1 и 2 суть необходимые условия на Si-подходящую подпо-

лурешетку Si-полумодуля (i=1, 2). Они позволяют проверять, будет ли данная подполу-

решетка полурешетки A (конечной или бесконечной) Si-подходящей. 

Замечание 2. Рассмотрим подробнее n-элементную (n 3) полурешетку A со свой-

ством () с наименьшим элементом 0 и набольшим элементом s. По лемме 3 A является 

решеткой. Очевидно, что в решетке A все подмножества, содержащие 0 и s, являются под-

решетками, стало быть, по предложению 4 будут S2-подходящими подполурешетками.  

В силу свойства () упорядоченное множество A\{0, s}, рассматриваемое с индуци-

рованным порядком, является дизъюнктным объединением n1 одноэлементных макси-

мальных цепей, n2 двухэлементных максимальных цепей, …, nn–2 (n–2)-элементных мак-

симальных цепей, таким, что n1+2n2+…+(n–2)nn–2=n–2. Некоторые из чисел ni могут рав-

няться 0. Значит, полурешетка A имеет ровно n1!n2!…nk! автоморфизмов. Легко видеть, 

что данная полурешетка A имеет ровно один автоморфизм тогда и только тогда, когда 

все ненулевые числа среди чисел n1, n2, …, nn–2 равны 1, другими словами, длины макси-

мальных цепей в A\{0, s} попарно различны. 
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В этом случае существует, с точностью до изоморфизма, ровно 2n–2 S2-полумодулей 

A. При n1=n–2 полурешетка A обладает ровно (n–2)! автоморфизмами.  

Предположим, что подмножество B полурешетки A, содержащее 0 и s, перемеща-

ется при действии автоморфизма  полурешетки A, (B)B. Тогда S2-подходящие 

(полу)решетки B и (B) порождают изоморфные неравные S2-полумодули A. Поэтому 

число попарно неизоморфных n-элементных S2-полумодулей A может быть значительно 

меньше числа 2n–2 из следствия 3. Например, в случае n1=n–2 все k-элементные подмно-

жества K множества A\{0, s} порождает одну-единственную, с точностью до изомор-

физма, S2-подходящую (полу)решетку на A – ее подрешетку K{0, s}, определяющую 

структуру S2-полумодуля A. Следовательно, существует, с точностью до изоморфизма, 

ровно n–1 S2-полумодуля A.  

Найдем число попарно неизоморфных S2-полумодулей, имеющих не более 5 элементов.  

Перечислим для примера все неизоморфные S2-полумодули A, имеющие структуру 

решетки 9. По теореме 1 для этого достаточно указать, какие из ее подрешеток B с 0 

могут выступать в качестве множества e(A). В силу предложения 4 – это в точности все 

подрешетки в A, содержащие элементы 0 и s, то есть {0, s}, {0, c, s}, {0, a, s}, {0, b, s},  

{0, c, a, s}, {0, c, b, s} и A. Отметим, что подрешетки {0, b, s} и {0, c, b, s} задают полу-

модули, изоморфные полумодулям, задаваемым подрешетками {0, a, s} и {0, c, a, s}, со-

ответственно. Таким образом, c точностью до изоморфизма существует ровно 5 S2-полу-

модулей, имеющих структуру решетки A.  

Предложение 6. С точностью до изоморфизма существует ровно 41 S2-

полумодуль порядка ≤ 5. Из них: 

 1 одноэлементный; 

 1 двухэлементный; 

 2 трехэлементных; 

 7 четырехэлементных, из которых 4 имеют структуру решетки 4 и 3 имеют 

структуру решетки 5; 

 30 пятиэлементных, из которых 8 имеют структуру решетки 6, 4 имеют струк-

туру решетки 7, 8 имеют структуру решетки 8, 5 имеют структуру решетки 9 и 5 

имеют структуру решетки 10. 

Замечание 3 Мы также нашли все шестиэлементные S1-полумодули и S2-полумо-

дули, опираясь на диаграммы Хассе всех 15 шестиэлементных решеток. Сделали это, во-

первых, "вручную", как в предложениях 3 и 6. Во-вторых, с помощью компьютерной 

программы. Получилось, с точностью до изоморфизма, 127 S1-полумодулей и 158 S2-по-

лумодулей.  

Полумодули над полукольцами S3 и S4  

В полумодулях над каждым из полуколец S3 и S4 действие элемента 2 определяется 

однозначно: x↦2x=x+x.  

Для полуколец S3 и S4 справедливы следующие утверждения:  

Предложение 7. Коммутативный моноид A, +, 0 является S3-полумодулем тогда 

и только тогда, когда A удовлетворяет тождеству 3x=x; при этом он допускает одну-

единственную структуру S3-полумодуля.  
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Доказательство. В полукольце S3={0, 1, 2} выполняется равенство 3=1. Поэтому 

любой S3-полумодуль удовлетворяет тождеству 3x=x. Если моноид A удовлетворяет тож-

деству 3x=x, то элемент 2 действует по однозначно определенному правилу x↦2x, пре-

вращая тем самым моноид A в S3-полумодуль.  

Предложение 8. Коммутативный моноид A, +, 0 является S4-полумодулем тогда 

и только тогда, когда A удовлетворяет тождеству 3x=2x; при этом он допускает одну-

единственную структуру S4-полумодуля.  

Доказательство повторяет доказательство предложения 7.  

Следствие 5. Для любой мощности m мощность множества всех попарно неизо-

морфных S3-полумодулей (S4-полумодулей) мощности m равна мощности множества 

всех попарно неизоморфных коммутативных аддитивных моноидов с тождеством 

3x=x (соответственно, 3x=2x) мощности m.  

Замечание 4. Полученные в статье результаты, в частности теоремы 1 и 2, могут 

быть полезны при исследовании произвольных полумодулей над идемпотентными полу-

кольцами.  
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Введение 

Рассматриваются неориентированные графы без петель и кратных ребер. Если 

a, b – вершины графа Γ, то через d(a,b) обозначается расстояние между a и b, а через 

Γi(a) – подграф графа Γ, индуцированный множеством вершин, которые находятся 

на расстоянии i в Γ от вершины a. Подграф Γ1(a) называется окрестностью вершины 

a и обозначается через [a]. Через 𝑎⊥обозначается подграф, являющийся шаром ради-

уса 1 с центром a. 

Граф Γ называется регулярным графом степени k, если [a] содержит точно k 

вершин для любой вершины a из Γ. Граф Γ называется реберно регулярным графом 

с параметрами (v,k,λ), если Γ содержит v вершин, является регулярным степени k, 

и каждое ребро из Γ лежит в λ треугольниках. Граф Γ называется вполне регулярным 

графом с параметрами (v,k,λ,μ), если Γ реберно регулярен с соответствующими па-

раметрами и подграф [𝑎] ∩ [𝑏] содержит μ вершин в случае d(a,b)=2. Вполне регу-

лярный граф диаметра 2 называется сильно регулярным графом. Число вершин в 

[𝑎] ∩ [𝑏] обозначим через λ(a,b) (через μ(a,b)), если d(a,b)=1 (если d(a,b)=2), а соот-

ветствующий подграф назовем (μ-) λ-подграфом. 

Если вершины u, w находятся на расстоянии i в Γ, то через bi(u, w) (через 

ci(u,w)) обозначим число вершин в пересечении Γi+1(u) (в пересечении Γi-1(u)) с [w]. 

Граф диаметра d называется дистанционно регулярным с массивом пересечений 

{b0,...,bd-1;c1,...,cd}, если значения bi=bi(u,w) и ci=ci(u,w) не зависит от выбора вершин 

u, w на расстоянии i. Положим ai=k-bi-ci и ki=|Γi(u)| (значение ki не зависит от выбора 

вершины u). Числа пересечений графа 𝑝𝑖𝑗
𝑙  и параметры Крейна 𝑞𝑖𝑗

𝑙  определены в [1] 

(стр. 43 и 48 соответственно). 

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра d. Для 𝑖 ∈
{1,2, … , 𝑑} граф Γi определен на множестве вершин графа Γ и две вершины u, w 

смежны в Γi тогда и только тогда, когда dΓ(u,w)=i. 

Графом Шилла называется дистанционно регулярный граф диаметра 3 с соб-

ственным значением θ1=a3 [2]. Для графа Шилла число a=a3 делит k и полагают 

b=b(Γ)=k/a. Граф Шилла имеет массив пересечений {𝑎𝑏, (𝑎 + 1)(𝑏 −

1), 𝑏2; 1, 𝑐2, 𝑎(𝑏 − 1)}. 

https://elibrary.ru/ajuxpc
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Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра 3 с собственным 

значением θ2=0. Тогда Γ имеет массив пересечений {𝑥𝑦 + 𝑦𝑧, 𝑦𝑧 − 𝑦, 𝑥𝑦 − 𝑥; 1, 𝑥 +
𝑧, 𝑦𝑧} [3]. Если 𝑥𝑦 − 𝑥 = 𝑥 + 𝑧, то 𝑧 = 𝑥(𝑦 − 2) и мы имеем двупараметрический мас-

сив пересечений {𝑥𝑦 + 𝑥(𝑦 − 2)𝑦, 𝑥(𝑦 − 2)𝑦 − 𝑦, 𝑥𝑦 − 𝑥; 1, 𝑥𝑦 − 𝑥, 𝑥(𝑦 − 2)𝑦}. 
Если Γ дополнительно является графом Шилла с b2=c2, то либо 2𝑠 + 1 ≤  𝑏 − 2, 

либо Γ имеет массив пересечений {4𝑠3 + 6𝑠2 + 2𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2 + 2𝑠, 2𝑠2 + 𝑠; 1,2𝑠2 +
𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2}. 

В работе изучаются графы Шилла Γ с b2=c2 и собственным значением θ2=0. 

Теорема 1. Дистанционно регулярный граф c массивом пересечений {4𝑠3 + 6𝑠2 +
2𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2 + 2𝑠, 2𝑠2 + 𝑠; 1,2𝑠2 + 𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2}не существует. 

1. Тройные числа пересечений 

В доказательстве теорем используются тройные числа пересечений [4]. 

Пусть Γ –  дистанционно регулярный граф диаметра d. Если u1, u2, u3 – вершины 

графа Γ, r1, r2, r3 –  неотрицательные целые числа, не большие d, то {𝑢1𝑢2𝑢3; 𝑟1𝑟2𝑟3} 

– множество вершин 𝑤 ∈  𝛤 таких, что d(w,ui)=ri, [𝑢1𝑢2𝑢3; 𝑟1𝑟2𝑟3] = |{𝑢1𝑢2𝑢3; 𝑟1𝑟2𝑟3} |. 
Числа [𝑢1𝑢2𝑢3; 𝑟1𝑟2𝑟3] называются тройными числами пересечений. Для фиксирован-

ной тройки вершин u1, u2, u3 вместо [𝑢1𝑢2𝑢3; 𝑟1𝑟2𝑟3] будем писать [r1r2r3].  

Пусть u, v, w – вершины графа Γ, W=d(u,v), U=d(v,w), V=d(u,w). Так как имеется 

точно одна вершина x=u такая, что d(x,u)=0, то число [0jh] равно 0 или 1. Отсюда 

[0jh]=δjW δhV . Аналогично, [i0h]=δiW δhU и [ij0] = δiU δjV . 

Другое множество уравнений можно получить, фиксируя расстояние между 

двумя вершинами из {u,v,w} и, сосчитав число вершин, находящихся на всех возможных 

расстояниях от третьей, получим: 

∑ [𝑙𝑗ℎ] =𝑑
𝑙 𝑝𝑗ℎ

𝑈 − [0𝑗ℎ], ∑ [𝑖𝑙ℎ]𝑑
𝑙 = 𝑝𝑖ℎ

𝑉 − [𝑖0ℎ], ∑ [𝑖𝑗𝑙]𝑑
𝑙 = 𝑝𝑖𝑗

𝑊 − [𝑖𝑗0]. (+) 

При этом некоторые тройки исчезают. При |i-j|>W или i+j<W имеем pij
W = 0, по-

этому [ijh]=0 для всех h∈{0,…,d}. 

Положим 𝑆{𝑖𝑗ℎ}(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ∑ 𝑄𝑟𝑖𝑄𝑠𝑗𝑄𝑡ℎ [
𝑢𝑣𝑤
𝑟𝑠𝑡

]𝑑
𝑟,𝑠,𝑡=0 , где Qij – элементы дуальной 

матрицы собственных значений Q. Если параметр Крейна 𝑞𝑖𝑗
ℎ = 0, то Sijh(u,v,w)=0. 

Зафиксируем вершины u, v, w дистанционно регулярного графа Γ диаметра 3 

и положим {𝑖𝑗ℎ} = {𝑢𝑣𝑤; 𝑖𝑗ℎ}, [𝑖𝑗ℎ] = [𝑢𝑣𝑤; 𝑖𝑗ℎ], [𝑖𝑗ℎ]′ = [𝑢𝑣𝑤; 𝑖ℎ𝑗], [𝑖𝑗ℎ]∗ = [𝑢𝑣𝑤; 𝑗𝑖ℎ] 

и [𝑖𝑗ℎ]~ = [𝑢𝑣𝑤; ℎ𝑗𝑖]. Вычисление [𝑖𝑗ℎ]′, [𝑖𝑗ℎ]∗ и [𝑖𝑗ℎ]~ (симметризация массива 

тройных чисел пересечений)        может дать новые соотношения, позволяющие дока-

зать несуществование графа. 

2. Доказательство теоремы 1 

В этом разделе Γ – дистанционно регулярный граф  с массивом пересечений 

{4𝑠3 + 6𝑠2 + 2𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2 + 2𝑠, 2𝑠2 + 𝑠; 1,2𝑠2 + 𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2}. Тогда Γ имеет 1 +
4𝑠3 + 6𝑠2 + 2𝑠 + 4(𝑠 + 1)(2𝑠3 + 2𝑠2 + 𝑠) + (2𝑠2 + 2𝑠 + 1)(2𝑠 + 1) вершин, неглав-

ные собственные значения 2(𝑠 + 1)𝑠, 0, −(2𝑠2 + 2𝑠 + 1) кратностей 4𝑠3 + 8𝑠2 +
4𝑠 + 1, 2(4𝑠3 + 8𝑠2 + 4𝑠 + 1)𝑠, 4(𝑠 + 1)2𝑠 и числа пересечений 

𝑝11
1 = 2𝑠2 − 1, 𝑝12

1 = 4𝑠3 + 4𝑠2 + 2𝑠, 
𝑝22

1 = 8𝑠4 + 8𝑠3 + 4𝑠2, 
𝑝23

1 = 4𝑠3 + 4𝑠2 + 2𝑠, 𝑝33
1 = 2𝑠2 + 2𝑠 + 1; 
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𝑝11
2 = 2𝑠2 + 𝑠, 𝑝12

2 = 4𝑠3 + 2𝑠2, 
𝑝13

2 = 2𝑠2 + 𝑠, 
𝑝22

2 = 8𝑠4 + 8𝑠3 + 8𝑠2 + 2𝑠 − 2, 
𝑝23

2 = 4𝑠3 + 2𝑠2 + 2𝑠 + 1, 𝑝33
2 = 2𝑠2 + 𝑠; 

 
𝑝12

3 = 4𝑠3 + 4𝑠2, 𝑝13
3 = 2𝑠2 + 2𝑠, 

𝑝22
3 = 8𝑠4 + 8𝑠3 + 4𝑠2 + 4𝑠, 

𝑝23
3 = 4𝑠3 + 4𝑠2, 𝑝33

3 = 2𝑠. 

Пусть u, v, w – вершины графа Γ, {𝑟𝑠𝑡} = {𝑢𝑣𝑤; 𝑟𝑠𝑡} и [𝑟𝑠𝑡] = [𝑢𝑣𝑤; 𝑟𝑠𝑡]. По-

ложим Σ=Γ3(u), Λ=Σ2. Тогда Λ является регулярным графом степени 𝑝23
3 = 4𝑠3 + 4𝑠2 

на 𝑘3 = (2𝑠2 + 2𝑠 + 1)(2𝑠 + 1) вершинах. 

Лемма 1. Пусть d(u,v)=d(u,w)=3, d(v,w)=1. Тогда выполняются следующие 

утверждения: 

[122] = 𝑟14, 
[123] = [132] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 𝑟14, 
[133] = −4𝑠3 − 2𝑠2 + 2𝑠 + 𝑟14; 

 
[211] = 𝑟12, 
[212] = [221] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 𝑟12, 
[222] = 8𝑠4 + 4𝑠3 + 2𝑠 + 𝑟12 + 𝑟13 − 𝑟14, 
[223] = [232] = 2𝑠 − 𝑟13 + 𝑟14, 
[233] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠 + 𝑟13 − 𝑟14; 

 
[311] = 2𝑠2 − 1 − 𝑟12, [312] = [321] = 2𝑠 + 𝑟12, 
[322] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠 − 𝑟12 − 𝑟13, 
[323] = [332] = 𝑟13, [333] = 2𝑠 − 𝑟13, 

где 𝑟13 ≤ 2𝑠, 𝑟12 ≤  2𝑠2 − 1, 4𝑠3 + 2𝑠2 − 2𝑠 ≤ 𝑟14 ≤ 4𝑠3 + 4𝑠2. 

Доказательство. Упрощения формул (+). 

По лемме 1 имеем [322] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠 − 𝑟12 − 𝑟13 ≤ 4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠.  

Так как {𝑢, 𝑤} ∪ Λ(𝑢) ∪ Λ(𝑤) содержит 2 + 8𝑠3 + 8𝑠2 − [322] вершин, то 

4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1 ≤  [322] ≤ 4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠. 

Лемма 2. Пусть d(u,v)=d(u,w)=d(v,w)=3. Тогда выполняются следующие 

утверждения: 

[122] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 𝑟36, 
[123] = [132] = 𝑟36, [133] = 2𝑠2 + 2𝑠 − 𝑟36; 

 
[212] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 1 − 𝑟34 − 𝑟37, 
[213] = 2𝑠2 + 1 + 𝑟34 + 𝑟37, [221] = 𝑟35, 
[222] = 8𝑠4 + 4𝑠3 + 4𝑠 + 𝑟34 − 𝑟35 + 𝑟36, 
[223] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 𝑟34 − 𝑟36, 
[231] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 𝑟35, 
[232] = 2𝑠2 + 1 + 𝑟35 − 𝑟36 + 𝑟37, 
[233] = −2𝑠2 − 1 + 𝑟36 − 𝑟37; 
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[312] = 2𝑠2 + 1 + 𝑟34 + 𝑟37, 
[313] = 2𝑠 − 1 − 𝑟34 − 𝑟37, [321] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 𝑟35, 
[322] = −𝑟34 + 𝑟35, [323] = 𝑟34, 
[332] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 1 − 𝑟35 − 𝑟37, 
[333] = 𝑟37, 

где 𝑟36 ≤ 2𝑠2 + 2𝑠, 𝑟35 + 𝑟37 ≤ 4𝑠3 + 2𝑠2 − 1, 𝑟35 ≤ 4𝑠3 + 4𝑠2, 𝑟34 + 𝑟37 ≤ 2𝑠 − 1. 
Доказательство. Упрощения формул (+). 

По лемме 2 имеем [322] = −𝑟34 + 𝑟35 ≤ 4𝑠3 + 2𝑠2 − 1. Как и выше, 4𝑠3 +
2𝑠2 − 4𝑠 + 1 ≤ [322]. 

Найдем число ребер d между Λ(v) и Λ2(v). Так как 𝑝13
3 = 2𝑠2 + 2𝑠, 𝑝23

3 = 4𝑠3 +
4𝑠2, 𝑝33

3 = 2𝑠, то (2𝑠2 + 4𝑠)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤ 𝑑 ≤ (2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 + 4𝑠2 −

2𝑠) + 2𝑠(4𝑠3 + 2𝑠2 − 1). С другой стороны, 𝑑 = (4𝑠3 + 4𝑠2)(4𝑠3 + 4𝑠2 − 1 − 𝜆), 

поэтому (2𝑠2 + 4𝑠)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤ (4𝑠3 + 4𝑠2)(4𝑠3 + 4𝑠2 − 1 − 𝜆) ≤

2𝑠((𝑠 + 1)(4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠) + (4𝑠3 + 2𝑠2 − 1)), (𝑠2 + 2)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1)/

(2𝑠2 + 2𝑠) ≤ 4𝑠3 + 4𝑠2 − 1 − 𝜆 ≤ (4𝑠4 + 12𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠 − 1)/(2𝑠2 + 2𝑠) и 4𝑠3 +

4𝑠2 − 1 − (𝑠2 + 2)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1)/(2𝑠2 + 2𝑠) ≤ 𝜆 ≤ 4𝑠3 + 4𝑠2 − 1 − (4𝑠4 +
12𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠 − 1)/(2𝑠2 + 2𝑠), где λ – среднее значение параметра λ(Λ). 

Лемма 3. Пусть d(u,v)=d(u,w)=3,d(v,w)=2. Тогда выполняются следующие 

утверждения: 

[121] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑟23 − 𝑟24 + 𝑟25, 
[122] = −𝑠 + 𝑟23 + 𝑟24 − 𝑟25 + 𝑟27, 
[123] = 2𝑠2 + 𝑠 − 𝑟27, 
[131] = −4𝑠3 + 𝑠 + 𝑟23 + 𝑟24 − 𝑟25, 
[132] = 4𝑠3 + 2𝑠2 + 𝑠 − 𝑟23 − 𝑟24 + 𝑟25 + 𝑟27, 
[133] = 𝑟27; 

 

[211] = 𝑟24, [212] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑠 − 𝑟24 + 𝑟28, 
[213] = 2𝑠2 + 𝑠 − 𝑟28, [221] = 𝑟23, 
[222] = 8𝑠4 + 4𝑠3 + 6𝑠2 + 3𝑠 − 2 + 𝑟24 − 𝑟26 − 𝑟28, 
[223] = 4𝑠3 − 2𝑠2 + 𝑠 + 1 − 𝑟23 − 𝑟24 + 𝑟26 + 𝑟28, 
[231] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑟23 − 𝑟24, 
[232] = 𝑟26, [233] = 2𝑠2 + 𝑟23 + 𝑟24 − 𝑟26; 

 

[311] = 2𝑠2 + 𝑠 − 𝑟24, [312] = 𝑠 + 𝑟24 − 𝑟28, 
[313] = 𝑟28, [321] = 𝑟24 − 𝑟25, 
[322] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑟23 − 2𝑟24 + 𝑟25 + 𝑟26 − 𝑟27 + 𝑟28, 
[323] = 2𝑠2 + 𝑟23 + 𝑟24 − 𝑟26 + 𝑟27 − 𝑟28, 
[331] = 𝑟25, [332] = 𝑠 + 𝑟23 + 𝑟24 − 𝑟25 − 𝑟26 + 𝑟27, 
[333] = 𝑠 − 𝑟23 − 𝑟24 + 𝑟26 − 𝑟27, 

где 𝑟24, 𝑟27, 𝑟28 ≤  2𝑠2 + 𝑠, 𝑟23 + 𝑟24 ≤ 4𝑠3 + 2𝑠2, 𝑟25 ≤ 𝑟24. 

Доказательство. Упрощения формул (+). 

По лемме 3 имеем [322] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑟23 − 2𝑟24 + 𝑟25 + 𝑟26 − 𝑟27 + 𝑟28. Как и 

выше, 4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 − 1 ≤ [322]. 
Симметризация [133] = 𝑟27 = 𝑟27

′ , [211] = 𝑟24 = 𝑟24
′ , [212] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑠 −

𝑟24 + 𝑟28 = [221]′ = 𝑟23
′ , поэтому 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑠 = 𝑟24 − 𝑟28 + 𝑟23

′ . 
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Пусть d(u,v)=3. 

Подсчитаем число f1 пар вершин y, z на расстоянии 1 в графе Γ, где 𝑦 ∈ {𝑢𝑣; 31} 

и 𝑧 ∈  {𝑢𝑣; 32}. С одной стороны, по лемме 1 имеем [321] = 2𝑠 + 𝑟12, где 𝑟12 ≤  2𝑠2 −
1, поэтому 2𝑠(2𝑠2 + 2𝑠) ≤ 𝑓1 ≤ (2𝑠2 + 2𝑠)(2𝑠2 + 2𝑠 − 1).  

С другой стороны, по лемме 3 имеем [311] = 2𝑠2 + 𝑠 − 𝑟24, поэтому 2𝑠(2𝑠2 +

2𝑠) ≤ 𝑓1 = − ∑ 𝑟24
𝑖

𝑖 + 𝑝23
3 (2𝑠2 + 𝑠) ≤ (2𝑠2 + 2𝑠)(2𝑠2 + 2𝑠 − 1), 𝑝23

3 (2𝑠2 + 𝑠) −
(2𝑠2 + 2𝑠)(2𝑠2 + 2𝑠 − 1) ≤  ∑ 𝑟24

𝑖
𝑖 ≤ 𝑝23

3 (2𝑠2 + 𝑠) − 2𝑠(2𝑠2 + 2𝑠) и 2𝑠2 + 𝑠 −

(2𝑠2 + 2𝑠 − 1)/(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1)  ≤  ∑ 𝑟24
𝑖

𝑖 /𝑝23
3  ≤ 2𝑠2 + 𝑠 − 2𝑠/(4𝑠3 + 2𝑠2 −

4𝑠 + 1). 
Подсчитаем число f2 пар вершин y, z на расстоянии 2 в графе Γ, где 𝑦 ∈  {𝑢𝑣; 31} 

и 𝑧 ∈  {𝑢𝑣; 32}. С одной стороны, по лемме 1 имеем 4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1 ≤  [322] ≤
 4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠, поэтому (2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤  𝑓2 ≤  (2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 +
4𝑠2 − 2𝑠). С другой стороны, по лемме 3 имеем [312] = 𝑠 + 𝑟24 − 𝑟28, поэтому 

(2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤  𝑓2 = ∑ (𝑟24
𝑖 − 𝑟28

𝑖 )𝑖 + 𝑝23
3  𝑠 ≤  (2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 +

4𝑠2 − 2𝑠), −𝑝23
3  𝑠 + (2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤  ∑ (𝑟24

𝑖 − 𝑟28
𝑖 )𝑖 ≤ −𝑝23

3  𝑠 +
(2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠) и −𝑠 + 1 ≤  ∑ (𝑟24

𝑖 − 𝑟28
𝑖 )𝑖 /𝑝23

3 ≤  −𝑠 + (4𝑠3 + 4𝑠2 −
2𝑠)/(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1). 
Отсюда 𝑠 − (4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠)/(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤  ∑ (𝑟28

𝑖 − 𝑟24
𝑖 )𝑖 /𝑝23

3 ≤  𝑠 − 1. 

Подсчитаем число f3 пар вершин y, z на расстоянии 3 в графе Γ, где 𝑦 ∈  {𝑢𝑣; 31} 

и 𝑧 ∈  {𝑢𝑣; 32}. С одной стороны, по лемме 1 имеем [323] = 𝑟34, где 𝑟34 ≤  2𝑠 − 1, 

поэтому 0 ≤  𝑓3 ≤  (2𝑠2 + 2𝑠)(2𝑠 − 1). С другой стороны, по лемме 3 имеем [313] =
𝑟28, поэтому 0 ≤  𝑓1 = ∑ 𝑟28

𝑖
𝑖 ≤  (2𝑠2 + 2𝑠)(2𝑠 − 1) и ∑ 𝑟28

𝑖
𝑖 /((2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 +

2𝑠2 − 4𝑠 + 1)) ≤  (2𝑠 − 1)/(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1). 

Таким образом, 𝑠 − (4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠)/(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤  ∑ (𝑟28
𝑖 − 𝑟24

𝑖 )𝑖 /
𝑝23

3 ≤  (2𝑠 − 1)/(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) и 𝑠 = 1. 

Теорема 1 доказана. 
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Abstract. One of the options for controlling the dynamic state of thin-walled structures is the 

creation of prestress state within. Stress field can be induced by various actuators, smart materi-

als or plastic deformation. Deformations arising from uneven temperature distribution, different 

coefficient of thermal expansion of the materials or boundary conditions also affect the natural 

frequencies. This can lead to undesirable phenomena such as loss of stability or spectrum mov-

ing into the region of frequencies subject to resonance. In this paper, the influence of tempera-

ture loading on the natural frequencies of a three-layer plate is investigated by the finite element 

method. The obtained solution of the spectral problem is compared with the results of other au-

thors. Plates with different configurations and boundary conditions are considered. The relative 

change of the plate first three natural frequencies on temperature load are received. It is shown 

that the resulting prestressed state has poor effect on natural frequencies free-edges plate. The 

results of numerical calculations for a plate clamped on both sides demonstrate that with in-

creasing stiffness, the critical temperatures also increase. 
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Введение 

В промышленности все чаще находят применение конструкции, состоящие из 

комбинации различных материалов. Тонкостенные многослойные элементы использу-

ются для обшивок многих аэрокосмических аппаратов и устройств, так как сочетают в 

себе повышенные характеристики удельной прочности и жесткости, высокие ударо-

прочность и коэффициент демпфирования [1, 2]. 

Температурные деформации, вызванные эксплуатацией в разных природных 

условиях, существенно изменяют картину напряжений в теле. Они способны привести 

к статической потери устойчивости и изменению спектра собственных частот колеба-

ний конструкции.  

Исследования проблемы температурной устойчивости тонкостенных конструкций 

возникли сравнительно давно [3–5], но и по сей день не потеряли своей актуальности 

[6–9]. В статье [9] рассматривается влияние неравномерного распределения армирую-

щего волокна в композитных пластинах на ее термо- и аэроупругую устойчивость. Ре-

зультаты исследования показывают, что концентрирование армирования в центре пла-

стины приводит как к повышению критической температурной нагрузки потери устой-

чивости, так и к увеличению низшей собственной частоты и критической скорости 

набегающего потока воздуха, по сравнению с пластиной с равномерным распределени-

ем армирования. 

https://elibrary.ru/ghrznm
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В работе [7] авторы провели численное моделирование и эксперимент по постро-

ению зависимости прогиба защемленной со всех сторон пластины от температурной 

нагрузки. Показано, что у композитных пластин происходит смена формы потери 

устойчивости при их нагреве до определенной температуры, тогда как изотропная 

алюминиевая пластина не подвержена этому явлению. Результаты эксперимента пока-

зали существенно большие прогибы и меньшие критические нагрузки для всех иссле-

дованных образцов. Авторы связывают это с их неидеальным изготовлением и с отсут-

ствием точных характеристик материалов. 

Серия работ [10–12] посвящена исследованию гидро- и термоупругой устойчиво-

сти функционально градиентных (ФГ) цилиндрических оболочек. Результаты статьи 

[12] демонстрируют, что повышение температуры оболочек с текущей жидкостью 

сужает диапазон устойчивости, а гидростатическое внутреннее давление, наоборот, 

расширяет его. Показано, что ФГ оболочка при определенных параметрах конструкции 

имеет более широкий диапазон устойчивости, чем изготовленная из материала с мак-

симальной жесткостью изотропная оболочка. 

В работе [13] решается задача определения собственных частот композитных ба-

лок и пластин под различными температурными нагрузками. Проведенные расчеты по-

казывают, что защемленная по всем сторонам пластина теряет устойчивость при повы-

шении температуры. Результаты авторов также демонстрируют, что критическая тем-

пературная нагрузка повышается при увеличении толщины композитной пластины.  

Следует упомянуть, что не всегда следует избегать потери устойчивости. Суще-

ствуют исследования, рассматривающие ее как положительное явление, позволяющее 

создавать smart-конструкции и мета-материалы, аккумулировать энергию и многое 

другое. Обзор таких работ приводится в [14, 15].  

Настоящая статья посвящена установлению влияния температурных напряжений, 

возникающих в слоистой пластине (ввиду различия коэффициентов линейного теплового 

расширения материалов), на ее собственные частоты колебаний при изменении толщины и 

условий закрепления. Работа имеет следующую структуру: математическая постановка и 

численная реализация задачи о колебаниях кусочно-однородного упругого тела, находя-

щегося под влиянием температурной нагрузки; сравнение результатов численной модели с 

данными других авторов; результаты моделирования, отражающие чувствительность соб-

ственных частот трехслойных пластин к температурному нагружению. 

1. Математическая постановка и численная реализация 

Математическая постановка задачи о колебаниях кусочно-однородного деформи-

рованного тела с учетом напряженного состояния, возникающего от изменения темпе-

ратуры, основывается на вариационном уравнении движения при отсутствии внешних 

нагрузок: 

   T T 0,
V

dV      ε C x ε x u u                                   (1) 

где ε – вектор, содержащий компоненты тензора конечных деформаций; C(x) – матрица 

упругости, зависящая от координат х; ρ(x) – плотность;  
T

, ,u v wu  – вектор неиз-

вестных перемещений, где u, v, w – компоненты перемещений.  

На области Sd заданы кинематические граничные условия: 

   , .dS u x 0 x   (2) 
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В уравнении (1) компоненты тензора конечных деформаций можно представить в 

виде суммы линейной и нелинейной частей: 

  
T 1

, , , 2 , 2 , 2 ,
2

x y z xy xz yz        ε ε Ss   (3) 

T

T

, , , , , ,

, , , , , , , , ,

u v w u v u w v w

x y z y x z x z y

u u u v v v w w w

x y z x y z x y z

         
    

         

         
  

         

ε

s

 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

.

0 0 0

0 0 0

0 0 0

u v w

z x x

u v w

y y y

u v w

z z z

u u v v w w

y x y x y x

u u v v w w

z x z x z x

u u v v w w

z y z y z y

   
   
 

   
   
 

   
   

  
      
      
 
      
      
      
 

       

S  

Формулировка задачи о собственных колебаниях с учетом предварительного 

напряженно-деформированного состояния основана на линеаризации соотношения (3) 

относительно состояния с малым отклонением от положения равновесия и представле-

нии решения в виде: 

 
i( , ) ( ) ,tt e u x u x   (4) 

где  u x  – функция, зависящая только от координат х; i – мнимая единица, ω – соб-

ственная частота колебаний. 

После значительных упрощений, исключения величин выше первого порядка ма-

лости и учетом (4) окончательно получим: 

 

   

      

T 2 T T

0

T T T T T

0 0 0 0 0.

V V V

V

dV dV dV

dV

      

      

  



ε C x ε u x u s σ s

ε C x S s s S C x ε s S C x S s
  (5) 

Соотношение (5) соответствует гипотезе предварительного напряженного и де-

формированного состояния конструкции. Наличие слагаемых, содержащих S0, позволя-

ет принимать во внимание начальные несовершенства формы поверхности оболочки. 

Опустив в (5) соответствующие им интегралы, получим выражение, которое соответ-

ствует гипотезе предварительного напряженного недеформированного состояния: 
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    T 2 T T

0 0.
V V V

dV dV dV        ε C x ε u x u s σ s   (6) 

Элементы матрицы σ0 находятся из решения статической задачи деформирования 

тела температурными нагрузками: 

       T T 0,
V

T dV    ε C x ε ε C x α x   (7) 

где α(x) – вектор коэффициентов линейного теплового расширения (КЛТР);  

ΔT – разница температур. 

Решение задачи о собственных колебаниях (6) осуществляется методом конечных 

элементов (МКЭ) в программном обеспечении ANSYS Mechanical APDL. Кусочно-

однородное упругое тело дискретизируется 20-узловыми конечными элементами с 

квадратичной аппроксимацией всех компонент вектора перемещений (solid186). После 

применения известных процедур МКЭ дискретный аналог (6) примет вид: 

  2 0.G   M K K u   (8) 

Типовые матрица масс M, матрица жесткости K и матрица геометрической жест-

кости KG для каждого конечного элемента с объемом Ve формируются следующим об-

разом: 

    T T T

0d , d , d ,
e e e

e e e e e e

G

V V V

V V V     M x N N K B C x B K G σ G   (9) 

где     N – матрицы функции форм для вектора обобщенных перемещений u;  

B – матрица, связывающая линейную часть вектора обобщенных деформаций ε  с 

узловыми значениями обобщенных перемещений упругого тела;  

G – матрица, связывающая вектор деформаций s с узловыми значениями обобщен-

ных перемещений упругого тела, верхний индекс «e» обозначает принадлежность 

матрицы конкретному конечному элементу. 

Конечно-элементный аналог задачи о температурном деформировании (7) имеет 

вид: 

 0Ku F ,  (10) 

где    T

0 .
e

e e

V

TdV F B C x α x   

На рис. 1 приведено сравнение зависимостей собственных частот при изменении 

температурной нагрузки, полученных на основе рассматриваемой численной модели и 

ее реализации в пакете ANSYS (Ans), с данными из статьи [13].  

В этой работе приведены собственные частоты колебаний квадратной изотропной 

пластины размерами 1000×1000×10 мм, жестко защемленной по всем торцам. Ее мате-

риал имеет следующие свойства: Е = 73 ГПа, ν = 0.34, ρ = 2700 кг/м3 и α = 25·10-6. 

Спектральная задача решалась авторами методом конечных элементов на основе Carre-

ra Unified Formulation (CUF) и с использованием коммерческого программного обеспе-

чения Abaqus (Abq). 
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Рис. 1. Зависимость собственной частоты защемленной изотропной пластины 

от температурной нагрузки 

2. Результаты расчетов 

Рассмотрим трехслойную пластину (длина L = 300 мм, ширина W = 200 мм), со-

стоящую из двух различных комбинаций слоев: АСА (дюралюминий-сталь-

дюралюминий) и САС (сталь-дюралюминий-сталь). Механические и физические свой-

ства материалов приведены в табл. 1. Предполагается, что между слоями реализуется 

идеальный контакт, а свойства материалов не зависят от температуры.  

Таблица 1. Механические и физические свойства материалов 

Материал Е, ГПа ν 
3, кг м  

610 , 1 C   

Сталь (С) 211 0.3 7800 11.0 

Дюралюминий (А) 69 0.3 2700 22.9 

Граничные условия для пластины задаются следующими обозначениями: F – сво-

бодный торец; C – защемленный торец. Например, жестко защемленная с двух парал-

лельных торцов пластина обозначается как CFCF. 

Ниже представлены графические результаты серии расчетов, которые отражают 

зависимость относительного изменения собственной частоты от температурной нагруз-

ки, изменяющийся в диапазоне от –30°С до +100°С. В основном будут приводиться ре-

зультаты для первых трех собственных частот, так как низшие частоты являются 

наиболее опасными для тонкостенных конструкций ввиду их большей амплитуды ко-

лебаний и риска потери устойчивости по их формам. Также поведение более высоких 

форм колебаний слабее зависит от наведенного НДС.  

Относительное изменение i-ой частоты рассчитывалось по следующей формуле: 

  
 

 
,

0

i

i

i

T
T

 
  


 .                                          (11) 

На рис. 2 и 3 приведены результаты расчетов для пластин с граничными условия-

ми типа FFFF и CFFF соответственно для двух компоновок при толщине каждого слоя 

hs = 1 мм. 
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Рис. 2. Относительное изменение трех низших частот для пластины FFFF  

при hs = 1 мм. а – АСА компоновка, б – САС компоновка 
 

 
 

Рис. 3. Относительное изменение трех низших частот для пластины CFFF  

при hs = 1 мм. а – АСА компоновка, б – САС компоновка 

Из анализа рис. 2, можно сделать вывод, что температурные напряжения и де-

формации, возникающие из-за разницы КЛТР α материалов, не оказывают практически 

никакого влияния на собственные частоты FFFF пластины. При консольном же закреп-

лении (рис. 3) вторая форма колебаний пластины (рис. 4) становится более восприим-

чивой к изменению температуры.  

   

ω1 ω2 ω3 

Рис. 4. Три низших формы колебаний для пластины CFFF 
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При граничных условиях вида CFCF пластина более чувствительна к температур-

ной нагрузке, так как в этом случае уровень температурных напряжений в конструкции 

значительно повышается. Это связно не с отсутствием однородности у пластины, а с 

условиями ее закрепления.  

На рис. 5 и 6 приводится относительное изменение частоты пластин с граничны-

ми условиями вида CFCF для двух видов компоновок при толщине каждого слоя 

hs = 1 мм и hs = 2 мм соответственно.  

 
 

Рис. 5. Относительное изменение трех низших частот для пластины CFCF  

при hs = 1 мм. а – АСА компоновка, б – САС компоновка 
 

 
 

Рис. 6. Относительное изменение трех низших частот для пластины CFCF  

при hs = 2 мм. а – АСА компоновка, б – САС компоновка 

На представленных рисунках при определенной температурной нагрузке (ΔTcr) 

низшая частота пластины обращается в ноль, что является признаком потери устойчи-

вости [16] по первой форме колебаний (рис. 7).  

Для подтверждения факта, что найденные критические температурные нагрузки 

являются достоверными, был проведен анализ устойчивости.  
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Критические температурные нагрузки, полученные из расчета устойчивости пла-

стины (ΔTb) и путем анализа ее собственных частот колебаний (ΔTcr), а также их отно-

сительная разница приведены в табл. 2.  

Таблица 2. Сравнение критических температурных нагрузок 

Параметры задачи ΔTb, °C ΔTcr, °C 100%cr b

cr

T T

T

 



 

CFCF, hs = 1 мм, АСА 13.371 14 4.49 

CFCF, hs = 1 мм, САС 32.548 33 1.37 

CFCF, hs = 2 мм, АСА 53.330 54 1.24 

CFCF, hs = 2 мм, САС 129.08 >100 —— 

При изменении толщины слоев увеличиваются собственные частоты ненагруженной 

пластины, так как ее жесткость растет. Приведенные выше графики позволяют сделать вы-

вод, что пластина при повышении жесткости (как по причине утолщения, так и при ис-

пользовании жесткой компоновки с двумя слоями стали) остается устойчивой в более ши-

роком диапазоне температурных нагрузок. Следует отметить, что анализ закритического 

поведения необходимо проводить в нелинейной постановке, потому что линейная задача 

статики не описывает происходящие в действительности процессы. 

Из-за приведенных выше зависимостей может показаться, что вторая и третья ча-

стоты являются кратными, однако это не так. Данный факт подтверждается рис. 8.  

 
 

 

ω1 ω2 ω3 

 

Рис. 7. Три низших формы колебаний для пластины CFCF 
 

 
 

Рис. 8. Изменение трех низших частот для пластины CFCF  

при hs = 1 мм. а – АСА компоновка, б – САС компоновка 
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Заключение 

В данной работе приведено исследование зависимости собственных частот коле-

баний трехслойной пластины от приращения температуры. Рассмотрены несколько ва-

риантов граничных условий и две компоновки из материалов, с отличающимися в два 

раза КЛТР. Полученные результаты демонстрируют, что температурные напряжения, 

возникающие в незакрепленной пластине, слабо влияют на собственные частоты трех 

низших форм колебаний. При граничных условиях вида CFCF влияние температурных 

напряжений на собственные частоты пластины, возникающие из-за разницы КЛТР ма-

териалов, остаются незначительными. В этом случае основной вклад в изменение ча-

стот вносят сжимающие напряжения, возникающие из-за граничных условий.  

Показано, что более жесткая компоновка конструкции из-за наличия большего коли-

чества слоев материала с высоким модулем упругости (стали) либо из-за утолщения пла-

стины приводит к увеличению диапазона температурной устойчивости пластины. 
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Аннотация. Исследуется движение гиростата в стационарном поле сил светового давления 

полуевклидова пространства. Гиростат с кинетической осевой симметрией и постоянным 

гиростатическим моментом движется так, что его носитель вращается вокруг центра инер-

ции. Поле сил светового давления порождается стационарным световым потоком постоян-

ной интенсивности, образованным параллельными лучами света, и принимается консерва-

тивным. На основе усовершенствованной термомеханической модели динамического вза-

имодействия светового излучения с твердой поверхностью строится динамическая система 

и рассматривается ограниченная задача исследования маятникового движения особого 

вида. Получены аналитические зависимости от времени компонент вектора угловой скоро-

сти гиростата и параметров его ориентации. Найдены параметрические уравнения подвиж-

ного годографа вектора угловой скорости гиростата и явное уравнение его несущей поверх-

ности. 
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moves so that its carrier rotates around the center of inertia. The field of light pressure forces is 

generated by a stationary light flux of constant intensity, formed by parallel rays of light, and is 

assumed to be conservative. Based on an improved thermomechanical model of the dynamic in-

teraction of light radiation with a solid surface, a dynamic system is constructed and the limited 

problem of studying pendulum motion of a special type is considered. Analytical time depend-

ences of the components of the gyrostat angular velocity vector and its orientation parameters are 

obtained. The parametric equations of the moving hodograph of the gyrostat angular velocity vec-

tor and the explicit equation of its bearing surface are found.    

Keywords: gyrostat; semi-Euclidean space; light pressure force field; pendulum movement; angular 

velocity vector hodograph  
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Введение 

Рассматривается динамически активная среда – световое поле (поле сил светового 

давления, СД-поле), порождаемое стационарным однородным потоком светового излуче-

ния; оно представляется пучком прямолинейных параллельных лучей постоянной интен-

сивности. Предполагается, что этот поток индуцируется стационарным источником свето-

вого излучения постоянной мощности, генерирующим световую волну, взаимодействую-

щую со средой ее распространения и вызывающую эффект светового давления на твердые 

поверхности (динамический эффект П.Н. Лебедева). 

Световое давление – пондеромоторный эффект светового излучения, обусловлен-

ный передачей импульса электромагнитного поля. Это давление реализуется распреде-

ленной поверхностной силой, величина которой пропорциональна плотности энергии 

светового потока и непосредственно зависит от оптических и термомеханических 

свойств освещаемой поверхности. 

Общепринятая модель термомеханического взаимодействия светового потока с твер-

дой поверхностью учитывает только давление подающего и отраженного (рассеянного) све-

тового излучения. Однако реально мощность светового потока, поглощаемая твердой по-

верхностью, переизлучается в тепловом диапазоне, и это явление оказывает существенное 

влияние на динамические свойства тела. Установлено, что сила отдачи тепловых фотонов 

неконсервативна и в результате это приводит к возникновению существенных по влиянию 

дополнительных динамических эффектов, не улавливаемых общепринятыми термомехани-

ческими моделями. В настоящей работе принята более совершенная термомеханическая мо-

дель, предложенная в статье [1], свободная от указанного недостатка. 

В цитируемой статье рассматривается задача об устойчивости перманентных вра-

щений абсолютно твердого тела в СД-поле, которое при определенных условиях может 

быть консервативным [1]. Свойство консервативности поля способствует решению ана-

литическими методами задачи о нахождении точных частных решений системы уравне-

ний сферического движения тела. Такого рода задачи являются актуальными модель-

ными задачами классической динамики твердого тела.  

https://elibrary.ru/ajuxpc
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Несмотря на незначительную по объему аналитическую базу точных частных ре-

шений для исследований они имеют существенное значение. Эти решения являются но-

сителями основной информации о характерных особенностях движения данного меха-

нического объекта и, вместе с тем, позволяют оценивать возможности применения при-

ближенных методов нахождения решений уравнений его движения. 

К настоящему времени не найдены какие-либо общие методы построения видов 

частных решений систем уравнений движения. В силу этого, как правило, рассматрива-

ются задачи частного характера, решаемые в ограниченной постановке в рамках класси-

ческой механики. 

В настоящей работе решается ограниченная задача о нахождении точных частных ре-

шений системы уравнений сферического движения гиростата в стационарном СД-поле не-

евклидова пространства, поставленная при заданных ограничениях и голономных связях, 

для определенного класса его движений.  

1. Предварительные положения 

Согласно классификации, применяемой в проективной геометрии, рассматривае-

мое здесь полуевклидово пространство является действительным аффинным трехмер-

ным пространством с индексом 2 и дефектом 0. Оно может быть определено и как полу-

гиперболическое пространство с несобственной абсолютной плоскостью. 

В данной работе под движением гиростата (в смысле механического движения) по-

нимается перемещение в конфигурационном пространстве его тела-носителя как абсо-

лютно твердого тела. При этом все необходимые геометрические объекты и связанные с 

ними геометрические построения, вводимые в публикациях различными способами, 

приняты здесь согласно схеме, установленной в работе [2]. 

Вследствие существующего гомеоморфизма задача о движении гиростата в плос-

кости Лобачевского эквивалентна задаче о его вращении вокруг неподвижного полюса в 

полуевклидовом пространстве с метрическим тензором 𝑔𝑖𝑗 =   (𝒆𝑖 ⋅   𝒆𝑗), отнесенном к про-

странству конфигураций гиростата, с компонентами 𝑔11 =   𝑔22 =   − 1, 𝑔33 =  1 при i = j и, 

кроме того, 𝑔𝑖𝑗 =  0 при i ≠ j. Здесь ei (i = 1, 2, 3) − орты осей заданной ортогональной 

координатной системы.  

Согласно проективной модели Э. Бельтрами–Ф. Клейна плоскость Лобачевского 

наглядно представляется в виде внутренних точек абсолюта гиперболической плоскости  

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗   ≡   −(𝑥1)2 −  (𝑥2)2 +   (𝑥3)2   =  0, 

где 𝑥𝑖 , 𝑥𝑗− контравариантные координаты. 

Под гиростатом в полуевклидовом пространстве в общепринятом смысле понима-

ется гиростат, расположенный внутри изотропного конуса этого пространства, а под не-

подвижным полюсом О, совпадающим с его центром инерции, относительно которого 

движется гиростат, − вершина данного конуса. Тогда для радиусов-векторов точек гиро-

стата существует условие  𝒓𝑠
2 =   𝑔𝑖𝑗𝑟𝑠

𝑖𝑟𝑠
𝑗

  >  0 и данные векторы, по определению, явля-

ются собственными.  

Предполагается, что СД-поле светового потока является консервативным, характе-

ризуемым одномерным стационарным квадратичным потенциалом [1]: 
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 ,)()( 333 sdsGsU                                                       (1) 

где функция плотности поля G определяется равенством 

𝐺(𝑠3) =   𝑛1 +   𝑛2𝑠3 (− ∞ <   𝑠3 ≤   −1),                                          (2) 

а функция U определена в открытой регулярной области конфигурационного простран-

ства. Здесь 𝑛1,  𝑛2 – заданные постоянные термомеханические модельные параметры [1], 

характеризующие теплофизические и оптические свойства светоотражающей твердой 

поверхности гиростата. 

Движение гиростата вокруг полюса О относительно ортобазиса, связанного с но-

сителем, в силовом поле светового потока с потенциалом, заданным соотношениями (1), 

(2), согласно принятым предпосылкам, определяется системой уравнений 

𝑨𝝎̇ +  𝝎 ×   (𝑨𝝎 +  𝒌) =   (𝑈𝒔 ×  𝒔), 

𝒔̇ +   (𝝎 ×  𝒔) =  0,                                                         (3) 

где обозначено  

𝑈𝒔 =  
𝜕𝑈

𝜕𝒔
. 

Согласно соотношениям (1), (2) для функции U имеем [1] 

𝑈(𝑠3) =   𝑛1𝑠3 +  
1

2
𝑛2𝑠3

2.                                                       (4) 

Введем правые координатные ортобазисы с общим началом в неподвижном по-

люсе О: ортобазис 𝛤0, неподвижный относительно инерциального конфигурационного 

пространства гиростата, и ортобазис 𝛤(𝑂𝑥1𝑥2𝑥3), неизменно связанный с телом-носителем 

гиростата, оси Oxj которого совмещены с его главными в полюсе О осями приведенного 

(по Н.Е. Жуковскому) тензора инерции данного гиростата. 

Обозначим: Aj − диагональные элементы матрицы тензора инерции, являющиеся 

главными центральными моментами инерции, соответствующими собственным значе-

ниям оператора инерции гиростата; 𝑲(𝐾𝑗) − кинетический момент гиростата относи-

тельно полюса О; 𝒌(𝑘𝑗) − постоянный гиростатический вектор-момент, заданный проек-

циями kj на оси ортобазиса 𝛤; главные центральные моменты инерции гиростата 𝐴1, 𝐴2 − 

моменты относительно не изотропных (идеальных) главных  осей Ox1, Ox2, а момент A3 

− относительно собственной главной оси инерции Ox3; 𝝎(𝜔𝑗) − абсолютная угловая ско-

рость тела-носителя. Здесь и всюду далее текущий индекс j последовательно принимает 

значения 𝑗 =  1,  2,  3. В частности, символ (𝜔𝑗) кратко обозначает всю совокупность допу-

стимых значений (𝜔1,  𝜔2,  𝜔3). 

Пусть 𝒆𝑗 (𝑗 =  1,  2,  3)  − орты осей базиса 𝛤. Тогда вектор угловой скорости носи-

теля гиростата и его кинетический вектор-момент относительно полюса О представля-

ются в виде, соответственно [2], 

𝝎 =   𝜔1𝒆1 +  𝜔2𝒆2 −   𝜔3𝒆3, 

𝑲 =   𝐾1𝒆1 +   𝐾2𝒆2 −  𝐾3𝒆3. 

Для компонент вектора K имеем 

𝐾𝑗 =   𝐴𝑗𝜔𝑗 +   𝑘𝑗 =  𝐾𝑠𝑗 (𝑗 =  1,  2,  3),                                      (5) 
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где 𝐾 =   |𝑲|   ≠  0,  𝑠𝑗− соответствующие направляющие косинусы, для которых имеет 

место тривиальное тождество [2] 

‖𝒔‖2   ≡   − 𝑠1
2   −  𝑠2

2  +   𝑠3
2   =  1.                                             (6) 

Система параметров ориентации для твердого тела в неевклидовых пространствах 

вводится по-разному; здесь единой общепринятой схемы не существует. 

Следуя конструкционной схеме построения параметров ориентации собственного 

базового вектора s в полуевклидовом пространстве, принятой в работе [2], введем ана-

логи классических углов Эйлера 𝜆, 𝜗, 𝜙, определяющих ориентацию ортобазиса 𝛤 отно-

сительно 𝛤0 конфигурационного пространства. Положим, что вектор 𝒔(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3)– орт, 

определяющий ориентацию однородного параллельного светового потока относительно 

базиса 𝛤. Этот вектор является направляющим ортом светового потока, ориентирован-

ным против направления падающих на поверхность носителя пучка лучей света. Его за-

висимость от указанных параметров ориентации определяется равенствами [2] 

(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) =   (sh 𝜗 sin 𝜙 , sh 𝜗 cos 𝜙 , − ch 𝜗),                                  (7) 

удовлетворяющими соотношению (6). Здесь параметры ориентации 𝜗,  𝜙 по аналогии с 

классическими углами Эйлера будем называть параметрами нутации и собственного вра-

щения. При этом данные параметры (как и их классические аналоги) являются безраз-

мерными величинами.  

Для собственного вектора K согласно равенствам (5), (7) получаем [3] 

 (𝐾𝟏, 𝐾2, 𝐾3)  = 𝐊( sh 𝜗 sin 𝜙 , sh 𝜗 cos 𝜙 ,  − ch 𝜗).                           (8) 

Вводя 3-вектор 𝜀𝑖𝑗𝑘 с существенной компонентой 𝜀123 =  1, переставляем его ин-

дексы по схеме: 𝜀𝑖𝑗•
𝑘 =   𝜀𝑖𝑗𝑙𝑔𝑙𝑘. Тогда векторное произведение вида (𝒂 ×  𝒃) – это вектор, 

k-координата которого определяется равенствами [2]: 

(𝒂 ×  𝒃)𝑘 =   𝜀𝑖𝑗𝑘𝑎𝑖𝑏𝑗, 

                                                       (𝒂 ×  𝒃)𝑘 =   𝜀𝑖𝑗•
𝑘 𝑎𝑖𝑏𝑗,                                                      (9) 

откуда следует 

[𝒆1, 𝒆2, 𝒆3] = [(𝒆3 ×  𝒆2), (𝒆1 ×  𝒆3), (𝒆1 ×  𝒆2)]. 

Система уравнений (3) согласно соотношениям (1), (2), (5)–(9) и введенным пред-

посылкам в проекциях на координатные оси ортобазиса 𝛤 принимает вид  

𝐴1𝜔̇1 +   (𝐴2 +  𝐴3)𝜔2𝜔3 +  𝑘3𝜔2 +   𝑘2𝜔3    =   − 𝐺(𝑠3)𝑠2, 

𝐴2𝜔̇2 −  (𝐴1 +   𝐴3)𝜔3𝜔1 −   𝑘1𝜔3 −  𝑘3𝜔1    =  𝐺(𝑠3)𝑠1, 

𝐴3𝜔̇3 +  (𝐴1 −  𝐴2)𝜔1𝜔2 −  𝑘2𝜔1 +   𝑘1𝜔2 =  0,                                  (10) 

𝑠̇1 =   𝜔2𝑠3 −   𝜔3𝑠2,  𝑠̇2 =   𝜔3𝑠1 −  𝜔1𝑠3,   𝑠̇3 =   𝜔2𝑠1 −   𝜔1𝑠2.                    (11) 

Уравнения (10)–(11) образуют многопараметрическую динамическую систему с квад-

ратичной нелинейностью, в которой подсистема (10) имеет особые точки: точку 𝒔𝑞(0,  0,  1) 

и множество 𝒔(𝑠1, 𝑠2, 𝑠𝑝), где критическое значение 𝑠𝑝 = − 𝑛1 𝑛2⁄ соответствует статиче-

скому условию 𝐺(𝑠𝑝) =  0и является единственным критическим значением. 
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Для динамической системы (10)–(11) ставится следующая ограниченная задача. По-

лагая, что при 𝑡 ∈  𝑇 =   [0, + ∞) априорно существует точное частное решение 

{𝜔𝑗(𝑡), 𝑠𝑗(𝑡)} данной системы, удовлетворяющее начальным условиям ω(0) = ω0 (ω0
j), s(0) 

= s0 (s0
j), найти это решение, удовлетворяющее ограничениям, налагаемым на характери-

стики движения гиростата. 

Целью настоящей работы является решение поставленной задачи, получаемое на ос-

нове динамической системы (10)–(11) и предпосылок, принятых для данной задачи. 

2. Маятниковые движения  

Рассмотрим движения гиростата, при которых для 𝑡 ∈  𝑇 выполняются условия 

𝜆̇(𝑡) =   𝑚1 ≠  0,  𝜙̇(𝑡) =   𝑚2,                                         (12) 

где 𝑚1, 𝑚2 – заданные действительные постоянные. Эти условия определяют сложное 

движение, составленное из равномерного прецессирования и равномерного собствен-

ного вращения носителя гиростата. Совокупность параметров 𝑚1, 𝑚2, заданных равен-

ствами (12), характеризует множество маятниковых движений гиростата, существую-

щих в СД-поле.  

Согласно классификации, приведенной в работе [3], это движение при 𝑚2 =  0яв-

ляется частным случаем маятникового движения первого рода. Данное движение при 

дополнительном к (12) условии 𝜃̇(𝑡) ≡  0переходит в регулярную прецессию, порождае-

мую силами радиационного СД-поля. В определенном смысле движение, подчиненное 

условиям (12), является полурегулярной прецессией гиростата. 

Введем условие осевой структурно-кинетической симметрии гиростата: 

𝐴1 =   𝐴2 =  𝐴 >   𝐴3                                                     (13) 

и рассмотрим преобразование редуцирования динамической системы (10)–(11). 

Обозначим 

𝐹(𝜔1, 𝜔2) =   𝑘1𝜔1 +  𝑘2𝜔2, 

 

  𝛷(𝑠1, 𝑠2) =   𝑘1𝑠1 +  𝑘2𝑠2, 

   𝑁(𝜔3) =  𝑏𝜔3 +  𝑘3, 

𝑏 =  𝐴 +   𝐴3,   𝐴3 <  
1

2
 𝑏  < 𝐴.   

Из третьего уравнения системы (10) в силу остальных уравнений при условиях (13) 

получаем 

                   𝐴𝐴3𝜔̈3 +  𝑁(𝜔3)𝐹(𝜔1, 𝜔2) +  𝑘2𝜔3 +  𝐺(𝑠3)𝛷(𝑠1, 𝑠2) =  0.                     (14) 

Введем геометрическую связь 

𝑋(𝑠1, 𝑠2) ≡   𝑘1𝑠2 −  𝑘2𝑠1 =  0,                                            (15) 

которая по предположению реализуется для значений 𝑡 ∈  𝑇. Согласно выражениям (7), 

уравнение связи (15) принимает вид 

𝐵(𝜙) sh 𝜗 =  0,                                                        (16) 

где обозначено 

𝐵(𝜙) =   𝑘1 cos 𝜙 −  𝑘2 sin 𝜙. 
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Исключая критическое значение ϑ = 0, находим, что связь вида (16) для гиростата 

реализуется в виде 

𝐵(𝜙) =  0.                                                            (17) 

Обозначая  

𝑁(𝜔3) =  𝑏𝜔3 +   𝑘3,  

𝑅(𝜔1, 𝜔2) ≡ 𝑘1𝜔2 −   𝑘2𝜔1 = − 𝐴3𝜔̇3, 

в силу уравнений системы (10) получаем 

𝐴𝐹̇(𝜔1, 𝜔2)  +  𝑁(𝜔3)𝑅(𝜔1, 𝜔2)  = − 𝐺(𝑠3)𝑋(𝑠1, 𝑠2),  

                                    𝛷̇(𝑠1, 𝑠2) =   − 𝑋(𝑠1, 𝑠2)𝜔3 −  𝐴3𝜔̇3𝑠3.                                     (18) 

Из соотношений (18) на связи (17) следует: 

𝐹(𝑢) =   𝑎𝑝 (
1

2
𝑏𝑢2  +   𝑘3𝑢)  +  𝐶1, 

                                         𝛷(𝑢) =   𝐴3(𝑎𝑝 −  𝑢),   𝑢 =   𝜔3.                                         (19) 

Здесь C1 – постоянная интегрирования и, с учетом дальнейшего, обозначено: 

(𝑎, 𝑎𝑝, 𝑎3) =   (𝐴− 1,  𝑎𝐴3, 𝐴3
− 1). 

Согласно выражениям (17)–(19) уравнение (14) принимает вид 

𝑢̈ +   𝛺2𝑢 =   − 𝑃(𝑢) +  𝑎𝑛2(𝑢 −   𝑎𝑝)𝑠3,                                        (20) 

где обозначено: 

𝛺2   =  𝑛(𝑎𝑝𝑘3
2   +  𝑘2),   𝑛 =  𝑎𝑎3, 

    𝑘2   =   𝑘1
2 +   𝑘2

2, 

𝑃(𝑢) =   ∑ 𝑔𝑘𝑢𝑘,  𝑔3 =  
1

2
𝑎𝑝𝑛𝑏2,

3

𝑘 = 0

 

𝑔2 =  
3

2
𝑎𝑝𝑏𝑛𝑘3,  𝑔1 =  𝑛𝑏𝐶1 −  𝑎𝑛1, 

    𝑔0 =   𝑎𝑝𝑛1 +   𝑘3. 

Присоединим к условиям (12) уравнение, являющееся аналогом кинематического 

уравнения Эйлера, существующего для случая собственного кинетического момента ги-

ростата. Для полуевклидова пространства это уравнение имеет вид [3] 

𝑢 =   𝑚1𝑠3 −  𝑚2,                                                          (21) 

где зависимость вида 𝑠3(𝜗) определяется равенством (7).  

Согласно зависимости (21), уравнение (20) принимает вид 

𝑢̈ +   𝛺2𝑢 =   𝑄3(𝑢),                                                       (22) 

где обозначено: 

𝑄3(𝑢) =   ∑ 𝑏𝑘𝑢𝑘,  𝑏3 =   − 𝑔3,

3

𝑘 = 0

 

𝑏2 =   𝑛𝑝 −   𝑔2,    𝑏1 =   𝑛𝑝(𝑚2 −  𝑎𝑝) −   𝑔1, 

 
𝑏0 =   −(𝑎𝑝𝑚2𝑛𝑝 +   𝑔0),   𝑛𝑝 =  𝑎𝑚1

 − 1𝑛2. 
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Итак, в результате преобразования из системы уравнений (10), (11) выделено опре-

деляющее для функции 𝑢(𝑡) уравнение (22), которое можно рассматривать как квазили-

нейное, характеризующее стационарные колебания нелинейного осциллятора в одно-

мерном фазовом пространстве с координатой u. В частности, при значениях кинемати-

ческих параметров 

𝑚1 =  
2𝑛2

3𝑎𝑏𝑘3
,  𝑚2 =   − 

2(𝑛1 +   𝑎𝑞𝑘3)

3𝑎2𝑏𝑘3
, 

𝑎3𝐶1 =  
3

2
𝑎(𝑚2 −  𝑎𝑝)𝑘3 −  

𝑛1

𝑏
, 𝑎𝑞 =   𝑎𝑝

− 1, 

для которых 𝑏𝑟 =  0 (𝑟 =  0,  1,  2), уравнение (22) принимает вид специального уравнения 

Дуффинга (случай жесткой внешней упругой силы) [4, c. 163]. 

Для уравнения (22) имеет место первый интеграл 

𝑢̇2 =  2𝑄4(𝑢)  (− 1 ≤  𝑢 ≤  1)                                            (23) 

с полиномом 

𝑄4(𝑢) =  
1

4
𝑏3𝑢4   +  

1

3
𝑏2𝑢3   + 

1

2
𝑏𝑟𝑢2 +  𝑏0𝑢  + 𝐶2, 

где обозначено 𝑏𝑟 =   𝑏1 −  𝛺2, C2 – постоянная интегрирования. 

Из уравнения (23) следует: 

∓ ∫
𝑑𝑠

√2𝑄4(𝑠)
  =  𝑡 −   𝑡0,

𝑢

𝑢0
                                                    (24) 

причем 𝑢0 =  ch 𝜗0, и далее полагаем t0 = 0. В равенстве (24) знак левой части выбирается 

согласно условию t > 0. 

Положим, что все корни полинома 𝑄4 – простые. Обозначим через 𝑢𝑝 один из них. 

Тогда, обращая квадратурную зависимость (24), получаем решение уравнения (23) в 

форме 

𝑢(𝑡) =   𝑢𝑝 +  𝑟1[℘(𝑡; 𝑔2, 𝑔3) −  𝑟2]− 1,                                     (25) 

где обозначено 

𝑟1 =
1

2
𝑄4

′ (𝑢𝑝),   𝑟2 =  
1

12
𝑄4

″(𝑢𝑝). 

Здесь штрих обозначает производную по переменной u, а ℘ – символ эллиптической 

функции Вейерштрасса [5, c. 322] с инвариантами 

𝑔2 =  
1

4
(𝑏3𝐶2 −  

1

3
𝑏0𝑏2 +  

1

12
𝑏2), 

𝑔3 =  
1

48
 [(𝑏𝑏3 −  

1

3
𝑏2

2)𝐶2 −  
1

64
𝑏0

2𝑏3 +  
1

12
𝑏(𝑏0𝑏2 −  

1

6
𝑏2)]. 

В силу соотношений (21), (25) имеем 

  𝑠3(𝑡) =   𝑚1
− 1{𝑚2 +  𝑢𝑝 +  𝑟1[℘ (𝑡; 𝑔2, 𝑔3) −  𝑟2]− 1}.                           (26) 

Таким образом, параметры ориентации гиростата, согласно соотношениям (12), 

(21), определяются равенствами 

𝜆(𝑡) =   𝑚1𝑡 +  𝜆0,  𝜙(𝑡) =   𝑚2𝑡 +  𝜙0,  

а зависимость вида 𝜗(𝑡) – равенством (26), где, согласно соотношению (7), 𝑠3(𝑡) =   − ch 𝜗(𝑡).  
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Зависимость компонент вектора ω (ωj) от параметров его ориентации в случае, при 

котором вектор K в полуевклидовом пространстве является собственным, устанавлива-

ется известными соотношениями [3], согласно которым 

𝜔1 +  𝑖𝜔2 =   (𝜗̇ +  𝑖𝜆̇ sh 𝜗) 𝑒𝑥𝑝( −  𝑖𝜙),  (𝑖 =   √− 1). 

При этом зависимость вида 𝜔3(𝑡) находится из равенства (25). 

Приведем выражение проекции вектора скорости носителя на плоскость, ортого-

нальную оси кинетической симметрии гиростата. Для функции ее квадрата нормы 𝛺𝑁 =

 ‖𝝎𝑁‖ согласно условиям, получаем 

𝛺𝑁
2   =   (𝑚1sh 𝜗)2  +   𝜗̇2. 

Эта зависимость при заданном значении параметра m1, в случае необходимости, позво-

ляет определить движение гиростата по углу 𝜗 (нутационное движение). 

3. Годограф вектора угловой скорости  

Для системы уравнений (10), (11) имеет место интеграл энергии [3] 

1

2
(𝝎𝑇 ⋅  𝑨𝝎) −  𝑈(𝑠3) =  ℎ,                                                (27) 

где потенциал СД-поля 𝑈(𝑠3) определяется равенством (4), h – постоянная интегрирова-

ния. При условиях (13) и обозначениях (19) интеграл (27) принимает вид 

𝛺𝑁
2   =  2𝑎[𝑈(𝑠3) +  ℎ] −   𝑎𝑝𝑢2,                                           (28) 

где обозначено 𝛺𝑁
2   =   𝜔1

2   +  𝜔2
2. 

Из третьего уравнения системы (10) при условиях (13) следует: 

−𝑎3𝑅(𝜔1, 𝜔2) =   𝑢̇,                                                      (29) 

где в силу зависимости (25) и соотношения для дифференцирования функции Вейерштрасса 

℘(𝑡) [5, c. 320] имеем 

𝑢̇(𝑡) =   ∓ 𝑟1[℘(𝑡) −  𝑟2]− 2 ⋅   √4℘3(𝑡) −  𝑔2℘(𝑡) −  𝑔3,                       (30) 

℘(𝑡) =  ℘(𝑡; 𝑔2, 𝑔3). 

Представим уравнения (28), (29), соответственно, согласно равенствам (25), (26), 

(30) в виде 

 𝛺𝑁
2 (𝜔1, 𝜔2) =   𝛷1(𝑡), 

                                                    − 𝑎3𝑅(𝜔1, 𝜔2) =   𝛷2(𝑡),                                                 (31) 

где 𝛷1, 𝛷2 – известные функции. 

Положим 𝑘1 ≠  0 и обозначим 

𝐷(𝑡) =   [𝑘2𝛷1(𝑡) −   𝐴3
2𝛷2

2(𝑡)]𝑘1
2,    𝑚 =   𝑘1

− 1𝑘2. 

Тогда для значений величин 𝜔1, 𝜔2 в области 𝐷(𝑡) ≥  0 (𝑡 ∈  𝑇) фазового пространства 

из соотношений (31) следует: 

                                       
,)]()([)(

,])()([)(

213

2

2

223

2

1

tDmtkAkt

tDtkAkt












                                    (32) 

где 𝐷(𝑡) – дискриминантная функция, определенная в области фазового пространства, 

соответствующей области конфигурационного полуевклидова пространства гиростата, 

расположенной внутри упомянутого изотропного конуса. 
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Согласно равенствам (32), поле компонент угловой скорости гиростата при 

𝑘2𝐷(𝑡) ≠ 0 характеризуется двузначными значениями их величин. При этом на границе 

области 𝐷(𝑡) =  0 значения этих компонент однозначны. 

Из кинематических уравнений Пуассона (11) и соотношения связи (21) в силу пер-

вого определяющего условия (12) имеем: 

𝜔1𝑠1 +  𝜔2𝑠2 =   𝑞1, 

                                                   𝜔2𝑠1 −  𝜔1𝑠2 =   𝑞2,                                                     (33) 

где величины  

𝑞1(𝑡) =   𝑚1(𝑠3
2  −  1), 𝑞2(𝑡) = 𝑚1

− 1𝑢̇ 

определяются соотношениями (25), (26) как известные функции времени t. В силу этого, 

согласно зависимостям (32), из системы уравнений (33) при условии 

𝛷1(𝑡) ≠  0  (𝑡 ∈  𝑇)                                                    (34) 

следует: 

𝑠𝑍(𝑡) =   𝛷1
− 1(𝑡)𝑞𝑍

∗ (𝑡).                                                     (35) 

В равенстве (35) обозначены комплекснозначные функции:  

𝑠𝑍(𝑡) =   𝑠1 +  𝑖𝑠2,  𝑞𝑍(𝑡) =   𝑞1 +  𝑖𝑞2 (𝑖 =   √−1). 

Здесь условие (34) эквивалентно ограничению 𝛺𝑁
2 (𝑡) ≠  0(𝑡 ∈  𝑇), исключающему 

критические точки из области, содержащей поле компонент угловой скорости гиростата, 

а знак ∗ – символ комплексного сопряжения. 

Обозначим: 

𝑝 =   𝑚1𝑛1 +  𝑚2𝑛2,  𝑝1 =  2𝑝,    𝑝0 =   (𝑝 +   𝑚1𝑛1)𝑚2. 

Тогда, согласно зависимости (21), для потенциальной функции СД-поля, определяемой 

равенством (4), имеем  

𝑈(𝑢) =   (2𝑚1
2)− 1(𝑛2𝑢2   +  𝑝1𝑢 +   𝑝0)                                       (36) 

и в силу равенств (21), (28), (36) получаем 

𝜔1
2   +  𝜔2

2   + ℎ2𝜔3
2   −  ℎ1𝜔3 −  ℎ0 =  0,                                      (37) 

где обозначено 

ℎ0 =   𝑎𝑟𝑝0 +  2𝑎ℎ, ℎ1 =   𝑎𝑟𝑝1, 
ℎ2 =   𝑎𝑝 −  𝑎𝑟𝑛2,    𝑎𝑟 =  𝑎𝑚1

− 2. 

Равенство (37) является уравнением несущей поверхности в пространстве перемен-

ных ωj, на которой расположен годограф вектора ω, отнесенный к базису 𝛤 (подвижный 

годограф вектора ω).  

Данный годограф для 𝑡 ∈  𝑇 задается параметрическими уравнениями с параметром 

t (25), (32). При этом, поскольку представления (32) для 𝜔1, 𝜔2 двухзначны, то при 𝐷 >  0 в 

общем случае имеются два невырожденных годографа данного вектора.  

При ℎ2 ≠  0 поверхность (37) является невырожденной центральной, тогда как при 

ℎ2 =  0 – нецентральной. В частности, для случая, при котором 𝑛2 =   𝐴3𝑚1
2, эта поверх-

ность является цилиндрической. 
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Заключение 

Рассмотренная задача относится к классу задач о движении гиростата с радиацион-

ным моментно-силовым приводом в стационарном силовом СД-поле.  

Движение гиростата, происходящее при ограничениях (12), является состоянием, 

сформированным из равномерного прецессионного движения и постоянного собствен-

ного вращения носителя. Это движение представляет интерес в связи с исследованием 

состояния гиростата, непосредственно предшествующего возможной последующей ста-

билизации гиростата по углам λ и 𝜙. В силу этого данное движение можно рассматривать 

как некоторое заданное переходное состояние, – маятниковое движение, поддерживае-

мое стационарными силами СД-поля. 

Данное состояние гиростата можно интерпретировать как предварительное, на основе 

которого последующее активное управление движением гиростата, построенное определен-

ным образом, может привести его к требуемому ориентированному финальному состоянию. 

Следует отметить, что результирующее уравнение (22), полученное путем преоб-

разования из динамической системы (10), представленное на фазовой плоскости (𝑢, 𝑢̇ =

 𝑤) в виде 

 𝑤
𝑑𝑤

𝑑𝑢
   +  𝑓(𝑢) =  0, 

𝑓(𝑢) =   𝛺2𝑢 −  𝑄3(𝑢), 

идентично по структуре уравнению одномерной уединенной стоячей волны горения, 

находящейся в сплошной среде, в которой не происходит процесс диффузии [6]. Такая 

идентичность обусловлена изоморфизмом математических моделей, существующим в 

задачах данного рода. 

Помимо упомянутого, это уравнение находит применение при анализе процессов в 

некоторой биологической проблеме выживаемости определенных биологических видов, 

в задаче возникновения нервных импульсов, в установлении условий самовоспламене-

ния некоторых горючих веществ. 

Моделями этого класса могут являться и некоторые упорядоченные изоморфные 

структуры различной физической природы. В частности, к ним относятся системы одно-

типных осцилляторов (решеток), одномерные монокристаллы и ряд других модельных 

объектов. 
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Введение 

В статье изучаются типы границ областей устойчивости динамических систем при 

переходе параметрами систем этих границ. Границы области устойчивости могут быть 

принципиально двух разных типов: безопасные и опасные. Следуя Н.Н. Баутину [1, 2], 

под термином безопасные границы области устойчивости системы понимают такие 

границы (или части границ), пересечение которых параметрами системы приводит 

лишь к малым обратимым изменениям состояния системы; соответственно, под опас-

ными понимают такие границы, пересечение которых параметрами системы приводит к 

значительным и необратимым изменениям в поведении системы.  

Основным объектом исследования статьи является неавтономная нелинейная ди-

намическая система, зависящая от скалярного параметра :    

( , , ),
dx

f x t
dt

          ,Nx R                                                 (1) 

где функция ( , , )f x t   является непрерывно дифференцируемой по совокупности пере-

менных и T   периодической по ,t  т. е. ( , , ) ( , , )f x t T f x t   . 

Так как предполагается, что функция ( , , )f x t   является непрерывно дифференци-

руемой по совокупности переменных, то ее можно разложить в ряд Тейлора. Тогда си-

стему (1) можно представить в виде: 

( , ) ( , , ) ( , ),
dx

A t x b x t d t
dt

     ,Nx R                                   (2) 

где 
*( , ) ( ( ), , )xA t f x t     матрица Якоби правой части системы (1) в точке *( )x  , 

матрица ( , )A t  , нелинейность ( , , )b x t  и вектор-функция ( , )d t  являются T -перио-

дическими по t .  

Предположим, что все три слагаемые в правой части системы (2) при *( )x x  яв-

ляются линейно зависимыми. Тогда система ( , , ) 0,f x t   имеет стационарное решение 
*( )x  . Предположим, что это решение единственно при всех  , при этом пусть функ-

ция *( )x  является непрерывно дифференцируемой. 

Рассмотрим линейную часть системы (2): 

( , ) ,
dx

A t x
dt

  Nx R .                                                     (3) 

Свойства устойчивости точки равновесия 
*( )x  системы (1) определяются по свойствам 

системы (3).  

Обозначим через ( , )X t   фундаментальную матрицу решений (ФМР) линейной 

системы (3). Тогда ( ) ( , )V X T   является матрицей монодромии системы (3).  
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Областью устойчивости решения *( )x  уравнения (1) будем называть область   в 

пространстве  параметров  этой системы, при которых решение *( )x   асимптотиче-

ски устойчиво; другими словами,  , если и только если все собственные значения 

матрицы ( )V  по модулю меньше 1 ( см. [3]). Некоторую точку 0 будем называть гра-

ничной точкой области устойчивости  , если в любой окрестности точки 0  содер-

жатся точки как из области устойчивости  , так и из области неустойчивости. Множе-

ство всех граничных точек области устойчивости  будем называть границей области 

устойчивости  . 

Значение 0 является точкой бифуркации, если матрица 0( )V  имеет хотя бы одно 

собственное значение, равное единице по модулю и не имеет собственных значений боль-

ших одного по модулю (см. [3]). В соответствии с общей теорией бифуркаций каждая гра-

ничная точка области устойчивости является точкой бифуркации динамической системы.  

Шильниковым Л.П. [1] приводятся определения безопасной и опасной точки би-

фуркации для автономных динамических систем. По аналогии с ним приведем опреде-

ления тех же понятий для периодических динамических систем. Будем говорить, что 

точка бифуркации 0 является безопасной, если решение *( )x   системы (1) при 

0  асимптотически устойчиво; точка 0 является опасной, если решение *( )x   си-

стемы (1) при 0  неустойчиво.  

Случай, когда решение *( )x  будет устойчивым (по Ляпунову), но не асимптоти-

чески, в приведенных в конце статьи источниках не рассматривается. В данной статье 

этот случай также не приводится.  

Задача исследования границ областей устойчивости является одной из важных и 

интересных задач теории динамических систем, теории нелинейных колебаний и их 

приложений. Изучению этой задачи посвящены работы многих авторов (см. [1 ̶ 9]). Де-

тальное исследование этого вопроса проведено в работах [1, 3], в которых дана доста-

точно полная классификация границ областей устойчивости точек равновесия и перио-

дических траекторий динамических систем, приведены списки безопасных и опасных 

границ, а также описаны сценарии бифуркационного поведения системы при переходе 

ее параметров через указанные границы. Отметим, что полученные в указанных рабо-

тах результаты относятся к автономным дифференциальным уравнениям, которые 

предварительно редуцированы на соответствующие центральные многообразия и пре-

образованы с помощью метода нормальных форм (см. [1]).  

В работе [10] предложены новые результаты в задаче исследования границы обла-

сти устойчивости динамических систем, описываемых двупараметрическими неавто-

номными периодическими дифференциальными уравнениями. В настоящей работе 

предлагаются достаточные условия опасных и безопасных границ области устойчиво-

сти динамических систем, описываемых неавтономными периодическими дифферен-

циальными уравнениями, зависящие от скалярного параметра.  

Основные результаты получены в терминах самих уравнений и не требуют пере-

хода к нормальным формам и использования теоремы о центральном многообразии.  

Основные результаты  

Предположим, что функция ( , , )b x t  имеет вид:     

2 3( , , ) ( , , ) ( , , )b x t b x t b x t    
4( , , ),b x t                                     (4) 
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где 2 ( , , )b x t  и 3( , , )b x t  содержат соответственно квадратичные и кубические по x  сла-

гаемые, а 
4( , , )b x t  является гладкой и удовлетворяет соотношению: 

4

4( , , ) ( )b x t O x   при 0x равномерно по t  и  . 

Также будем рассматривать случай, когда ( , ) 0.d t   Тогда уравнение (2) предста-

вится в виде:  

( , ) ( , , ),
dx

A t x b x t
dt

   Nx R .                                            (5) 

Пусть при некотором 0   точка равновесия * *

0( )x x  системы  (2) является 

негиперболической, т.е. матрица монодромии 0 0( )V V  имеет хотя бы одно собствен-

ное значение, равное одному по модулю. 

Ниже будем рассматривать следующие основные случаи негиперболичности, ко-

гда матрица 0V  имеет:   

U1. простое собственное значение 1; 

U2. пару простых собственных значений 02 i
e

 , где 
0

1
0

2
  , причем 

0

1

4
  и 

0

1

3
  . 

В этих случаях предполагается, что остальные собственные значения матрицы 0V  

меньше 1 по модулю.  

Замечание 1. Случаи 
0

1

4
   и 

0

1

3
   соответствуют сильному резонансу  и здесь 

не рассматриваются. 

Замечание 2. Предлагаемый в статье подход может быть модифицирован и для 

решения поставленных задач в более общих чем в U1 и U2 условиях. Например, для си-

туаций, когда матрица 0V  имеет кратные полупростые собственные значения, равные 1 

или кратные полупростых собственных значений 02 i
e

 . 

Случай U1. В этом случае качественная перестройка поведения системы (2) в 

окрестности точки 
*

0( )x   при переходе параметра  через 0 , как правило, состоит в 

возникновении нестационарных Т-периодических решений малой амплитуды в окрест-

ности точки 
*

0( )x   (см., например, [3, 8]). Такую перестройку поведения системы 

обычно называют бифуркацией вынужденных колебаний системы (2). 

Бифуркация вынужденных колебаний систем (2) и (5) может реализовываться по 

различным сценариям, основными из которых являются седло-узловая бифуркация вы-

нужденных колебаний (для системы (5)), транскритическая бифуркация вынужденных 

колебаний и бифуркация вынужденных колебаний типа вилки (для системы (2)).  Более 

детально эти сценарии описаны, например, в [3, 8]. 

Здесь мы ограничимся приведением признаков безопасности (опасности) точки 

бифуркации 0 . С этой целью обозначим через e  и g собственные векторы матрицы 0V  

и транспонированной матрицы 
*

0V , соответственно, отвечающие собственному значе-

нию 1. Эти векторы можно считать нормированными равенствами 1e  , ( , ) 1e g  . 

Обозначим через 0P  и 
0P действующие в 

NR линейные операторы, определенные 

равенствами: 

0 ( , ) ,P x x g e  
0

0P I P  .                                                   (6) 
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Если 1N  , то 0P x x  и 0 0P x  . Положим 0 0 0.B I V P   По построению оператор 

0 : N NB R R обратим.  

Положим               
1

2 0 2 0 0
0

( ( , ) ( ( ), , ), )
T

l X b g d        ,                                         (7) 

3l  1 0

2 0 0 0 2 0 0
0

( ( ( ), , ) ( ( ), , ), )
T

xb B P b g d         
1

0 3 0 0
0

( ( , ) ( ( ), , ), ) ,
T

X b g d          (8) 

0
0

( ( , ) , ) ,
T

A e g d      

здесь 2 xb  ̶  матрица Якоби квадратичной нелинейности 2 ( , , )b x t  , 0 0( ) ( , ) ,t X t e  т.е. 

0 ( )t  ̶ это Т-периодическое решение линейной системы (3) при 0  , стартующее при 

0t  из точки Nx e R  (такое решение системы (3) существует в силу условия U1). 

В частном случае, когда матрица 0( , )A t  является постоянной, формулы (7) и (8) 

упрощаются: 

2 2 0
0

( ( , , ), )
T

l b e g d    , 

1 0

3 2 0 0 2 0
0

( ( , , ) ( , , ), )
T

xl b e B P b e g d       

3 0
0

( ( , , ), )
T

b e g d   . 

Теорема 1. Пусть выполнено условие случая U1 и верно соотношение 2 0l   .  

В этом случае точка 0 является опасной точкой бифуркации системы (2). 

Доказательство. Систему (2) будем ассоциировать с дискретной динамической 

системой:    

1 ( )n nx V x  
1

0
( ) ( , )[ ( ( , ) ( , ), , )] ,

T

nV X s b x s d s t s ds      

0,1,2,...n  . ,Nx R                                                       (9) 

где 1( , )nx t  это решение уравнения (2) с начальным условием 
*

0( ) nx x  . Отметим, 

что неподвижные точки системы (9) определяют Т-периодические решения исходной 

системы (2), а циклы периода q  определяют qT-периодические решения системы (5).  

Система (9) при 0   имеет точку равновесия 
* *

0( )x x  . Значение 0   будем 

называть точкой бифуркации дискретной динамической системы (9), если матрица моно-

дромии ( )V   в уравнений (9) при 0   имеет хотя бы одно собственное значение, рав-

ное 1 по модулю и не имеет собственных значений больших одного по модулю. Согласно 

этому определению, значение 0  является точкой бифуркации системы (9).  

 Для доказательства теоремы 1 достаточно показать, что решение 
* *

0( )x x   

уравнения (2) при 0  является неустойчивым. В свою очередь, для этого достаточно 

показать, что решение 
*

0( )x x   дискретной системы (9) является неустойчивым.  

Согласно теореме о центральном многообразии (см. [11] стр. 186) и методу нор-

мальных форм (см. [11] стр. 198), задача о локальных бифуркациях для N мерной си-

стемы (9) может быть сведена (см. [1, 3]) к исследованию равносильной (в естественной 

постановке) задаче для одномерного уравнения: 

2 3

1 2 ( ),n n n nu u l u o u                                                      (10)   

где число 2l определяется равенством (7).  
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В уравнении (10) коэффициент перед nu  равен 1, поэтому устойчивость решения 

nu  определяется знаком коэффициента перед 2

nu . Так как 2 0l   и 2 0l  , то решение nu  

уравнения (10) является неустойчивым. 

Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Пусть имеет место случай U1 и выполнено соотношение 2 0l   . В 

этом случае точка 0 является опасной точкой бифуркации системы (5). 

Таким образом, для систем (2) и (5) значение 0 , как правило, является опасной 

точкой бифуркации.  

Теорема 3. Пусть имеет место случай U1 и выполнено соотношение 2 0l   и 

3 0l   . В этом случае точка 0 является безопасной (опасной) точкой бифуркации си-

стемы (5), если 3 0l   3( 0)l  . 

Теоремы 2 и 3 доказываются по такой же схеме, что и теорема 1. 

Таким образом, если 2 0l  (в частности нелинейность (4) начинается с квадратич-

ных по x  слагаемых), то значение 0 параметра  , как правило, является опасной точ-

кой бифуркации системы (5). Если же 2 0l  (в частности нелинейность (4) начинается с 

кубических по x  слагаемых), то значение 0 параметра  может быть как безопасной, 

так и опасной точкой бифуркации системы (5).  

Случай U2. В этом случае, как правило, при переходе параметра   через точку 

0 в системе (5) реализуется сценарий бифуркации Андронова ̶ Хопфа. Более детально 

этот сценарий описан, например, в [7].  

Приведем признаки безопасности (опасности) точки бифуркации 0 . С этой целью 

обозначим через * *, , , Ne g e g R  ненулевые векторы такие, что выполняются равенства:  

02

0 ( ) ( ),
i

V e ig e e ig


        02* * * * *

0 ( ) ( )
i

V e ig e e ig


   .                     (11) 

Далее в этом подразделе для простоты будем считать, что система (5) двумерна, 

т.е. 2N  , а матрица 0V  имеет вид  
0 0

0

0 0

cos2 sin 2

sin 2 cos2
V

 

 

 
  

 
 .  

Пусть также для простоты нелинейность 2 ( , , )b x t  в равенстве (4) является нуле-

вой 2 ( , , ) 0b x t   . Общий случай может быть рассмотрен по той же схеме, но приводит 

к более громоздким формулам.  

Положим  
2

0 3 0

0 0

1
( ( ( , ), , ), ( , )) ,

2

T

b h t t h t dtd



    


                                      (12) 

где 
0

0

cos(2 )
( , )

sin(2 )

t
h t

t

 


 

 
  

 
.  

Теорема 4. Пусть имеет место случай U2 и выполнено соотношение 0 0  . Тогда 

точка 0 является безопасной (опасной) точкой бифуркации системы (5), если  0 0   

( 0 0  ). 

Теорема 4 следует из общих теорем о локальных бифуркациях в динамических 

системах [6, 9]. 

Пример. 

Рассмотрим уравнение   
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2 2

0[(2 ) (1 cos ) ] 0u u u t u       ,                                    (13) 

где 
0

1
0 ,

2
   при этом 

0

1

3
   и 

0

1

4
  . 

Уравнение (13) может быть сведено к уравнению вида (5) при 2T  и 2x R  и в 

котором:  

2 ( , , ) 0b x t   , 3 2

1 2

0
( , , )b x t

x x


 
  

 
. 

При 0  имеет место случай U2, т.е. имеет место сценарий бифуркаций Андронова ̶ 

Хопфа. 

Проведя вычисления по формуле (12) получим, что 0 0,25   .  

Тогда, согласно теореме 4, значение параметра 0  является безопасной точкой 

бифуркации для уравнения (13).  

Заключение  

В статье получены достаточные признаки опасности и безопасности точки бифур-

кации для динамических систем, описываемых неавтономными нелинейными диффе-

ренциальными уравнениями, содержащими скалярный параметр. 

Список источников 

1. Шильников Л.П., Шильников А.Л., Тураев Д.В. и др. Методы качественной тео-

рии в нелинейной динамике. Ч. 2. М.–Ижевск: Ин-т компьютерных исследований. 

2009. 548 с.  

2. Баутин Н.Н. Поведение динамических систем вблизи границ области устойчи-

вости // Сер. "Cовременные проблемы механики". Л. ̶ М.: ОГИЗ Гостехиздат, 1949.  

3. Вышинский А.А., Ибрагимова Л.С., Муртазина С.А. и др. Операторный метод 

приближенного исследования правильной бифуркации в многопараметрических ди-

намических системах // Уфимский математический журн. 2010. Т. 2, № 4. С. 3 ̶ 26. 

4. Ван Д., Ли Ч., Чоу Ш.-Н. Нормальные формы и бифуркации векторных полей на 

плоскости. М.: МЦНМО, 2005. 

5. Kuznetsov Yu. A. Elements of Applied Bifurcation Theory. N.Y.: Springer, 1998.  

6. Гукенхеймер Дж., Холмс Ф. Нелинейные колебания, динамические системы и 

бифуркации векторных полей. М.–Ижевск: Ин-т компьютерных исследований, 

2002. 560 с. 

7. Марсден Дж., Мак-Кракен М. Бифуркация рождения цикла и ее приложения. 

М.: Мир, 1980. 

8. Гусарова Н.И., Муртазина С.А., Фазлытдинов М.Ф. и др. Операторные методы 

вычисления ляпуновских величин в задачах о локальных бифуркациях динамиче-

ских систем // Уфимский математический журн. 2018. Т. 10, № 1. С. 25 ̶ 49. 

9. Красносельский М.А., Кузнецов Н.А., Юмагулов М.Г. Операторный метод анали-

за устойчивости циклов при бифуркации Хопфа // Автоматика и телемеханика. 

1996. № 12. С. 24–30. 

10. Ибрагимова Л.С., Мустафина И.Ж., Юмагулов М.Г. Исследование границ об-

ластей устойчивости двухпараметрических динамических систем // Автоматика и 

телемеханика. 2017. № 10. С. 74 ̶ 89. 

11. Юмагулов М.Г. Введение в нелинейную динамику: теория, приложения, моде-

ли: учеб. пособие для вузов / М.Г. Юмагулов. 2-е изд., стер. Санкт-Петербург: 

Лань, 2024. 368 с. 



И. Ж. Мустафина 

54 

References 

1. Shil`nikov, L.P., Shil`nikov, A.L., Turaev, D.V. and etc. (2009), Metody` kachestven-

noj teorii v nelinejnoj dinamike [Methods of qualitative theory in nonlinear dynamics], 

Ch. 2. M.–Izhevsk: In-t komp`yut. issled., 548 p. (In Russ.). 

2. Bautin, N.N. (1949), Povedenie dinamicheskix sistem vblizi granicz oblasti 

ustojchivosti [Behavior of dynamical systems near the boundaries of the stability do-

main], Ser. "Covremenny`e problemy` mexaniki", L. ̶ M.: OGIZ Gostexizdat. (In Russ.). 

3. Vy`shinskij, A.A., Ibragimova, L.S., Murtazina, S.A and etc. (2010), Operatorny`j 

metod priblizhennogo issledovaniya pravil`noj bifurkacii v mnogoparametricheskix 

dinamicheskix sistemax [An operator method for approximate investigation of correct 

bifurcation in multiparametric dynamical systems], Ufimsk. matemat. zhurn. Vol. 2, 

no. 4, pp. 3-26. (In Russ.). 

4. Van D., Li Ch. and Chou, Sh.-N. (2005), Normal`ny`e formy` i bifurkacii vektorny`x 

polej na ploskosti [Normal shapes and bifurcations of vector fields on the plane], M.: 

MCzNMO. (In Russ.). 

5. Kuznetsov, Yu. A. (1998), Elements of Applied Bifurcation Theory, N.Y.: Springer.  

6. Gukenxejmer, Dzh. and Xolms, F. (2002), Nelinejny`e kolebaniya, dinamicheskie sis-

temy`  i bifurkacii vektorny`x polej [Bifurcation of the birth of the cycle and its applica-

tions]. M.–Izhevsk: In-t komp`yut. issled. 560 p. (In Russ.). 

7. Marsden, Dzh. and Mak-Kraken, M. (1980), Bifurkaciya rozhdeniya cikla i ee 

prilozheniya [Bifurcation of the birth of a cycle and its applications], M.: Mir. (In russ.) 

8. Gusarova, N.I., Murtazina, S.A., Fazly`tdinov, M.F. and etc. (2018), Operatorny`e 

metody` vy`chisleniya lyapunovskix velichin v zadachax o lokal`ny`x bifurkaciyax 

dinamicheskix sistem [Operator methods for calculating Lyapunov quantities in prob-

lems of local bifurcations of dynamical systems], Ufimsk. matemat. Zhurn, Vol. 10, 

no. 1, pp. 25-49. (In Russ.). 

9. Krasnosel`skij, M.A., Kuzneczov, N.A. and Yumagulov, M.G. (1996), Operatorny`j 

metod analiza ustojchivosti ciklov pri bifurkacii Xopfa [An operator method for ana-

lyzing the stability of cycles under Hopf bifurcation] Avtomatika i telemexanika, 

no.12, pp. 24-30. (In Russ.). 

10. Ibragimova, L.S., Mustafina, I.Zh. and Yumagulov, M.G. (2017), Issledovanie gra-

nicz oblastej ustojchivosti dvuxparametricheskix dinamicheskix sistem [Investigation 

of the boundaries of the stability domains of two-parameter dynamical systems], 

AiT, no. 10. pp. 74-89. (In Russ.). 

11. Yumagulov, M.G. (2024), Vvedenie v nelinejnuyu dinamiku: teoriya, prilozheniya, 

modeli: uchebnoe posobie dlya vuzov 2-e izd., ster. ̶[Introduction to nonlinear dynamics: 

theory, applications, models: textbook for universities], Sankt-Peterburg: Lan, 368 p. (In 

Russ.). 

Информация об авторе: 

И. Ж. Мустафина – преподаватель высшей категорий Учалинского колледжа горной промыш-

ленности (453700, Россия, г. Учалы, ул. Первостроителей, 7). 

Information about the author: 

Il. Zh. Mustafina – the highest categories teacher at the Uchaly College of Mining Industry (7, Pioneer 

builders St., Uchaly, Russia, 453700). 



ВЕСТНИК ПЕРМСКОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2024                                            Математика. Механика. Информатика                                           3(66) 

55 

КОМПЬЮТЕРНЫЕ НАУКИ И ИНФОРМАТИКА 

Научная статья 

УДК 004.93.1 

DOI: 10.17072/1993-0550-2024-3-55-63 

https://elibrary.ru/gebyca                                                                                                     

Алгоритм и программное обеспечение  

распознавания лиц монозиготных близнецов 

Юрий Николаевич Липин  
Пермский научный исследовательский политехнический университет, г. Пермь, Россия 

e-mail: ur-lip193530@yandex.ru 

Аннотация. Проблема распознавания лиц монозиготных близнецов является весьма важ-

ной и трудно решаемой. Существующие программные продукты по распознаванию лиц 

для данной цели в большинстве случаев не справляются с этой задачей. В данной работе 

предложен алгоритм распознавания лиц монозиготных близнецов, основанный на природ-

ной и искусственно созданной асимметрии лица, с использованием преобразования Фурье. 

Программа, реализующая предложенный алгоритм, создает два изображения из левых и 

правых половин исходного фото лица первого близнеца и еще одно изображение как сред-

нее из двух созданных. На основе полученных четырех изображений создается вектор из 

28 значений классификаторов для сравнения. Аналогично создается второй вектор по изоб-

ражениям второго близнеца. При сравнении значений двух векторов срабатывает невиди-

мый эффект асимметрии лиц близнецов, позволяющий их различить. 
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Abstract. The problem of face recognition of monozygotic twins is very important and difficult 
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implementing the proposed algorithm creates two images from the left and right halves of the 

original photo of the face of the first twin and another image as the average of the two created. 

Based on the obtained four images, a vector of 28 classifier values is created for comparison. 

Similarly, a second vector is created based on the images of the second twin. When comparing 

the values of the two vectors, the invisible effect of the asymmetry of the twins' faces is triggered, 

allowing to distinguish them. 
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По определению, монозиготные близнецы идентичны по многим параметрам 

(ДНК, архитектура и цвет лица, цвет и качество кожи и волос, по крайней мере вначале 

жизни). Распознавание монозиготных (однояйцевых) близнецов по изображениям их лиц 

является сложной задачей в биометрии.  

Первыми к этой проблеме обратились биологи и медики с целью построения био-

метрической системы, способной принимать правильное решение о влиянии внешней 

среды на вложенные в близнецов генные установки самой природой. Позднее к проблеме 

подключились инженерно-научные коллективы с целью решения проблемы идентифи-

кации близнецов для служб, таких как криминальные органы, банки, кредитные системы, 

пограничная служба и таможня. Одним из первых подходов распознования монозигот-

ных близнецов был метод "выделения признаков", основанный на слиянии на уровне 

баллов и слиянии на уровне принятия решения с анализом главных компонент, гисто-

граммой ориентированных градиентов и экстракторами признаков локальных бинарных 

шаблонов. Однако практически нет свободно распространяемых программных продук-

тов, способных качественно распознавать лица монозиготных близнецов. В настоящей 

работе предложены эффективные алгоритмы распознавания лиц монозиготных близне-

цов и описана разработанная программа. 

Распознавание монозиготных близнецов по изображениям их лиц является слож-

ной задачей в биометрии, и зависит от видов близнецов. Однояйцевые близнецы (моно-

зиготные) образуются, когда одно оплодотворенное яйцо делится на две отдельные эм-

бриональные клетки [1]. Они имеют одинаковый генетический материал и развиваются 

одновременно внутри организма женщины. Поэтому любые различия между однояйце-

выми близнецами можно приписать окружающим факторам, таким как различия в среде, 

воспитании или случайным мутациям. Характерными свойствами таких близнецов явля-

ются универсальность, уникальность, постоянство, приемлемость набора наследствен-

ных признаков. Отсутствие таких факторов в алгоритмах распознавания приводит к вы-

сокому уровню ошибок. Также нужно учесть, что у данного типа близнецов общими па-

раметрами являются пол, цвет волос и глаз, черты лица. При этом отпечатки пальцев 

разные. Также неизвестна зависимость распознавания от таких факторов как подпись, 

голос, тембр, обертоны, юмор, фон речи. Двуяйцевые близнецы (дизиготные) образу-

ются, когда два отдельных яйца оплодотворяются разными сперматозоидами. Они 

имеют разный генетический материал, как и обычные братья и сестры.  

Поэтому любые различия между двуяйцевыми близнецами могут быть связаны как 

с генетическими, так и с окружающими факторами.  

https://elibrary.ru/ajuxpc
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Ниже приведены известные методы распознавания близнецов.  

К данному моменту методы распознавания близнецов следующие: 

1). Близнецовый метод основан на сравнении генетического сходства и различия 

между однояйцевыми (монозиготными) и двуяйцевыми (дизиготными) близнецами [2–4]. 

Он используется для изучения влияния генетических и окружающих факторов на различные 

фенотипические характеристики. Слияние на уровне признаков, баллов, принятия решения 

с анализом главных компонент, гистограммой ориентированных градиентов и экстракто-

рами признаков локальных бинарных [5–9]. Кроме того, в качестве алгоритмов извлечения 

признаков используются анализ главных компонент (PCA) [6], гистограммы ориен тирован-

ных градиентов (HOG) [7] и локальные бинарные шаблоны (LBP) [8].  

2). Методы извлечения черт [10–14]. Наиболее часто используемый метод извлече-

ния черт лица основан на внешности – PCA. Он является самым ранним автоматизиро-

ванным методом, предложенным для распознавания лиц. Это достигается путем выпол-

нения разложения ковариационной матрицы данных по собственным значениям. Целью 

PCA является получение собственных векторов ковариационной матрицы. 

Автором настоящей работы ведутся исследования в области распознавания близ-

нецов (например, [15–16]) на основе такой информации о лице как его цветовая палитра. 

Основное цветное или серого тона изображение пропускается через фильтр Собеля с по-

лучением черно-белого контрастного вида, позволяющее находить границы изображе-

ния лица. 

Следующим этапом работ автора в данном направлении стал период использования 

правил золотого сечения [17]. Автором был разработан алгоритм, основанный на идее 

работы мозга.  

На рис. 1 дан образец работы программы по золотому сечению. 

 

Рис. 1. Итог работы программы по золотому сечению 

На рис. 2. дан результат работы программы по методу распознавания мозга. 
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Рис. 2. Результат работы программы по правилам  

распознавания мозгом человека 

Следующим этапом работ по распознаванию лиц монозиготных близнецов была 

разработка алгоритмов определения асимметрии лица и мозга человека по заявкам ин-

ститута психологии Пермского пединститута. Целью распознавания была проверка 

связи асимметрии лица и мозга человека со склонностью к преступлениям. Результаты 

были адекватными. В дальнейшем автору удалось применить данный алгоритм для рас-

познавания лиц монозиготных близнецов.  

Для реализации алгоритма распознавания лиц монозиготных близнецов было напи-

сано приложение согласно которому в программу загружается фото первого близнеца, 

начинается его обработка (результаты работы с фотографией представлены на рис. 3).  

Первый ряд, второе фото – исходный близнец, фото слева от него (первый ряд, пер-

вое фото) создано из правой половины исходного фото (соответствует правой половине 

лица). Таким образом, на преобразованном изображении с двух сторон представлена 

одна и та же половина лица, соответствующая эмоциональному полушарию.  

Второй ряд, первое фото – создано из левых половин исходного фото (соответ-

ствует правой половине лица).  

Фото справа от него – результат наложения преобразованных изображений с оди-

наковыми половинами.   

На каждом фото вверху программа выводит значение частотного спектра, получен-

ного в результате преобразования Фурье, что позволяет использовать их в качестве па-

раметров для оценки результата. 

Последнее (черно-белое) изображение в первом ряду получено из обратного преобра-

зования Фурье. Аналогичное фото в конце второго ряда представляет собой результат при-

менения разницы спектров двух изображений, созданных из одинаковых половин.  

Такая разница по нашей гипотезе возникает из-за асимметрии полушарий мозга че-

ловека. Имеются данные, что первые недели созревания плода лицо и мозг формируются 

вместе, влияя друг на друга, затем мозг уходит в режим создания ДНК.  

Также у авторов появилась гипотеза, что на формирование индивидуальных особен-

ностей лица влияют два аспекта.  
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Первый аспект. Ребенку-человеку от рождения дается имя, что является  абстрактной 

конструкцией, по сути имя дается мозгу будущей личности. Фамилия добавляется как родо-

вая память со своим факторным наследством.  

Таким образом, имя и фамилия могут влиять на формирование особенностей лица.  

Второй аспект. Мозг по существу есть фабрика белков. Нейрон через синапс и 

нейромедиатор при особой картинке создает белки серотина, дофинама, нороандрена-

лина и эти белки уходят на входы рецепторов других нейронов. Они в конце концов до-

стигают центра удовольствия, который посылает сигнал в мозг. Результат – эмоция через 

удовольсвтие. Получается, первоначально все "видит" мозг, а не сознание человека. Ко-

гда мы чувствуем злость, страх, беспокойство, тревогу и другие вызывающие стресс эмо-

ции, в кровь выбрасываются гормоны стресса, в том числе кортизол и цитокины, которые 

влияют на работу иммунной системы. 

 

Рис. 3. Результат обработки первого близнеца 

В результате обработки фотографии имеется 7 показателей, для каждого из кото-

рых рассмотрены 4 параметра. Таким образом формируется вектор из 28 значений.  

Полученные значения вектора для первого близнеца хранятся в таблице, которая 

показана на рис. 4. 

 

Рис. 4. Полученные значения вектора для первого близнеца 
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Аналогично проводится процедура обработки фотографии второго близнеца.  

Полученные значения вектора для второго близнеца хранятся в таблице, которая 

показана на рис. 5. 

 

Рис. 5. Полученные значения вектора для второго близнеца 

Сравнивая две таблицы, можно заметить разницу между значениями двух векто-

ров, что подтверждает тот факт, что на фотографиях разные люди. Сравнение значений 

векторов производится по модифицированному автором алгоритму Эвклида, который 

описан ранее. 

Работа алгоритма была проверена на 8 фотографиях и была успешной. Разработан-

ная программа может служить дополнительным инструментом для исследователей, за-

нимающихся проблемой идентификации субъектов, близких по ДНК. 
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Аннотация. Статья посвящена исследованию перспективных направлений проектирова-

ния рекомендательной системы для сервиса предзаказа и доставки RapiDo с акцентом на 

методы глубокого обучения и проблемы моделей на холодном старте. Авторами проанали-

зированы существующие типы рекомендательных систем, их особенности в сервисах 

предзаказа и доставки и аспекты недостаточной эффективности современных моделей, свя-

занной с отсутствием учета контекста заказа, индивидуальных предпочтений пользовате-

лей, неактуальностью используемых данных и отсутствием обратной связи. В статье рас-

смотрены основные типы рекомендательных систем, используемых крупнейшими россий-

скими платформами доставки и сведения о пользователе, которые сервисы используют при 

построении своих рекомендательных моделей, а также выделены ключевые направления 

проектирования рекомендательной системы RapiDo, учитывая необходимость работы с 

ограниченными данными на ранних стадиях. Особое внимание авторы уделяют архитекту-

рам рекомендательных моделей, основанным на методах глубокого обучения, рассматри-

вая более десятка наиболее популярных вариантов. Анализируются перспективные под-

ходы, включая адаптивное обучение на основе обратной связи пользователей, коллабора-

тивную фильтрацию с использованием демографических данных и гибридные механизмы, 

комбинирующие различные методы для улучшения точности и стабильности предсказа-

ний. Статья представляет первые результаты исследования и подчеркивает важность инте-

грации глубокого обучения в систему рекомендаций RapiDo для достижения высокой точ-

ности модели и решения проблемы недостатка данных на ранних стадиях. 
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Введение 

Сегодня популярность рекомендательных систем на цифровых платформах и сер-

висах растет. Эффективные системы рекомендаций, предоставляющие наиболее точные 

подборки, способны увеличивать вероятность положительного отклика и роста лояльно-

сти со стороны пользователей платформы. Рекомендательные системы оцениваются че-

рез различные метрики, каждая из которых фокусируется на определенном аспекте ка-

чества рекомендаций: полнота, новизна, разнообразие, serendipity [4]. Однако суще-

ствуют проблемы, которые снижают эффективность рекомендательных систем. Они свя-

заны с недостаточным учетом индивидуальных предпочтений пользователей, неактуаль-

ностью используемых данных, недостатком разнообразия предлагаемых рекомендаций, 

отсутствием учета контекста и обратной связи от пользователей, а также сложностью 

применяемых алгоритмов и скудностью данных о пользователях [1–3].  

Целью работы является обзор и анализ существующих рекомендательных систем, 

включая изучение применяемых алгоритмов и выявление основных тенденций в их раз-

витии. В рамках исследования планируется определить перспективные направления для 

проектирования рекомендательной системы, оптимизированной для сервиса предзаказа 

и доставки RapiDo.  

Сервис RapiDo представляет собой платформу для онлайн-заказа товаров и услуг с 

последующей доставкой их до пользователя. Рекомендательная система в таком сервисе 

должна учитывать все доступные данные и непрерывно обучаться, предлагая не только 

рекомендации аналогичных товаров или услуг, но и прогнозируя виды позиций, которые 

могут заинтересовать пользователя. Кроме того, система должна быть адаптирована для 

пуска при холодном старте.  

Для достижения поставленных целей авторами был проведен анализ типов реко-

мендательных систем с теоретической и практической точек зрения, а также исследо-

ваны существующие рекомендательные системы крупнейших российских платформ на 

основе нейронных сетей, рассмотрены фактические проблемы, с которыми сталкиваются 

такие сервисы и выделены направления проектирования рекомендательной системы сер-

виса RapiDo. 

1. Обзор типов существующих рекомендательных систем 

Проанализировав научные публикации российских авторов [5–7], можно заклю-

чить, что вопрос типологии рекомендательных систем освещен в российской литературе 

недостаточно. В свою очередь, количество зарубежных публикаций, посвященных раз-

личным предметным областям и теоретическим аспектам рекомендательных систем, су-

щественно выше и продолжает расти [8–9]. Наиболее точное, на наш взгляд, описание 

типов рекомендательных систем представлено в работе A survey on Modern 

Recommendation System Based on Big Data [10]. В статье классифицируют рекоменда-

тельные системы в соответствии с четырьмя типами: контент-ориентированные, колла-

боративные, основанные на знаниях и гибридные.  
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Контент-ориентированная рекомендательная система или система с фильтрацией 

содержимого (content-based filtering) сравнивает предпочтения пользователя по двум 

направлениям: как по профилю пользователя, рассматривая наборы его предпочтений, 

демографическую и иную информацию, так и по профилю объекта, где отражен набор 

его характерных свойств и особенностей, например, при подборе блюд необходимо учи-

тывать направление кухни, категорию блюда, вкусовые характеристики, основной со-

став, калорийность, уровень заведения и иные особенности объекта [11].  

Коллаборативная рекомендательная система или система рекомендаций на основе 

коллаборативной фильтрации (collaborative filtering) представляет собой алгоритм, кото-

рый сопоставляет профиль пользователя с профилями других пользователей, определяя 

профили с аналогичными предпочтениями, и предполагает, что выявленные предпочте-

ния могут быть полезными для данного пользователя.  

Система рекомендаций, основанная на знаниях (Knowledge-Based Filtering), отно-

сится к типу рекомендательных систем, основанных на предварительных знаниях о пред-

почтениях пользователя, как в контексте контент-ориентированного подхода, так и кол-

лаборативного. Однако такой подход требует наличия исторической информации о поль-

зователе. Например, если компания имеет партнерские отношения с другими сервисами, 

которые собирают информацию о предпочтениях пользователей, при запуске нового сер-

виса она может использовать все доступные данные о конкретном пользователе для фор-

мирования для него персональных рекомендаций [12]. 

Гибридная рекомендательная система (Hybrid Filtering) может сочетать в себе раз-

личные типы систем, описанные выше, или использовать их комбинацию. На данный 

момент не существует универсального подхода или рекомендаций по комбинированию 

этих типов. Все зависит от конкретной задачи и желаемого результата.  

С точки зрения авторов, рассмотренные типы рекомендательных систем не учитывают 

некоторые факторы, например, предпочтительные место и время. Так, если пользователь 

желает пообедать в кафе и его обеденный перерыв ограничен по времени, он с высокой до-

лей вероятности выберет заведение, расположенное рядом с местом работы. Если тот же 

пользователь принял решение поужинать в заведении, то местоположение в данном случае 

уже будет менее значимым фактором, а большее внимание будет уделяться предпочтениям 

в отношении кухни заведения, его формата и специальных предложений. Скидки и акцион-

ные предложения от заведений, а также события, связанные с определенными датами, также 

не учитываются ни одним из рассмотренных выше типов систем.  

Особенную сложность вызывает проектирование рабочих процессов системы на 

"холодном старте" когда стартовые данные о пользователи крайне скудны. Холодный 

старт представляет собой процесс первоначального построения и обучения систем, когда 

еще нет исторических данных о предпочтениях пользователей или информации о покуп-

ках, что является одной из ключевых проблем, с которыми сталкиваются разработчики 

систем искусственного интеллекта, особенно в контексте глубокого обучения. С точки 

зрения нейросетей, холодный старт представляет собой процесс инициализации весов и 

смещений нейронных сетей, который определяет начальную точку для обучения и вли-

яет на его эффективность и стабильность. 

Для оптимизации процесса холодного старта могут быть использованы следующие 

механизмы. Адаптивное обучение, где рекомендательная система может обучаться на 

основе обратной связи от пользователей, в режиме реального времени пользователь зна-

комит систему со своими предпочтениями и интересами, чтобы в последующем система 
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сразу рекомендовала то, что может ему понравиться. Коллаборативная фильтрация на ос-

нове демографических данных, которые пользователи указывают при регистрации (пол, 

дата рождения и местоположение). При этом выделяют два основных подхода к примене-

нию демографической информации о пользователе: экспертным образом, когда составля-

ются стереотипы для различных демографических категорий самим экспертом, который 

определяет, что на холодном старте показывать каждой из категорий, и выявление демогра-

фических категорий методом кластеризации [13]. Гибридные механизмы, когда различные 

методы могут быть объединены для улучшения точности и стабильности предсказаний. 

Например, коллаборативную фильтрацию используют вместе с глубоким обучением.  

Кроме того, авторы готовы протестировать гипотезу о возможном влиянии вре-

мени года, месяца рождения и знака зодиака пользователя на его предпочтения при вы-

боре того или иного блюда на холодном старте системы. Исследователи в области аст-

рологии неоднократно заявляли, что знак зодиака может оказывать влияние на вкусовые 

предпочтения человека, подчеркивая, что вкусовые предпочтения людей различных зна-

ков зодиака могут быть объяснены планетарными влияниями и элементами, которые 

представлены в их гороскопе. Некоторые знаки преимущественно предпочитают клас-

сические и консервативные блюда, тогда как другие отдают предпочтение экзотической 

и необычной кухне. Эти данные будут учтены при проектировании механизма рекомен-

дательной модели и при тестировании системы авторы будут наблюдать и анализировать 

поведение модели и ее результативность. Внедрение нейронных сетей, успешно исполь-

зующих в своих механизмах данные о знаках зодиака пользователей [14], позволяет 

предположить, что тестирование подобной гипотезы не лишено смысла.  

В целом, холодный старт является важной проблемой в рекомендательных систе-

мах, и для ее решения требуется комбинация различных методов. Важно также пони-

мать, что эффективность каждого из этих решений зависит от конкретной ситуации и 

характеристик системы. 

2. Актуальные модели рекомендаций сервисов предзаказа и доставки 

С целью обзора рекомендательных алгоритмов авторы провели исследование акту-

альных моделей рекомендаций, применяемых в обозначенной предметной области. Так, 

в соответствии с регламентами использования рекомендательных систем, Яндекс Еда и 

Маркет Деливери используют следующие данные пользователя: исторический отчет о 

заказах, геопозицию, рейтинг доступных пунктов питания и время доставки из этих 

пунктов [15].  

С точки зрения применения рекомендательных технологий, сервис быстрой до-

ставки продуктов Самокат использует следующие данные о пользователе: товары в кор-

зине пользователя, заказанные ранее товары и время заказа через сервис [16]. По резуль-

татам применения рекомендательных технологий сервис предлагает подборки товаров: 

блоки, состоящие из ранее заказанных пользователем товаров; товарные подборки с по-

хожими, сопутствующими и дополнительными товарами; товарные подборки с персо-

нальными рекомендациями, маркетинговыми товарами и скидками. 

Сервис доставки продуктов и товаров для дома СберМаркет использует рекомен-

дации двух типов: персонализированные и не персонализированные [17]. К персонали-

зированным рекомендациям можно отнести интересные пользователю товары, а к не 

персонализированным – предположительно интересные товары.  
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СберМаркет использует следующие данные о пользователе: уже приобретенные 

через сервис товары, просмотренные на сервисе товары.  

После изучения представленных сервисами правил применения рекомендательных 

технологий, были определены типы используемых в данных сервисах рекомендательных 

систем, представленные в табл. 1.  

Таблица 1.  Типы рекомендательных систем 

Сервис 
Основанная на 

контенте 

Коллаборативный 

тип 

Основанная на 

знаниях 

Гибридная 

Яндекс Еда + + - + 

Деливери Маркет + + - + 

Самокат + - - - 

Сбер Маркет + - + + 

Таким образом, Яндекс Еда, Деливери Маркет и СберМаркет используют гибрид-

ные модели. Самокат в основном использует рекомендательную систему, основанную на 

контенте. Особенности подборки в крупной розничной сети "Лента" во многом схожи с 

рекомендационной моделью Самоката [18]. В табл. 2 представлены сведения о пользо-

вателе, которые используют сервисы при построении рекомендательных моделей.  

Таблица 2. Используемые сведения о пользователе 

 Яндекс Еда Деливери Маркет Самокат Сбер Маркет 

История заказов + + + + 

Геопозиция + + - - 

Рейтинг доступных заведений + + - - 

Время доставки  + + - - 

Время заказа - - + - 

Товары в корзине - - + - 

Просмотренные товары - - - + 

Товары в избранном - - - - 

Поисковые запросы пользователя - - - - 

Модель устройства - - - - 

Применение фильтров - - - - 

Заполненные анкеты - - - - 

Ответы на вопросы - - - - 
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3. Обзор архитектур рекомендательных систем 

Для построения рекомендательных систем, основанных на глубоком обучении, 

применяются различные подходы. Гибкость глубоких нейронных сетей позволяет объ-

единить несколько блоков вместе, чтобы дополнить друг друга и сформировать более 

мощную гибридную модель. Далее рассмотрим некоторые популярные архитектуры ре-

комендационных моделей.  

Модель Wide and Deep [19] состоит из двух компонентов: "Широкого" и "Глубокого". 

"Широкий" компонент предназначен для обработки большого количества признаков и со-

бытий, а "Глубокий" – для обработки сложных взаимосвязей между признаками. Оба ком-

понента используют нейронные сети для обучения и обработки данных. "Широкий" компо-

нент использует большое количество простых нейронов для обработки каждого признака 

отдельно, в то время как "Глубокий" компонент использует меньшее количество сложных 

нейронов для анализа взаимосвязей между различными признаками. Общая идея заключа-

ется в том, что нейронная сеть, теоретически, может усвоить любую функциональную зави-

симость. Это значит, что зависимость, которую модель коллаборативной фильтрации выра-

жает матричной факторизацией, может быть усвоена нейронной сетью. NCF предлагает 

простой слой представления сразу для пользователей и объектов (похожий на классическую 

факторизацию матриц), за которым следует простая нейронная сеть вроде многослойного 

перцептрона, которая должна усвоить зависимость между представлениями пользователя и 

объекта, аналогичную произведению факторизованных матриц [20].  

DeepFM [21] состоит из машины факторизации для рекомендаций и глубокого обу-

чения для изучения функций, сочетает в себе их возможности. Модель способна автома-

тически извлекать сложные взаимодействия между признаками, а также учитывать вза-

имодействия различных порядков, что позволяет учитывать как линейные, так и нели-

нейные зависимости между признаками. Обе части модели используют один и тот же 

входной слой представления (embedding). Необработанные признаки трансформиру-

ются, чтобы закодировать категориальные признаки унитарным кодом (one-hot 

encoding). С математической точки зрения, входные данные DeepFM представляют со-

бой данные из m полей, состоящие из пар (u, i), которые являются идентификаторами и 

характеристиками пользователя и элемента, а также двоичной метки y, которая указы-

вает поведение пользователя. В компоненте машины факторизации, помимо линейных 

взаимодействий (1-го порядка) между объектами, моделируются попарные взаимодей-

ствия объектов (2-го порядка) как внутреннее произведение соответствующих скрытых 

векторов признаков. Многослойный персептрон использует нелинейные активации и 

глубокую структуру для моделирования взаимодействий высокого порядка. Итоговое 

предсказание (показатель кликабельности), выдаваемое последним словом нейронной 

сети, определяется как сумма предсказаний матричной факторизации и нейронной сети, 

пропущенная через сигмоидную функцию активации.  

Extreme Deep Factorization Machine (xDeepFM) – машина экстремальной глубокой 

факторизации [22], представляет собой новую модель, которая объединяет сжатую сеть 

взаимодействия (CIN) с классическим DNN. CIN генерирует взаимодействия объектов 

явно и на векторном уровне, разделяя некоторые функциональные возможности со 

сверхточными нейронными сетями (CNN) и рекуррентными нейронными сетями (RNN). 
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Эта комбинация позволяет xDeepFM явно изучать определенные взаимодействия объек-

тов ограниченной степени, а также неявно изучать произвольные взаимодействия объек-

тов низкого и высокого порядка.  

Neural Factorization Machines – машины нейронной факторизации для разреженного 

прогнозирующего анализа [23]. Эта модель объединяет эффективность машин линейной 

факторизации с высокой способностью представления нелинейных нейронных сетей для 

разреженного прогнозирующего анализа. Ключом к его архитектуре является операция, 

называемая объединением билинейных взаимодействий, которая позволяет модели нейрон-

ной сети изучать более информативные взаимодействия объектов на более низком уровне. 

Благодаря укладке нелинейных слоев поверх слоя с билинейным взаимодействием ав-

торы смогли углубить машину мелкой линейной факторизации, эффективно моделируя 

взаимодействия объектов более высокого порядка и нелинейные взаимодействия объек-

тов, чтобы улучшить выразительность машины факторизации. В отличие от традицион-

ных методов глубокого обучения, которые просто объединяют или усредняют векторы 

встраивания на низком уровне, это использование объединения с билинейным взаимодей-

ствием кодирует более информативные взаимодействия объектов, значительно облегчая 

изучение значимой информации на следующих "глубоких" уровнях.  

Рекомендационная модель глубокого обучения (Deep Learning Recommendation 

Model, DLRM) [24] работает следующим образом: каждый категориальный признак 

представлен вектором представления, а постоянные признаки обрабатываются много-

слойным перцептроном таким образом, чтобы на выходе получались векторы такого же 

размера, как и векторы представления. На второй стадии рассчитываются взаимные про-

изведения всех векторов представления и выходных векторов перцептрона. После этого 

произведения соединяются вместе и передаются в другой многослойный перцептрон, а 

в конце концов – в функцию сигмоиды, выдающую вероятность.  

Neural Graph Collaborative Filtering (NGCF) [25] – это вариант Graph Convolutional 

Network (GCN) [26], который использует взаимодействия пользователя и элемента для изу-

чения коллаборативного сигнала, который выявляет поведенческое сходство между пользо-

вателями, для улучшения рекомендаций. Для оценки эффективности модели использова-

лись рейтинговые прогнозы на основе наборов данных Yelp 2018 и Amazon-book.  

Многокомпонентная сверточная коллаборативная фильтрация графов (MCCF) [27] 

является одним из подходов, который изучает скрытую мотивацию покупки с помощью 

механизма привлечения внимания (Graph Attention Networks [28]) и сочетает ее с функ-

циями явного взаимодействия пользователя с товаром для получения лучших рекомен-

даций. Авторы оценили эффективность MCCF на наборах данных MovieLens, Amazon 

Product Recommendation и Yelp.  

DiffNet++ [29] модель, которая лучше изучает пользовательские вложения на ос-

нове двух отдельных графиков, с сигналами скрытого интереса пользователя, поступаю-

щими из графа пользователь-элемент, и сигналами влияния пользователя, поступаю-

щими из графа пользователь-пользователь. Он был протестирован на Yelp, Epinions и 

Dianping. 

Cистемы рекомендаций на основе сессий (Session-based Recommender Systems) ана-

лизируют краткосрочные предпочтения пользователей и динамику их изменения [30]. 

Каждая сессия состоит из нескольких взаимодействий пользователя с элементами си-

стемы, которые происходят совместно в течение непрерывного периода времени. Рассмат-

ривая каждую сессию в качестве базовой единицы входных данных, SBRS может выявлять 
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как краткосрочные предпочтения пользователя из его последних сессий, так и динамику его 

предпочтений, отражающую изменение его предпочтений от сессии к сессии, и использо-

вать данную информацию для генерирования более точных и своевременных рекоменда-

ций. Решаемые SBRS задачи по генерированию рекомендаций можно условно разделить на 

три категории: рекомендация следующего взаимодействия в текущей сессии; рекомендация 

оставшейся части сессии (т.е. полный список оставшихся взаимодействий для завершения 

текущей сессии); рекомендация по содержанию следующей сессии.  

Входные данные SBRS называют контекстом сессии. SBRS генерирует рекоменда-

ции в зависимости от контекста текущей сессии. В зависимости от категории решаемой 

задачи в качестве входных данных может использоваться следующая информация: дан-

ные, известные о текущей сессии – представляют собой список взаимодействий, произо-

шедший в сессии к текущему моменту времени; данные, известные о прошлых сессиях 

– исторические данные; комбинация пунктов 1 и 2. 

В основном в SBRS используются два типа подходов на основе анализа шабло-

нов/правил: анализ частых шаблонов, заключающийся в выявлении внутри неупорядо-

ченной сессии часто встречающихся шаблонов или ассоциативных правил для взаимо-

действий и генерирования последующих рекомендаций на основе данной информации; 

анализ шаблонов последовательностей, заключающийся в выявлении в упорядоченных 

сессиях шаблонных последовательностей в последовательности сессий или взаимодей-

ствий и генерировании последующих рекомендаций на основе данной информации. 

В SBRS используют следующие базовые типы архитектуры нейронной сети: рекур-

рентную нейронную сеть (Recurrent Neural Networks, RNN); многослойную сеть персеп-

тронов (Multi-Layer Perceptron networks, MLP); сверточную нейронную сеть 

(Convolutional Neural Networks, CNN); графовую нейронную сеть (Graph Neural Net-

works, GNN). 

4. Проектирование системы рекомендаций  

С учетом необходимости учитывать краткосрочные предпочтения для рекоменда-

ции товаров был сделан выбор в пользу систем рекомендаций на основе сессий.  

Доступны следующие входные данные: информация о пользователях: дата рожде-

ния, текущее местоположение; информация о товарах: категория товара, цена, доступ-

ность самовывоза, время приготовления, идентификатор заведения; информация о заве-

дениях: адрес, время работы, оценки пользователей, тип заведения; информация о ме-

стоположении и текущем времени: на основе местоположения рассчитывается расстоя-

ние до заведения и время доставки или проезда, текущее время может помочь рекомен-

довать товары с учетом потребностей пользователя в различное время суток; информа-

ция о взаимодействии пользователя с товарами: оценка товара пользователем, просмотр, 

добавление в корзину, заказ товара пользователем; информация о взаимодействии поль-

зователя с заведением: оценка заведения пользователем, просмотр. 

Заключение 

В данной статье были рассмотрены теоретические и практические аспекты постро-

ения рекомендательных моделей, их типология, архитектура и направления проектиро-

вания. Авторы провели обзор существующих типов рекомендательных систем и акту-

альных моделей рекомендаций сервисов предварительного заказа и доставки. 
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Также был представлен обзор архитектур рекомендательных систем и освещены 

основные этапы проектирования системы рекомендаций. Результаты исследования по-

казывают, что эффективное проектирование рекомендательной системы требует учета 

множества факторов, таких как тип данных, цель рекомендации, архитектура системы и 

пользовательские предпочтения. 

Авторы выделили основные направления в проектировании архитектуры рекомен-

дательной системы, которые могут быть применимы для интеграции на платформы пред-

варительного заказа и доставки, такие как использование коллаборативной фильтрации, 

анализ поведения пользователей, применение машинного обучения и построение семан-

тических сетей. 

Однако, несмотря на то что рекомендательные системы могут существенно улуч-

шить пользовательский опыт и повысить конверсию на платформах предварительного 

заказа, авторы отмечают, что проблема эффективного решения задачи рекомендации то-

варов и услуг все еще остается актуальной, и требуется проведение дальнейших иссле-

дований для усовершенствования существующих моделей и разработки новых подходов. 
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published since 1994 in the series of the journal ʺBulletin of Perm Universityʺ. Then it was registered as an inde-

pendent publication in 2007. 

An author is allowed to publish no more than one article (also as co-author) in any section for each issue 

of the journal.  

Article’s structure should be accordant with the rules below and should be sent through the author's per-

sonal account on the journal's website. Articles should be sent in two formats: a text document and a pdf-file 

without information about the author(s) (for review). Authors contact data (name, position and place of work with 

address, e-mail, phone number in a text document) and an expert letter on the open publication possibility 

should be sent with the manuscript. Author(s) must make and sign an agreement. 

Abstract (in Russian and English) should contain main information of research: a problem including the 

goals and objectives of the study; research methods with novelty indication, if any; significant results and findings. 

The abstract size is approximately 250 words. 

Text should contain sections: Introduction, Materials and Methods, Results, Discussion, Conclusion, Ac-

knowledgments. The manuscript size is at least 6 typewritten pages. 

An article text must be formatted in the editor Word. The sheet format is A4. The top and bottom margins 

are 2.6 cm, the right and left margins are 2.5 cm. The distances to the header and footer are 1.25 cm. Times New 

Roman Cyr font, size – 12 pt, single spacing. Legends for figures and tables are typed in italics style. Formulas 
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Keywords in Russian: 5–7 words or phrases (Times New Roman font – 11 pt, italic). 

Information for citation in English (Times New Roman font – 11 pt, italic). 

Acknowledgments in English (Times New Roman font – 11 pt, italic). 

Submitted, approved, accepted dates of receipt in English (Times New Roman font – 11 pt, italic). 

TITLE in English (Times New Roman font – 16 pt, bold). 

In English author (s) name in full, place of work (with departments), city, country (Times New Roman font – 

11 pt), e-mail.  

Abstract in English (Times New Roman font – 11 pt). 

Keywords in English: 5–7 words or phrases (Times New Roman font – 11 pt). 

Information for citation in English (Times New Roman font – 11 pt). 

Acknowledgments in English (Times New Roman font – 11 pt). 
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at http://www.psu.ru/files/docs/ob-universitete/smi/nauchnyj-

zhurnal/metodicheskie_materialy/standart_Harvard.doc 

 

REVIEW AND PUBLICATION OF ARTICLES 

All manuscripts are double-blind peer-reviewed by two research scientists. If a disputable situation arises, 

a third reviewer is appointed. The final decision on the manuscript publication is made by the editor-in-chief of the 

journal. 

The receipt date of the article is the day of its submission through the personal account on the journal's 

website or by e-mail of the journal (or editor-in-chief). Manuscripts are reviewed in the order they are received 

within one month, review period may be changed depending on a situation complexity and a works amount. The 

journal editors can to edit the article text without basic meaning change. 

Approved articles are published free. The full-text version of each manuscript is posted on the journal's 

website and in the RSCI system (e-library). 
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