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Аннотация. Рассматривается задача оптимального управления с переменной структурой, описы-

ваемая в различных отрезках времени различными обыкновенными нелинейными дифференци-

альными уравнениями дробного порядка. Применяя аналог метода приращений, доказано необхо-
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уравнения Эйлера. 

Ключевые слова: задача оптимального управления; функционал качества; функция Гамильтона–

Понтрягина; аналог принципа максимума Л.С. Понтрягина; необходимое условие оптимальности; 

допустимое управление, линеаризованное условие максимума, аналог уравнения Эйлера 

Для цитирования: Ахмедова Ж.Б. Об одной задаче управления переменной структурой с дробными 

производными Капуто // Вестник Пермского университета. Математика. Механика. Информатика. 2024. 

Вып. 2(65). С. 5–16. DOI: 10.17072/1993-0550-2024-2-5-16. 

Статья поступила в редакцию 08.04.2024; одобрена после рецензирования 25.05.2024; принята к 

публикации 11.06.2024. 

 

«Mathematics» 

Research article 

On one Control Problem of a Variable Structure  

With Fractional Caputo Derivatives 
Zhalya B. Ahmedova 

Baku State University, Baku, Azerbaijan  

Institute of control system of the National academy of sciences of Azerbaijan, Baku, Azerbaijan 

jaleahmadova23@gmail.com 

Abstract. We consider an optimal control problem with a variable structure, described in different time 

intervals by various ordinary nonlinear fractional differential equations. Using an analogue of the 

incremental method, a necessary condition for first-order optimality is proved. In the case of convex 

control domains, a linearized maximum condition is proved, and in the case of open control domains, an 

analogue of the Euler equation is obtained. 

Keywords: optimal control problem; quality functionality; Hamilton-Pontryagin function; analogue of the 

maximum principle of L.S. Pontryagin; necessary condition for optimality; admissible control, linearized 

maximum condition, analogue of Euler's equation 

For citation: Ahmedova, Zh. B. (2024), "On one Control Problem of a Variable Structure With Fractional 

Caputo Derivatives", Bulletin of Perm University. Mathematics. Mechanics. Computer Science, no. 2(65), pp. 5-16. 

DOI: 10.17072/1993-0550-2024-2-5-16. 

                                                           

 Эта работа © 2024 Ахмедова Ж.Б. распространяется под лицензией CC BY 4.0. Чтобы 

просмотреть копию этой лицензии, посетите https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 



Ж. Б. Ахмедова 

6 

The article was submitted 08.04.2024; approved after reviewing 25.05.2024; accepted for publication 

11.06.2024. 

 

Введение 

Задачи оптимального управления, опи-

сываемые различными дифференциальными, 

интегро-дифференциальными уравнениями с 

переменной структурой, или же задачи опти-

мального управления многоэтапными процес-

сами или же задачи оптимального управле-

ния, описываемые различными дифференци-

альными, интегро-дифференциальными урав-

нениями постоянной структурой, широко ис-

следованы. В этом направлении можно отме-

тить работы [1–4].  

В работе [5] рассмотрена одна задача 

оптимального управления с переменной 

структурой, но многоточечным функциона-

лом качества. При различных предположени-

ях на параметры рассматриваемой задачи до-

казаны аналоги принципа максимума Л.С. 

Понтрягина, линеаризованного условия мак-

симума и аналог уравнения Эйлера.  

Многочисленные свойства дробных 

операторов вызвали в последние годы боль-

шой интерес к дробному исчислению, а также 

к широкому кругу приложений, связанных 

моделированием областей подобных физиче-

ских проблем. В последние годы особенно 

широко применяются дробные производные 

Римана–Лиувилля и Капуто. Простота приме-

нения этих производных привлекла внимание 

многих ученых. К настоящему времени зада-

чи оптимального управления, описываемые 

различными дифференциальными уравнения-

ми с дробными производными, интенсивно 

исследуются (см. например, [6, 7]). 

В работах, например [6–9], изучены 

различные задачи оптимального управления, 

описываемые обыкновенными дифференци-

альными уравнениями с дробными производ-

ными.  

В работе [10] исследована задача опти-

мального управления, описываемая системой 

обыкновенных дифференциальных уравнений 

с дробной производной Капуто, где функцио-

нал качества является многоточечным функ-

ционалом. Установлен аналог принципа мак-

симума Понтрягина. 

В предлагаемой работе рассмотрена 

дробная задача оптимального управления с 

переменной структурой, описываемой двумя 

системами дифференциальных уравнений.  

Получен аналог принципа максимума 

Понтрягина.  

В случае выпуклых областей управления 

доказан линеаризованный принцип максимума, 

а в случае открытости областей управления по-

лучен аналог уравнения Эйлера. 

1. Постановка задачи  

Пусть управляемый процесс описывает-

ся системой нелинейных уравнений: 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑡 ∈ 𝑇1 = [𝑡0, 𝑡1],   (1) 

 𝐷𝑡1

𝐶
𝑡
𝛼𝑦 = 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑣), 𝑡 ∈ 𝑇2 = [𝑡1, 𝑡2]   (2) 

с начальными условиями 

   𝑥(𝑡0) = 𝑥0,                     (3) 

  𝑦(𝑡1) = 𝐺(𝑥(𝑡1)),                 (4) 

где  

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼𝑥(𝑡) =

1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫

𝑥(𝑛)(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1+𝛼−𝑛
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

,     

𝑛 = [𝛼] + 1, 𝛼 ∈ 𝑅+  

левая дробная производная Капуто [9, 11, 12].  

Здесь 𝛼 ∈ [0,1], 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)′ и 

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚)′ − состояния управляемого 

объекта, 𝑥(𝑡) ∈ 𝐶𝑛([𝑡0, 𝑡1]), 𝑦(𝑡) ∈ 𝐶𝑛([𝑡1, 𝑡2]), 

𝑥0 − заданный постоянный вектор, 

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) ((𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣))) − заданная 𝑛 (𝑚)-

мерная вектор-функция, непрерывная по со-

вокупности переменных вместе с частными 

производными по 𝑥 (𝑦), 𝐺(𝑥) – заданная 

непрерывно-дифференцируемая m-мерная 

вектор-функция, 𝑢(𝑡) и 𝑣(𝑡) – соответственно 

𝑟 и 𝑞-мерные кусочно-непрерывные (с конеч-

ным числом точек разрыва первого рода) век-

тор-функции, управляющих воздействий, 

принимающие свои значения из заданных не-

пустых и ограниченных множеств 𝑈 и 𝑉, т.е.  

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟, 𝑡 ∈ 𝑇1, 
𝑣(𝑡) ∈ 𝑉 ⊂ 𝑅𝑞 , 𝑡 ∈ 𝑇2.               (5)  

Требуется минимизировать следующий 

функционал качества: 

 𝐽(𝑢, 𝑣) = 𝜑1(𝑥(𝑡1)) + 𝜑2(𝑦(𝑡2)),   (6) 

определенный на решениях задачи (1)–(4), 

порожденных всевозможными допустимыми 

управлениями. 
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Здесь 𝜑1(𝑥) и 𝜑2(𝑦) − заданные 

непрерывно-дифференцируемые скалярные 

функции. 

Пару (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡)), удовлетворяющую 

вышеприведенным свойствам, назовем допу-

стимым управлением.  

2. Вычисление приращения  

функционала качества 

Пусть (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡), 𝑥𝜊(𝑡), 𝑦𝜊(𝑡)) – не-

который фиксированный, а (𝑢̄(𝑡) = 𝑢𝜊(𝑡) +

𝛥𝑢(𝑡), 𝑣̄(𝑡) = 𝑣𝜊(𝑡) + 𝛥𝑣(𝑡), 𝑥̄(𝑡) = 𝑥𝜊(𝑡) +
𝛥𝑥(𝑡), 𝑦̄(𝑡) = 𝑦𝜊(𝑡) + 𝛥𝑦(𝑡)) − произвольный 

допустимые процессы. 

Тогда приращение функционала каче-

ства записывается следующим образом: 

𝛥𝐽(𝑢𝜊, 𝑣𝜊) = 𝐽(𝑢̄, 𝑣̄) − 𝐽(𝑢𝜊, 𝑣𝜊) = 
= [𝜑1(𝑥̄(𝑡1)) − 𝜑1(𝑥𝜊(𝑡1))] + 

+[𝜑2(𝑦̄(𝑡2)) − 𝜑2(𝑦𝜊(𝑡2))].            (7)                            

Ясно, что (∆𝑥(𝑡), ∆𝑦(𝑡)) является реше-

нием следующей задачи: 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) − 

−𝑓(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡)),                    (8) 

∆𝑥(𝑡0) = 0,                           (9)  

 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑦̄(𝑡), 𝑣̄(𝑡)) − 

−𝑔(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡)),                   (10) 

∆𝑦(𝑡1) = 𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥0(𝑡1)).     (11) 

Пусть 𝜓(𝑡) и 𝑝(𝑡) пока произвольные 𝑛 

и m-мерные, соответственно, вектор-функции.  

Умножая обе стороны уравнений (8) и 

(10) скалярно на 𝜓(𝑡) и 𝑝(𝑡), соответственно, 

и интегрируя обе стороны полученных соот-

ношений по 𝑡 от 𝑡0 до 𝑡1 и от 𝑡1 до 𝑡2 соответ-

ственно, введя аналоги функции Гамильтона–

Понтрягина следующим образом: 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜓) = 𝜓′𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 

𝑀(𝑡, 𝑦, 𝑣, 𝑝) = 𝑝′𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑣), 

далее, применяя формулу интегрирования по 

частям для интегралов Римана–Лиувилля [8, 

9], а также учитывая условие (9), получим  

∫ 𝜓′(𝑡) 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

= 

= ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡1

𝛼 𝜓′(𝑡)∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡)∆𝑥(𝑡)|𝑡0

𝑡1 = 

= ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡1

𝛼 𝜓′(𝑡)∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡1)∆𝑥(𝑡1) + 𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡0)∆𝑥(𝑡0) = 

 = ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡1

𝛼 𝜓′(𝑡)∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡1)∆𝑥(𝑡1) = 

= ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡.     (12) 

Аналогично получим  

∫ 𝑝′(𝑡) 𝐷𝑡1

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

= 

= ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡2

𝛼 𝑝′(𝑡)∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝(𝑡2)∆𝑦(𝑡2) + 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝(𝑡1)∆𝑦(𝑡1) = 

= ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡2

𝛼 𝑝′(𝑡)∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝′(𝑡2)∆𝑦(𝑡2) + 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝′(𝑡1)[𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥𝜊(𝑡1))] = 

= ∫ [𝑀(𝑡, 𝑦̄(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡)]𝑑𝑡.    ( 13) 

С учетом (12), (13) из формулы прира-

щения (7) получим, что  

∆𝐽(𝑢, 𝑣) = [𝜑1(𝑥̄(𝑡1)) − 𝜑1(𝑥𝜊(𝑡1))] + 

+[𝜑2(𝑦̄(𝑡2)) − 𝜑2(𝑦𝜊(𝑡2))] + 

+ ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡1

𝛼 𝜓′(𝑡)∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡1)∆𝑥(𝑡1) − 

− ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 + 

+ ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡2

𝛼 𝑝′(𝑡)∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝′(𝑡2)∆𝑦(𝑡2) + 
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+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝′(𝑡1)[𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥𝜊(𝑡1))] − 

− ∫ [𝑀(𝑡, 𝑦̄(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]𝑑𝑡.              (14) 

Используя формулу Тейлора, получим, что 

 𝜑1(𝑥̅(𝑡1)) − 𝜑(𝑥𝜊(𝑡1)) = 

= 𝜑𝑥
′ (𝑥𝜊(𝑡1))∆𝑥(𝑡1) + 𝑜1(‖∆𝑥(𝑡1)‖), (15) 

𝜑2(𝑦̄(𝑡2)) − 𝜑2(𝑦𝜊(𝑡2)) = 

= 𝜑𝑦
′ (𝑦𝜊(𝑡2))∆𝑦(𝑡2) + 𝑜2(‖∆𝑦(𝑡2)‖) (16) 

и 

𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))= 

= 𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) + 

+𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡)) = 

= 𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))∆𝑥(𝑡) + 

+𝑜3(‖∆𝑥(𝑡)‖) + 𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡)) = 

= 𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))∆𝑥(𝑡) + 

+𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))∆𝑥(𝑡) − 

−𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))∆𝑥(𝑡) + 

+𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 

 −𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡)) + 

+𝑜3(‖∆𝑥(𝑡)‖),            (17) 

𝑀(𝑡, 𝑦̄(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) − 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡)) = 

= 𝑀(𝑡, 𝑦̅(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) + 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) + 

+𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) − 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡)) = 

= 𝑀𝑦
′ (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡))∆𝑦(𝑡) + 

+𝑜4(‖∆𝑦(𝑡)‖) + 

+𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) − 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡)) = 

= 𝑀𝑦
′ (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡))∆𝑦(𝑡) + 

+𝑀𝑦
′ (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))∆𝑦(𝑡) − 

−𝑀𝑦
′ (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))∆𝑦(𝑡) + 

 +𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) − 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡)) + 

𝑜4(‖∆𝑦(𝑡)‖).                       (18) 

Здесь ‖𝛼‖ норма вектора 𝛼 =
(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)′, определяемая формулой ‖𝛼‖ =

∑ |𝛼𝑖|𝑛
𝑖=1 , а 𝑜(𝛼), есть величина более высокого 

порядка чем 𝛼, т. е. 
𝑜(𝛼)

𝛼
→ 0 при 𝛼 → 0. 

Тогда формулу приращения (14) можно 

записать как 

∆𝐽(𝑢, 𝑣) = 𝜑𝑥
′ (𝑥𝜊(𝑡1))∆𝑥(𝑡1) + 

+𝜑𝑦
′ (𝑦𝜊(𝑡2))∆𝑦(𝑡2) + 𝑜1(‖∆𝑥(𝑡1)‖) + 

+𝑜2(‖∆𝑦(𝑡2)‖) + ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡1

𝛼 𝜓′(𝑡)∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡1)∆𝑥(𝑡1) − 

− ∫ 𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 − 

− ∫ [𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]

′
 ∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 − 

− ∫ 𝑜3(‖∆𝑥(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+ ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡2

𝛼 𝑝′(𝑡)∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝′(𝑡2)∆𝑦(𝑡2) + 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝′(𝑡1)[𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥𝜊(𝑡1))] − 

− ∫ [𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]𝑑𝑡 − 

− ∫ 𝑀𝑦
′ (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

− 

∫ 𝑜4(‖∆𝑦(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ [𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]

′
∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡. (19) 

Ведем обозначение: 

𝑁(𝑝(𝑡1), 𝑥) = 𝑝′(𝑡1) 𝐺(𝑥). 
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Используя формулу Тейлора, имеем 

𝑁(𝑝(𝑡1), 𝑥̅(𝑡1)) − 𝑁(𝑝(𝑡1), 𝑥0(𝑡1)) = 

= 𝑁𝑥
′ (𝑝(𝑡1), 𝑥0(𝑡1))∆𝑥(𝑡1) + 𝑜5(‖∆𝑥(𝑡1)‖). 

Предположим, что векторы функций 

𝜓(𝑡) и 𝑝(𝑡) являются решениями следующей 

системы уравнений: 

𝐷𝑡
𝐶

𝑡1

𝛼 𝜓(𝑡) = −𝐻𝑥(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡)), (20) 

𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡1) = −𝜑𝑥(𝑥(𝑡1)) + 

+𝑁𝑥
′ (𝑝(𝑡1), 𝑥0(𝑡1)),               (21) 

𝐷𝑡
𝐶

𝑡2

𝛼 𝑝(𝑡) = −𝑀𝑦(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡)), (22)  

 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝(𝑡2) = −𝜑𝑦(𝑦(𝑡2)).     (23) 

Задачу (20)–(23) назовем сопряженной 

системой для рассматриваемой задачи.  

Учитывая систему (20)–(23) из (19), по-

лучим, что 

∆𝐽(𝑢, 𝑣) = − ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

− 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 − 

− ∫ [𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]𝑑𝑡 − 

− ∫ [𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

− 

−𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]

′
 ∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 − 

− ∫ [𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]

′
∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝑜1(‖∆𝑥(𝑡1)‖) + 𝑜2(‖∆𝑦(𝑡2)‖) − 

− ∫ 𝑜3(‖∆𝑥(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− ∫ 𝑜4(‖∆𝑦(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

− 

−𝑜5(‖∆𝑥(𝑡1)‖). 

Введем обозначения 

∆𝑢̅𝐻[𝑡, 𝜓] ≡ 𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) 

− − 𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)), 

∆𝑢̅𝑀[𝑡, 𝑝] ≡ 𝑀(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) − 

−𝑀(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑣(𝑡), 𝑝(𝑡)). 

Тогда приращение функционала каче-

ства может быть представлено в виде 

𝐽(𝑢(𝑡) + ∆𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡) + ∆𝑣(𝑡)) − 

−𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 

= − ∫ ∆𝑢̅𝐻[𝑡, 𝜓]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− ∫ ∆𝑣̅𝑀[𝑡, 𝑝]𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+𝜂1(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) + 𝜂2(𝛥𝑢, 𝛥𝑣).          (24) 

Здесь 𝜂1(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) и 𝜂2(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) остаток 

формулы приращения, т.е. 

𝜂1(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) = − ∫ [𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

− 

−𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]

′
 ∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝑜1(‖∆𝑥(𝑡1)‖) − ∫ 𝑜3(‖∆𝑥(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

, 

𝜂2(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) = 

= − ∫ [𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]

′
∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝑜2(‖∆𝑦(𝑡2)‖) − ∫ 𝑜4(‖∆𝑦(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

− 

−𝑜5(‖∆𝑥(𝑡1)‖). 

Пусть ∆𝑢(𝑡) ≠ 0, ∆𝑣(𝑡) = 0. Тогда по-

лучим 

 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) − 

−𝑓(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡)),                      (25)  

∆𝑥(𝑡0) = 0,                          (26) 

 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑦̄(𝑡), 𝑣̄(𝑡)) − 

−𝑔(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡)),                    (27) 

∆𝑦(𝑡1) = 𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥0(𝑡1)).   (28) 

Отсюда следует, что  

∆𝑥(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
× 

× ∫
𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑥0(𝜏), 𝑢0(𝜏))

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

 

=
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1[𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) −

𝑡

𝑡0

 

−𝑓(𝜏, 𝑥0(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) + 

+𝑓(𝜏, 𝑥0(𝜏), 𝑢̅(𝜏))−𝑓(𝜏, 𝑥0(𝜏), 𝑢0(𝜏))]𝑑𝜏 = 

=
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1[𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) −

𝑡

𝑡0
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−𝑓(𝜏, 𝑥0(𝜏), 𝑢̅(𝜏))]𝑑𝜏 +
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× ∆𝑢̅𝑓(𝜏, 𝑥0(𝜏), 𝑢0(𝜏))𝑑𝜏,     (29)  

∆𝑦(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
× 

× ∫
𝑔(𝜏, 𝑦̅(𝜏), 𝑣̅(𝜏)) − 𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣0(𝜏))

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

 

+𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥0(𝑡1)) = 

=
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1[𝑔(𝜏, 𝑦̅(𝜏), 𝑣̅(𝜏)) −

𝑡

𝑡1

 

−𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣̅(𝜏)) + 

+𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣̅(𝜏))−𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣0(𝜏))]𝑑𝜏 + 

+𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥0(𝑡1)) = 

=
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1[𝑔(𝜏, 𝑦̅(𝜏), 𝑣̅(𝜏)) −

𝑡

𝑡1

 

−𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣̅(𝜏))]𝑑𝜏 + 

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡1

∆𝑣̅𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣0(𝜏))𝑑𝜏 

+𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥0(𝑡1)).          (30) 

Так как, в силу сделанных предположений, 

функция 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) удовлетворяет условию 

Липщица по 𝑥, то, переходя к норме в (29), по-

лучаем, что 

‖∆𝑥(𝑡)‖ ≤
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× ‖𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢̅(𝜏))‖𝑑𝜏 + 

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1‖∆𝑢̅𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

 

≤ 𝐿1

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1‖∆𝑥(𝜏)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

+ 

+ 
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× ‖∆𝑢̅𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))‖𝑑𝜏,               (31) 

где 𝐿1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторая постоянная.  

А из (30) получаем, что 

‖∆𝑦(𝑡)‖ ≤ 𝐿2

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1‖∆𝑦(𝜏)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

+ 

+ 
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡1

× 

× ‖∆𝑣̅𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣0(𝜏))‖𝑑𝜏 + 

+𝐿3‖∆𝑥(𝑡1)‖,                    (32) 

где 𝐿2, 𝐿3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторые постоянные. 

Применяя к неравенству (31) аналог леммы 

Гронуолла–Беллмана [13], приходим к оценке 

‖∆𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝐿4

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× ‖∆𝑢̅𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))‖𝑑𝜏.    (33) 

Аналогично из (32) получим 

‖𝛥𝑦(𝑡)‖ ≤ 

≤ 𝐿5 [
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1[‖𝛥𝑦(𝜏)‖ +

𝑡

𝑡1

 

+‖𝛥𝑣(𝜏)‖]𝑑𝜏 + ‖𝛥𝑥(𝑡1)‖], (34)  

где 𝐿4, 𝐿5 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторые постоянные.  

Теперь пусть ∆𝑢(𝑡) = 0, а ∆𝑣(𝑡) ≠ 0. 

При этом получим, что ∆𝑥(𝑡) = 0, а ∆𝑦(𝑡) яв-

ляется решением задачи 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑦̅(𝑡), 𝑣̅(𝑡)) − 

−𝑔(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑣(𝑡)),                (35)  

  ∆𝑦(𝑡1) = 0.                      (36) 

По аналогии с доказательством оценки 

(34) доказывается справедливость оценки 

 ‖∆𝑦(𝑡)‖ ≤ 

≤ 𝐿6

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1‖∆𝑣̅𝑔[𝜏]‖𝑑𝜏

𝑡 

𝑡1

  (37)  

где 𝐿6 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторая постоянная.  

3. Основной результат 

Пусть 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) произвольная точка 

непрерывности управляющей функции 𝑢(𝑡), 

𝑤1 ∈ 𝑈 − произвольный вектор, а 𝜀 > 0 про-

извольное достаточно малое число, такое, что 

𝜃 + 𝜀 < 𝑡1 . 

Специальное приращение управляющей 

функции 𝑢(𝑡) определим по формуле 

 ∆𝑢(𝑡; 𝜀) = 

{
𝑤1 − 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜃,𝜃 + 𝜀),

0,                  𝑡 ∈ 𝑇1\ [𝜃,𝜃 + 𝜀).
   (38) 

Пусть (∆𝑥(𝑡; 𝜀), ∆𝑦(𝑡; 𝜀)) − специальное при-

ращение траектории, отвечающее специаль-

ному приращению (38) управляющей функ-

ции 𝑢(𝑡).  
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Тогда из оценок (33), (34) следует, что  

‖∆𝑥(𝑡; 𝜀)‖ ≤ 𝐿7𝜀, 𝑡 ∈ 𝑇1, 
‖∆𝑦(𝑡; 𝜀)‖ ≤ 𝐿8𝜀, 𝑡 ∈ 𝑇2,           (39) 

где 𝐿7, 𝐿8 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  некоторые положительные 

постоянные.  

Принимая во внимание формулу (38) и 

оценки (39), из формулы приращения (24) по-

лучаем, что 

 𝐽(𝑢(𝑡) + ∆𝑢(𝑡; 𝜀), 𝑣(𝑡)) − 𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 

= −𝜀∆𝑤1
𝐻[𝜃, 𝜓 ] + 𝑜(𝜀).         (40) 

Теперь специальное приращение управ-

ляющей функции 𝑣(𝑡) определим по формуле 

∆𝑣(𝑡; 𝜇) = 

= {
𝑤2 − 𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜉,𝜉 + 𝜇),

0,                  𝑡 ∈ 𝑇2\ [𝜉,𝜉 + 𝜇).
    (41) 

Здесь 𝑤2 ∈ 𝑉 − произвольный вектор, 

𝜉 ∈ [𝑡1, 𝑡2) произвольная точка непрерывно-

сти управляющей функции 𝑣(𝑡), а 𝜇 > 0 про-

извольное достаточно малое число, такое, что 

𝜉 + 𝜇 < 𝑡2 . 

Ясно, что в этом случае специальное 

приращение ∆𝑥(𝑡; 𝜇) траектории 𝑥(𝑡) равно 

нулю, а для ∆𝑦(𝑡; 𝜇), т.е. для специального 

приращения траектории 𝑦(𝑡), отвечающее 

приращению (41) в силу оценки (37) имеет 

место оценка 

‖∆𝑦(𝑡; 𝜇)‖ ≤ 𝐿9𝜀, 𝑡 ∈ 𝑇2,          (42) 

где 𝐿9 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторая постоянная. 

Учитывая формулу (41) и оценку (42), 

из формулы приращения (24) получаем, что 

𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡) + ∆𝑣(𝑡; 𝜇)) − 𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 

= −𝜇∆𝑤2
𝑀[𝜉, 𝑝] + 𝑜(𝜇).        (43) 

Из разложений (40), (43) следует 

Теорема 1. Для оптимальности допу-

стимого управления (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) необходимо, 

чтобы соотношения  

max
𝑤1∈𝑈

𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑤1, 𝜓(𝜃)) = 

= 𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃)), 

max
𝑤2∈𝑉

𝑀(𝜉, 𝑦(𝜉), 𝑤2, 𝑝(𝜉)) = 

= 𝑀(𝜉, 𝑦(𝜉), 𝑣(𝜉), 𝑝(𝜉)) 

выполнялись для всех 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) и 𝜉 ∈ [𝑡1, 𝑡2) 

соответственно.  

Теперь предположим, что множества 

𝑈, 𝑉 выпуклы, а 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑣) имеют не-

прерывные производные также по 𝑢, 𝑣 соот-

ветственно. 

Здесь и в дальнейшем мы используем 

следующие обозначения: 

𝜕𝐻[𝑡, 𝜓]

𝜕𝑢
=

𝜕𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢
, 

𝜕𝑀[𝑡, 𝑝]

𝜕𝑣
=

𝜕𝑀(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑣(𝑡), 𝑝(𝑡))

𝜕𝑣
. 

Тогда, по аналогии с доказательством 

формулы приращения (24), доказывается, что  

 𝐽(𝑢̅, 𝑣) − 𝐽(𝑢, 𝑣) = 

= − ∫
𝜕𝐻[𝑡, 𝜓]

𝜕𝑢
∆𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 𝜂3(𝛥𝑢, 𝛥𝑣), (44) 

𝐽(𝑢, 𝑣̅) − 𝐽(𝑢, 𝑣) = 

= − ∫
𝜕𝑀[𝑡, 𝑝]

𝜕𝑣
∆𝑣(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 𝜂4(𝛥𝑢, 𝛥𝑣). (45) 

Здесь 𝜂3(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) и 𝜂4(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) являются 

остаточными членами формулы приращения 

функционала, т.е. 

𝜂3(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) = 

= − ∫ [𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

− 

−𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]

′
 ∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝑜1(‖∆𝑥(𝑡1)‖) − ∫ 𝑜3(‖∆𝑥(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

, 

𝜂4(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) = 

= − ∫ [𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

+ 

−𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]

′
∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝑜2(‖∆𝑦(𝑡2)‖) − ∫ 𝑜4(‖∆𝑦(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

− 

−𝑜5(‖∆𝑥(𝑡1)‖). 

Далее из оценок (31) и (32) получаем, 

что  

‖∆𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝐿10 ∫ ‖∆𝑢(𝑡)‖𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

, 

 ‖∆𝑦(𝑡)‖ ≤ 𝐿11 ∫ ‖∆𝑣(𝑡)‖𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

, (46) 

где 𝐿𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 10,11   некоторые по-

стоянные.  
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А из оценки (37) получаем, что  

‖∆𝑦(𝑡)‖ ≤ 𝐿12 ∫ ‖∆𝑣(𝑡)‖𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

,     (47) 

где 𝐿12 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 −   некоторая постоянная. 

Пусть 𝑤1(𝑡) ∈ 𝑈 − произвольная допу-

стимая управляющая функция, а 𝜀 ∈ [0,1]– 

произвольное число.  

Тогда специальное приращение управ-

ляющей функции 𝑢(𝑡) можно определить по 

формуле 

∆𝑢(𝑡; 𝜀) = 𝜀[𝑤1(𝑡) − 𝑢(𝑡)], 𝑡 ∈ 𝑇1.     (48) 

Через (∆𝑥(𝑡; 𝜀), ∆𝑦(𝑡; 𝜀)) обозначим 

специальное приращение траектории 

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), отвечающее специальному при-

ращению (48) управляющей функции 𝑢(𝑡).  

Тогда, учитывая оценки (46) и формулу 

(44) из частичной формулы приращения, по-

лучаем, что 

𝐽(𝑢(𝑡) + ∆𝑢(𝑡; 𝜀), 𝑣(𝑡)) − 𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 

= −𝜀 ∫
𝜕𝐻[𝑡, 𝜓]

𝜕𝑢
[𝑤1(𝑡) − 𝑢(𝑡)]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+𝑜(𝜀).                          (49) 

Если специальное приращение ∆𝑣(𝑡; 𝜇) 

допустимой управляющей функции 𝑣(𝑡) 

определим по формуле 

∆𝑣(𝑡; 𝜇) = 𝜇[𝑤2(𝑡) − 𝑣(𝑡)], 

где 𝜇 ∈ [0,1] произвольное число, а 𝑤2(𝑡) ∈ 𝑉 

произвольная допустимая управляющая 

функция, то, учитывая также оценку (47) из 

формулы приращения (45), получаем, что 

𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡) + ∆𝑣(𝑡; 𝜇)) − 𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 

= −𝜇 ∫
𝜕𝑀[𝑡, 𝑝]

𝜕𝑣
[𝑤2(𝑡) − 𝑣(𝑡)]𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+𝑜(𝜇).                 (50)  

С помощью разложений (49) и (50) до-

казывается  

Теорема 2 (линеаризованный прин-

цип максимума).  

Если множества 𝑈 и 𝑉 открыты, а век-

тор-функции 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) и 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑣) непрерыв-

но-дифференцируемы по (𝑥, 𝑢) и (𝑦, 𝑣) соот-

ветственно, то для оптимальности допустимо-

го управления (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) необходимо, чтобы 

соотношения  

∫
𝜕𝐻[𝑡, 𝜓]

𝜕𝑢
[𝑤1(𝑡) − 𝑢(𝑡)]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

≤ 0, 

∫
𝜕𝑀[𝑡, 𝑝]

𝜕𝑣
[𝑤2(𝑡) − 𝑣(𝑡)]𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

≤ 0 

выполнялись для всех 𝑤1(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇1 и 

𝑤2(𝑡) ∈ 𝑉, 𝑡 ∈ 𝑇2 соответственно.  

Предположим, что множества 𝑈 и 𝑉 яв-

ляются открытыми множествами.  

В этом случае, используя формулы при-

ращения (44) и (45), в случае открытости об-

ластей управления 𝑈 и 𝑉 получается аналог 

уравнения Эйлера, а также аналог условия 

Лежандра–Клебша. 

Для этого вычислим первую вариацию 

функционала качества. 

Пусть 𝜀 достаточно малое по абсолют-

ной величине число, а 𝛿𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑟, 𝑡 ∈ 𝑇1 про-

извольная r-мерная дискретная и ограничен-

ная вектор-функция (вариация управляющей 

функции 𝑢(𝑡)). Специальное приращение 

управляющих функций 𝑢(𝑡) и 𝑣(𝑡) определим 

по формуле 

{
𝛥𝑢(𝑡; 𝜀) = 𝜀𝛿𝑢(𝑡),

𝛥𝑣(𝑡; 𝜀) = 0.
                (51) 

Далее из формул (9), (11) получим, что  

∆𝑥(𝑡) = 

1

𝛤(𝛼)
∫ [

𝑓𝑥(𝜏, 𝑥𝜊(𝜏), 𝑢𝜊(𝜏))𝛥𝑥(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼

𝑡

𝑡0

+ 

+
𝑓𝑢(𝜏, 𝑥𝜊(𝜏), 𝑢𝜊(𝜏))𝛥𝑢(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
] 𝑑𝜏 + 

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× 𝜊6([‖𝛥𝑥(𝜏)‖ + ‖𝛥𝑢(𝜏)‖] )𝑑𝜏, (52) 

∆𝑦(𝑡) = 

= 𝐺𝑥(𝑥𝜊(𝑡1))𝛥𝑥(𝑡1)

+
1

𝛤(𝛼)
∫

𝑔𝑦(𝑡, 𝜏, 𝑦𝜊(𝜏), 𝑣𝜊(𝜏))𝛥𝑦(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

+ 

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡1

𝜊7(‖𝛥𝑦(𝜏)‖)𝑑𝜏 + 

+𝜊8(‖𝛥𝑥(𝑡1)‖).                    (53) 
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Через (𝛥𝑥(𝑡; 𝜀), 𝛥𝑦(𝑡; 𝜀)) обозначим 

специальное приращение траектории 

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), отвечающее специальному при-

ращению (51), и определим их следующим 

образом: 

 𝛥𝑥𝜀(𝑡) = 𝜀𝛿𝑥(𝑡) + 𝜊(𝜀; 𝑡),            (54) 
𝛥𝑦𝜀(𝑡) = 𝜀𝛿𝑦(𝑡) + 𝜊(𝜀; 𝑡).             (55) 

Здесь 𝛿𝑥(𝑡) и 𝛿𝑦(𝑡) вариации траекто-

рий (см., например, [14]), которые являют-

ся решениями, соответственно, следующих 

задач,  

𝜀𝛿𝑥(𝑡) + 𝑜(𝜀, 𝑡) = 

=
𝜀

𝛤(𝛼)
∫ [

𝑓𝑥(𝜏, 𝑥𝜊(𝜏), 𝑢𝜊(𝜏))𝛥𝑥(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼

𝑡

𝑡0

+ 

+
𝑓𝑢(𝜏, 𝑥𝜊(𝜏), 𝑢𝜊(𝜏))𝛥𝑢(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
] 𝑑𝜏 + 

+
𝜀

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× 𝜊6([‖𝛥𝑥(𝜏)‖ + ‖𝛥𝑢(𝜏)‖])𝑑𝜏 + 𝑜(𝜀, 𝑡), 

𝜀𝛿𝑦(𝑡) + 𝑜(𝜀, 𝑡) = 𝜀𝐺𝑥(𝑥𝜊(𝑡1))𝛿𝑥(𝑡1) + 

+
𝜀

𝛤(𝛼)
∫

𝑔𝑦(𝑡, 𝜏, 𝑦𝜊(𝜏), 𝑣𝜊(𝜏))𝛥𝑦(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

+ 

+
𝜀

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡1

𝜊7(‖𝛥𝑦(𝜏)‖)𝑑𝜏 + 

+𝜊8(‖𝛥𝑥(𝑡1)‖) + 𝑜(𝜀, 𝑡). 

Разделив обе стороны этих соотноше-

ний на 𝑜(𝜀, 𝑡) и переходя к пределу при 𝜀 → 0 

получим, что вектор-функции 𝛿𝑥(𝑡) и 𝛿𝑦(𝑡) 

удовлетворяют соответственно соотношениям 

𝛿𝑥(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
∫ [

𝑓𝑥(𝜏, 𝑥𝜊(𝜏), 𝑢𝜊(𝜏))𝛿𝑥(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼

𝑡

𝑡0

+  

+
𝑓𝑢(𝜏, 𝑥𝜊(𝜏), 𝑢𝜊(𝜏))𝛿𝑢(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
] 𝑑𝜏,      (56) 

𝛿𝑦(𝑡) = 

=
1

𝛤(𝛼)
∫

𝑔𝑦(𝑡, 𝜏, 𝑦𝜊(𝜏), 𝑣𝜊(𝜏))𝛿𝑦(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

+ 

+𝐺𝑥(𝑥𝜊(𝑡1))𝛿𝑥(𝑡1).                 (57) 

Из интегральных уравнений (56) и (57) 

получаем, что 𝛿𝑥(𝑡) и 𝛿𝑦(𝑡) является решени-

ем следующих линейных неоднородных диф-

ференциальных систем уравнений дробного 

порядка: 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼𝛿𝑥(𝑡) = 𝑓𝑥(𝑡, 𝑥𝜊(𝑡), 𝑢𝜊(𝑡))𝛿𝑥(𝑡) + 

+𝑓𝑢(𝑡, 𝑥𝜊(𝑡), 𝑢𝜊(𝑡))𝛿𝑢(𝑡),         (58) 

𝛿𝑥(𝑡0) = 0.                        (59) 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼𝛿𝑦(𝑡) = 𝐺𝑥(𝑥𝜊(𝑡1))𝛿𝑥(𝑡1) + 

+𝑔𝑦(𝑡, 𝜏, 𝑦𝜊(𝜏), 𝑣𝜊(𝜏))𝛿𝑦(𝜏),      (60) 

𝛿𝑦(𝑡1) = 𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥0(𝑡1)).       (61) 

Уравнения (56) и (57) и задачи Коши 

(58)–(59) и (60)–(61) называются уравнениями 

в вариациях для рассматриваемой задачи. 

А теперь, используя разложения (54) и 

(55) из формулы приращения (24), получим, 

что  

𝐽(𝑢𝜊(𝑡) + 𝜀𝛿𝑢(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡)) − 𝐽(𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡)) = 

= −𝜀 ∫ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑥𝜊(𝑡), 𝑢𝜊(𝑡), 𝜓𝜊(𝑡))𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+𝑜(𝜀).                          (62) 

А теперь специальное приращение до-

пустимого управления (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡))  опреде-

лим по формуле  

{
𝛥𝑢(𝑡; 𝜇) = 0,                       

𝛥𝑣(𝑡; 𝜇) = 𝜇𝛿𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇2.
            (63) 

Здесь 𝜇 − достаточно малое по абсо-

лютной величине число, а 𝛿𝑣(𝑡) ∈ 𝑅𝑞 ,  𝑡 ∈ 𝑇2 

произвольная q-мерная дискретная и ограни-

ченная вектор-функция (вариация управляю-

щей функции 𝑣(𝑡)). 

Далее через (𝛥𝑥𝜇(𝑡), 𝛥𝑦𝜇(𝑡)) обозначим 

специальное приращение траектории 

(𝑥𝜊(𝑡), 𝑦𝜊(𝑡)), отвечающее специальному 

приращению (63) допустимого управления 

(𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡)).  

Ясно, что в этом случае 𝛥𝑥𝜇(𝑡) = 0, а 

специальное приращение 𝛥𝑦𝜇(𝑡) траектории 

𝑦𝜊(𝑡) удовлетворяет равенству 

𝛥𝑦𝜇(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
× 

× ∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1[𝑔𝑦(𝑡, 𝑠, 𝑦𝜊(𝑠), 𝑣𝜊(𝑠))𝛥𝑦𝜇(𝑠) +
𝑡

𝑡1

 

+𝑔𝑣(𝑡, 𝑠, 𝑦𝜊(𝑠), 𝑣𝜊(𝑠))𝛥𝑣(𝑠; 𝜇)]𝑑𝑠 + 𝑜(𝜀; 𝜇). 

Используя выше использованные рас-

суждения, имеем 

𝛥𝑦𝜇(𝑡) = 𝜇𝛿𝑧(𝑡) + 𝑜(𝑡; 𝜇),          (64) 

где 𝛿𝑧(𝑡) является решением следующего ва-

риационного уравнения: 

𝛿𝑧(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
× 
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× ∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1[𝑔𝑦(𝑡, 𝑠, 𝑦𝜊(𝑠), 𝑣𝜊(𝑠))𝛿𝑦𝜇(𝑠) +
𝑡

𝑡1

 

+𝑔𝑣(𝑡, 𝑠, 𝑦𝜊(𝑠), 𝑣𝜊(𝑠))𝛿𝑣(𝑠; 𝜇)]𝑑𝑠.     (65) 

Используя формулы (64), (65) из 

формулы приращения функционала (24) по-

лучим 

𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡) + ∆𝑣(𝑡; 𝜇)) − 𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 

= −𝜇 ∫ 𝑀𝑢
′ (𝑡, 𝑦𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡), 𝑝𝜊(𝑡))𝛿𝑣(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑡2

𝑡1

 

+𝑜(𝜇).                           (66) 

Из разложений (62), (66) следует, что 

первые вариации функционала качества (6) 

имеют соответственно вид 

𝛿1𝐽(𝑢𝜊, 𝑣𝜊; 𝛿𝑢) = 

= − ∫ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑥𝜊(𝑡), 𝑢𝜊(𝑡), 𝜓𝜊(𝑡))𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

, (67)  

𝛿1𝐽(𝑢𝜊, 𝑣𝜊, 𝛿𝑣) = 

= − [∫ 𝑀𝑢
′ (𝑡, 𝑦𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡), 𝑝𝜊(𝑡))𝛿𝑣(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

. (68) 

Учитывая основной результат вариаци-

онного исчисления (см., например, [14, 15]), 

получаем, что для оптимальности допустимо-

го управления (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡)) в рассматривае-

мой задаче необходимо, чтобы соотношения 

𝛿1𝐽(𝑢, 𝑣; 𝛿𝑢) = 0,                    (69)  

 𝛿1𝐽(𝑢, 𝑣; 𝛿𝑣) = 0,                    (70) 

выполнялись для всех 𝛿𝑢 и 𝛿𝑣 соответственно. 

Тождества (69) и (70) являются неяв-

ными необходимыми условиями оптимально-

сти первого порядка.  

Используя произвольность 𝛿𝑢 и 𝛿𝑣, из 

тождеств (69) и (70), получаем справедли-

вость условия оптимальности первого поряд-

ка, типа аналога уравнения Эйлера [14, 15]. 

Теорема 3 (аналог уравнения Эйле-

ра). Если множества 𝑈 и 𝑉 открыты, то для 

оптимальности допустимого управления 

(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) необходимо, чтобы соотношения  

𝜕𝐻[𝜃, 𝜓]

𝜕𝑢
= 0,                        (71) 

𝜕𝑀[𝜉, 𝑝]

𝜕𝑣
= 0,                         (72) 

выполнялись для всех 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) и 𝜉 ∈ [𝑡1, 𝑡2) 

соответственно.  

Каждое допустимое управление, кото-

рое является решением уравнения Эйлера, 

называется классической экстремалью. Как 

видно уравнения Эйлера (71)–(72), конструк-

тивно проверяемые необходимые условия оп-

тимальности при сделанных предположениях 

и являются необходимым условием опти-

мальности первого порядка.  

Заключение 

В статье рассматривается одна двухэтап-

ная (с переменной структурой) задача опти-

мального управления, описываемая в различ-

ных отрезках времени различными обыкновен-

ными нелинейными дифференциальными урав-

нениями дробным производным Капуто.  

С помощью модифицированного 

варианта метода приращений, в рассмат-

риваемой задаче построена формула прира-

щения первого порядка минимизируемого 

функционала, учитывающа я его особенности 

и с помощью специальной вариации управ-

ления (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡)) вычислена его первая 

вариация и, используя ее, доказано необходи-

мое условие оптимальности первого порядка.  

В случае выпуклости областей управле-

ния для рассматриваемой задачи управления 

доказано линеаризованное условие максиму-

ма, а при открытости областей управления 

получен аналог уравнения Эйлера. 
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1. Введение и постановка задачи 

Рассматривается зависящая от параметра 

  система "реакция-диффузия" (см., например, 

[1–6]), описываемая дифференциальным урав-

нением 

ⅆw

ⅆt
= 𝑓(w, μ) + D(μ)Δw,  𝑤 ∈ 𝑅𝑛 ,        (1) 

в которой f(w, μ) – гладкая (непрерывно диф-

ференцируемая) функция переменных 𝑤  и μ , 

𝐷(𝜇) = (𝑑𝑖𝑗(𝜇)) – матрица диффузии с поло-

жительными элементами, гладко зависящими 

от μ, 𝛥-оператор Лапласа: 𝛥 =
𝜕2

𝜕𝑥1
2 + ⋯ +

𝜕2

𝜕𝑥𝑛
2  .  

Уравнение (1) изучается в параллелепипеде  

Ω = {𝑥: 0 ≤x1 ≤ π, 0 ≤ x2 ≤ π, … , 0 ≤ xm ≤ π}                      

с граничными условиями Неймана: 

∂w

∂n
|

∂Ω
= 0.                          (2) 

Предполагается, что система (1)–(2) 

имеет стационарное (т.е. не зависящее от вре-

мени t ) решение 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ), гладко завися-

щее от 𝑥  и  μ . Функция 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ) является 

решением краевой задачи  

  𝑓(w, μ) + D(μ)Δw = 0,   
∂w

∂n
|

∂Ω
= 0 

.       (3)
 

В частности, если матрица D(μ)  обра-

тима, то функция 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ) будет решением 

нелинейной краевой задачи Неймана для урав-

нения Пуассона. Решение 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ) системы 

(1)–(2) будем также называть точкой равнове-

сия этой системы. 

Если решение 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ) системы (1)–

(2) не зависит от 𝑥  , т. е. является функцией 

вида 𝑤 = 𝑣(μ) , то говорят, что точка равнове-

сия 𝑤 = 𝑣(μ)  является пространственно од-

нородным положением равновесия. В против-

ном случае говорят о пространственно неод-

нородном положении равновесия 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ). 

Одной из наиболее интересных задач 

при изучении динамики системы (1)–(2) явля-

ется задача о бифуркациях в окрестности ее то-

чек равновесия. Этой задаче посвящены иссле-

дования многих авторов (см., например, [4–11] 

и имеющуюся там библиографию). Наиболее 

типичными здесь являются:  

1) бифуркация кратного равновесия (ко-

гда спектр соответствующей линеаризованной 

системы проходит через нулевое собственное 

значение);  

2) бифуркация Андронова–Хопфа (когда 

спектр проходит через пару чисто мнимых соб-

ственных значений).  

Задача анализа динамики системы (1)–

(2) в окрестности точки бифуркации (устойчи-

вость возникающих решений, направленность 

бифуркаций, существование непрерывных 

ветвей бифуркационных решений и др.) тре-

бует проведения детального исследования 

свойств спектра соответствующей линеаризо-

ванной системы. Такие исследования проводи-

лись в ряде работ (см., например, [6, 7, 12, 13]). 

Однако многие возникающие здесь вопросы, 

на наш взгляд, изучены недостаточно, а неко-

торые и не обсуждались.  

В настоящей работе рассматривается ряд 

свойств спектра линеаризованной задачи в 

окрестности точки равновесия 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ) си-

стемы (1)–(2) при бифуркационных значениях 

параметра μ . В качестве приложения рассмат-

риваются соответствующие задачи для си-

стемы (1)–(2) при n = 2 и n = 3 , т. е. для двух- 

и трехкомпонентных систем.  

2. Вспомогательные сведения 

Укажем функциональные пространства, 

в которых будет изучаться система (1)–(2).  

Пусть 𝐿2(𝛺)  – это гильбертово про-

странство вектор-функций 𝑣(𝑥) , определен-

ных в области 𝛺. Через 𝐶(𝛺) и 𝐶2(𝛺) обозна-

чим пространства непрерывных и дважды 

непрерывно дифференцируемых функций на 

𝛺  соответственно. Наконец, через 𝑊2
2(𝛺) бу-

дем обозначать соболевское пространство, яв-

ляющееся пополнением пространства 𝐶2(𝛺) 

по норме 

‖𝑣‖𝑊2
2 = 

(∫ ∑ ‖𝐷𝛼𝑣(𝑥)‖2
|𝛼|≤2

𝑑𝑥1 … 𝑑𝑥𝑚
𝛺

)

1
2⁄

,   (4) 

где ‖𝑤‖  – это евклидова норма векторов 𝑤  из 

пространства 𝑅𝑛 , а 𝐷𝛼   – оператор дифферен-

цирования 
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𝐷𝛼 =
𝜕|𝛼|

𝜕𝑥1
𝛼1 ,,,𝜕𝑥𝑚

𝛼𝑚,   |𝛼| = 𝛼1 + ⋯ + 𝛼𝑚. 

Определим множество 

𝐶0
2(𝛺) = {𝑣 ∈ 𝐶2 : 

𝜕𝑣

𝜕𝑛
|

𝜕𝛺
= 0}.         (5) 

Оператор Лапласа 𝛥: 𝐶2 → С может быть 

(см., например, [7, 12]) расширен до замкну-

того самосопряженного оператора 𝛥0: 𝐿2 →
𝐿2 с областью определения G, образованного 

замыканием в 𝑊2
2  множества (5). Область 

определения G оператора 𝛥0  является банахо-

вым пространством c нормой, определенной 

формулой (4).  

Спектр оператора 𝛥0  состоит из изоли-

рованных собственных значений 𝜆𝑘 = −(𝑘1
2 +

𝑘2
2 + ⋯ + 𝑘𝑚

2 )  (здесь k  – мультииндекс: k = 

k1, k2, …,  km  , а kj  – целые неотрицательные 

числа) конечной кратности, при этом из си-

стемы собственных функций   

𝑒𝑘(𝑥) = 𝑒0 cos(𝑘1𝑥1) cos(𝑘2𝑥2) … cos(𝑘𝑚𝑥𝑚) ,  

(6) 

где 𝑒0 ∈ 𝑅𝑛 , можно составить ортонормиро-

ванный базис в 𝐿2(𝛺). В частности, оператор 

𝛥0 имеет собственное значение 𝜆=0. 

Решениями системы (1)–(2) будем назы-

вать функции 𝑤(𝑥, 𝑡), которые: 

1) при каждом фиксированном значении 

𝑡  являются элементами пространства   𝑊2
2(𝛺); 

2) при каждом фиксированном значении 

𝑥 ∈ 𝛺  являются непрерывно дифференцируе-

мыми по 𝑡 функциями; 

3) удовлетворяют уравнению (1) и гра-

ничным условиям (2) при всех 𝑡 ≥ 0 и 𝑥 ∈ 𝛺.  
В частности, точка равновесия 𝑤 =

𝑣(𝑥, μ) системы (1)–(2) при каждом фиксиро-

ванном значении μ  является элементом про-

странства  𝑊2
2(𝛺) . 

3.Об устойчивости точки 

равновесия системы (1)–(2) 

Точку равновесия 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ)  системы 

(1)–(2) называют (см., например, [6, 12]) 

устойчивой по Ляпунову, если для каждого 𝜀 >
0  существует 𝛿 > 0  такое, что если ‖𝑣0(𝑥) −
𝑣(𝑥, μ)‖𝑊2

2 < 𝛿, то решение 𝑤(𝑥, 𝑡, μ)  системы 

(1)–(2) удовлетворяет неравенству 

‖𝑤(𝑥, 𝑡, μ) − 𝑣(𝑥, μ)‖𝑊2
2 <  𝜀  для всех 𝑡 > 0 ; 

здесь 𝑤(𝑥, 𝑡, μ) – решение задачи Коши для си-

стемы (1)–(2) с начальным условием 

𝑤(𝑥, 0, μ) = 𝑣0(𝑥). Если кроме того выполня-

ется условие  ‖𝑤(𝑥, 𝑡, μ) − 𝑣(𝑥, μ)‖𝑊2
2 → 0  при 

𝑡 → ∞, то точку равновесия 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ) назы-

вают асимптотически устойчивой.  

Для исследования устойчивости точки 

равновесия 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ) системы (1)–(2) могут 

быть использованы различные методы теории 

устойчивости решений дифференциальных 

уравнений параболического типа (см., напри-

мер, [12–14]). Одним из основных здесь явля-

ется метод, основанный на переходе к лине-

аризованной задаче:  

ⅆw

ⅆt
= A(𝑥, μ)w + D(μ)Δ𝑤,   

∂w

∂n
|

∂Ω
= 0,    (7) 

в которой 𝐴(x, μ) = 𝑓𝑤
′ (𝑣(𝑥, μ), μ)  – матрица 

Якоби вектор-функции 𝑓(w, μ), вычисленная в 

точке равновесия 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ) . Вопрос об 

устойчивости точки равновесия 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ) 

может быть изучен на основе спектральных 

свойств линеаризованной системы (7).    

В общей постановке, а именно, когда 

𝑤 = 𝑣(𝑥, μ) является пространственно неодно-

родным положении равновесия системы (1)–

(2), указанная задача достаточно сложна. Во-

первых, для нахождения функции 𝑤 =
𝑣(𝑥, μ) требуется решить нелинейную краевую 

задачу (3). Во-вторых, в линеаризованной си-

стеме (7) матрица A(𝑥, μ) зависит от простран-

ственной переменной 𝑥 , что существенно 

усложняет исследование спектра системы (7).  

Ситуация упрощается, если 𝑤 =
𝑣(𝑥, μ)  является пространственно однород-

ным положении равновесия системы (1)–(2), 

т.е. является функцией вида 𝑤 = 𝑣(μ) . Для 

нахождения такого решения достаточно ре-

шить алгебраическое уравнение 𝑓(w, μ) = 0 . 

При этом в линеаризованной системе (7) мат-

рица A(𝑥, μ)  уже не будет зависеть от про-

странственной переменной 𝑥. 

4. Спектральные свойства  

линеаризованной задачи 

Пусть точка равновесия 𝑤 = 𝑣(𝑥, μ) си-

стемы (1)–(2) является пространственно одно-

родным положением равновесия, т.е. не зави-

сит от 𝑥. Можно считать, что 𝑣(𝑥, μ) = 0.  

В силу указанного предположения си-

стема (1)–(2) может быть представлена в виде   
ⅆw

ⅆt
= A(μ)w + D(μ)Δ𝑤+ h(w, μ), 

       
∂w

∂n
|

∂Ω
= 0  ,                          (8) 

в котором 𝐴(μ) = 𝑓𝑤
′ (0, μ) – квадратная мат-

рица порядка 𝑛 , а нелинейность h(w, μ)  удо-

влетворяет соотношению:  ‖ℎ(𝑤, μ)‖ =
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о(‖𝑤‖),    ‖𝑤‖ → 0, равномерно по μ. Соответ-

ственно, линеаризованная система имеет вид  

 
ⅆw

ⅆt
= A(μ)w + D(μ)Δw, 

∂w

∂n
|

∂Ω
= 0.      (9) 

Далее, считая параметр μ  фиксирован-

ным, для простоты обозначений положим A =
A(μ) и D =  D(μ) . Рассмотрим действующий в 

𝐿2(𝛺) линейный оператор  

𝑆 =  𝐴 + 𝐷𝛥 ∶  𝐿2(𝛺) → 𝐿2(𝛺)          (10) 

с областью определения G.  

В силу указанных выше свойств опера-

тора Лапласа и основных предположений о си-

стеме (1)–(2) верна следующая  

Теорема 1. Оператор (10) с областью 

определения G является замкнутым. 

Перейдем к обсуждению спектральных 

свойств оператора (10). 

Теорема 2. Спектр оператора (10) явля-

ется дискретным, то есть состоит только из 

собственных значений. При этом множество 

собственных значений оператора (10) совпа-

дает с множеством собственных значений 

всех матриц  

𝐵𝑘 = 𝐴 − (𝑘1
2 + 𝑘2

2 + ⋯ + 𝑘𝑚
2 )𝐷 ,        (11) 

здесь 𝑘  – мультииндекс: 𝑘 =  𝑘1, 𝑘2, …,  𝑘𝑚 , а 

𝑘𝑗–- целые неотрицательные числа. 

Приведем схему доказательства теоремы 

2. Ограничимся рассмотрением случая 𝑚 = 2; 

тогда матрицы (11) принимают вид  

𝐵𝑘𝑙 = 𝐴 − (𝑘2 + 𝑙2)𝐷 ,                  (12) 

где 𝑘, 𝑙 – целые неотрицательные числа. 

В рассматриваемом случае оператор 𝛥 ∶
𝐿2 → 𝐿2  является самосопряженным с соб-

ственными значениями 𝜆𝑘,𝑙 = −(𝑘2 + 𝑙2) , а 

собственные функции (см. также (6)) 

𝑒𝑘,𝑙(𝑥) = (
1
0

)  cos (𝑘𝑥1)cos (𝑙𝑥2) , 

𝑔𝑘,𝑙(𝑥) = (
0
1

)  cos (𝑘𝑥1)cos (𝑙𝑥2)        (13) 

образуют ортогональный базис в 𝐿2 . Обозна-

чим через 𝐸𝑘,𝑙   двумерные подпространства 

пространства 𝐿2 с базисом из функций (13). 

Подпространства 𝐸𝑘,𝑙  являются инвариант-

ными для оператора (10). Поэтому спектр 𝜎 

оператора (10) представляется в виде 𝜎 =

⋃ 𝜎𝑘,𝑙
∞

𝑘,𝑙=0
, где 𝜎𝑘,𝑙 = 𝜎(𝐴 + 𝐷𝛥 ∶  𝐸𝑘,𝑙 → 𝐸𝑘,𝑙  ).  

Отсюда и следует справедливость теоремы 2.  

Из теоремы 2 и общей теории устойчи-

вости решений дифференциальных уравнений 

параболического типа (см., например, [9, 10]) 

следует, что верна 

Теорема 3. Пусть вещественные части 

всех собственных значений 𝜆 матриц (11) удо-

влетворяют неравенству 𝑅𝑒 𝜆 < −𝛼0  при не-

котором положительном 𝛼0 . Тогда нулевое 

положение равновесия 𝑤 = 0 системы (8) яв-

ляется асимптотически устойчивым. Если 

же хотя бы одна из матриц (11) имеет соб-

ственное значение с положительной веще-

ственной частью, то положение равновесия 

𝑤 = 0 является неустойчивым. 

Обсудим теперь вопрос о кратностях 

собственных значений оператора (10) и о соот-

ветствующих собственных функциях. С этой 

целью по матрицам (11) определим числа  

 𝜌𝑘 = 𝑘1
2 + 𝑘2

2 + ⋯ + 𝑘𝑚
2  .            (14) 

Множество 𝑍0 чисел вида (14) является под-

множеством множества 𝑍+ всех целых неотри-

цательных чисел, при этом 𝑍0  не совпадает с 

𝑍+ . Отметим также, что числам 𝜌𝑘 из множе-

ства 𝑍0 могут соответствовать как один, так и 

два и более мультииндексов 𝑘 = 𝑘1, 𝑘2, …, 𝑘𝑚 .  

Наряду с множествами  𝑍+  и 𝑍0, опреде-

лим также множество 𝑍1, состоящее из тех  𝜌 ∊
 𝑍0,  для которых существует единственный 

мультииндекс  𝑘 =  𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑚  такой, что 

𝜌 = 𝑘1
2 + 𝑘2

2 + ⋯ + 𝑘𝑚
2  . Наконец, через 𝑍2 

обозначим множество тех 𝜌 ∊  𝑍0, для которых 

существует два или более мультииндексов 𝑘 =
 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑚  таких, что 𝜌 = 𝑘1

2 + 𝑘2
2 + ⋯ +

𝑘𝑚
2  . 

Например, в случае 𝑚 = 2 , когда мат-

рицы (11) принимают вид (12), имеем:  

𝑍0 = { 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, . . . } 

𝑍1 = { 0, 2, 8, 18, . . . } ,   𝑍2 = { 1, 4, 5, 9, . . . }. 

Замечание 1. Отметим, что при  

имеет место равенство . Поэтому в 

силу теоремы 2 при  множество соб-

ственных значений оператора (10) совпадает с 

множеством собственных значений всех мат-

риц ,  . 

Из теоремы 2 вытекает справедливость 

следующих утверждений. 

Теорема 4. Пусть 𝜌0 ∊  𝑍1 и пусть 𝑘0 =
 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑚  – единственный мультииндекс 

такой, что 𝜌0 = 𝑘1
2 + 𝑘2

2 + ⋯ + 𝑘𝑚
2  .Пусть 𝜆0 

– собственное значение матрицы (11) при 

мультииндексе  𝑘0. 
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Пусть матрицы (11) при других муль-

тииндексах не имеют собственного значения 

𝜆0 . Тогда оператор (10) имеет собственное 

значение 𝜆0 той же алгебраической и геомет-

рической кратности и того же индекса, что и 

матрица (11) при мультииндексе  𝑘0. 

Следствие 1. Пусть в условиях теоремы 

4 число 𝜆0   является простым собственным 

значением матрицы (11) при мультииндексе 

 𝑘0 . Пусть  𝑒0 – соответствующий собствен-

ный вектор. Тогда оператор (10) имеет про-

стое собственное значение 𝜆0 , при этом со-

ответствующей собственной функцией бу-

дет функция  

𝑒𝑘0(𝑥)𝑒0 cos(𝑘1𝑥1) cos(𝑘2𝑥2) … cos (𝑘𝑚𝑥𝑚). 

Теорема 5. Пусть 𝜌0 ∊  𝑍2  и пусть су-

ществует точности два разных мультиин-

декса  𝑘0 =  𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑚  и  𝑙0 =  𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑚  

таких, что 𝜌0 = 𝑘1
2 + 𝑘2

2 + ⋯ + 𝑘𝑚
2 = 𝑙1

2 +
𝑙2

2 + ⋯ + 𝑙𝑚
2  . Пусть 𝜆0 – простое собственное 

значение матрицы (11) при мультииндексе 

𝑘0(или, что то же самое, при мультииндексе 

𝑙0). Пусть 𝑒0 – соответствующий собствен-

ный вектор. Пусть, наконец, остальные мат-

рицы (11) при других мультииндексах не 

имеют собственного значения 𝜆0 . Тогда опе-

ратор (10) имеет полупростое собственное 

значение 𝜆0  кратности два, при этом соот-

ветствующими собственными функциями бу-

дут функции  

𝑒𝑘0(𝑥)𝑒0 cos(𝑘1𝑥1) cos(𝑘2𝑥2) … cos (𝑘𝑚𝑥𝑚), 

𝑒𝑙0(𝑥) = 𝑒0 cos(𝑙1𝑥1) cos(𝑙2𝑥2) … cos (𝑙𝑚𝑥𝑚).  

Аналогичные утверждения имеет место 

и в ситуации, когда для ρ0 ∊  Z2  существует 

более двух разных мультииндексов.  

5. Диффузионная неустойчивость  

и бифуркации 

Важным понятием при изучении дина-

мики системы (1)–(2) в окрестностях ее точек 

равновесия является понятие диффузионной не-

устойчивости (см., например, [1–3, 6, 15, 16]).  

Приведем соответствующие понятия в 

удобном для нас виде. Для простоты ограни-

чимся рассмотрением случая 𝑚 = 2 ; тогда 

матрицы (11) принимают вид (12).  

Будем говорить, что в окрестности точки 

равновесия 𝑤 = 0  системы (8) при 𝜇 = 𝜇0 

имеет место (𝑘0, 𝑙0) −диффузионная неустой-

чивость  (здесь 𝑘0
2 + 𝑙0

2 ≥ 1 ), если: 

а) матрица 𝐵𝑘0𝑙0
(𝜇0 ) имеет собственное 

значение 𝜆0, такое, что 𝑅𝑒 𝜆0 > 0 ; 
б) все остальные матрицы 𝐵𝑘𝑙(𝜇0) явля-

ются устойчивыми. 

Здесь используется стандартное поня-

тие: квадратную матрицу 𝐵  называют устой-

чивой, если все ее собственные значения 

имеют отрицательные вещественные части. 

Основными двумя случаями диффузион-

ной неустойчивости являются ситуации, когда 

условие а) принимает один из видов:  

a1) матрица 𝐵𝑘0𝑙0
(𝜇0 ) имеет простое веще-

ственное собственное значение 𝜆0 > 0 , а 

остальные ее собственные значения 𝜆 удовле-

творяют неравенству 𝑅𝑒 𝜆 < 0;  
a2) матрица 𝐵𝑘0𝑙0

(𝜇0 ) имеет пару ком-

плексно сопряженных собственных значений 

𝜆1,2 = 𝛼 ± 𝑖𝛽 таких, что  𝛼 > 0 и > 0, а осталь-

ные ее собственные значения 𝜆 удовлетворяют 

неравенству 𝑅𝑒 𝜆 < 0 . 

Диффузионную неустойчивость, отвеча-

ющую случаю а1), часто называют тьюрингов-

ской неустойчивостью, а диффузионную не-

устойчивость, отвечающую случаю а2), назы-

вают волновой неустойчивостью. 

Тьюринговская неустойчивость приво-

дит к формированию у системы (8) периодиче-

ских в пространстве и стационарных во вре-

мени решений, называемых диссипативными 

структурами. Другими словами, тьюрингов-

ская неустойчивость приводит к возникнове-

нию у системы (8) в окрестности нулевой 

точки равновесия новых пространственно не-

однородных положений равновесия, которые 

являются периодическими в пространстве.  

Возникновение таких структур часто назы-

вают бифуркацией Тьюринга. 

Волновая неустойчивость приводит к 

формированию у системы (8) периодических в 

пространстве и времени решений. Следует от-

метить, что в двухкомпонентной системе (т.е. 

когда 𝑛 = 2 ) возможна лишь тьюринговская 

неустойчивость. Волновая неустойчивость мо-

жет возникнуть только при 𝑛 > 2 . 

Понятие диффузионной неустойчивости 

тесно связано с понятием точки бифуркации. А 

именно, следуя общей теории бифуркаций ди-

намических систем (см., например, [7, 8, 17]) 

введем следующие понятия.  

Будем говорить, что в окрестности точки 

равновесия 𝑤 = 0  системы (5) при 𝜇 = 𝜇0 

имеет место (𝑘0, 𝑙0) − бифуркация кратного 

равновесия (здесь 𝑘0
2 + 𝑙0

2 ≥ 0 ), если: 
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 – матрица 𝐵𝑘0𝑙0
(𝜇0 ) имеет простое ве-

щественное собственное значение 𝜆0 = 0 , а 

остальные ее собственные значения  𝜆 удовле-

творяют неравенству 𝑅𝑒 𝜆 < 0 ; 

– все остальные матрицы 𝐵𝑘𝑙(𝜇0) явля-

ются устойчивыми. 

Будем говорить, что в окрестности точки 

равновесия 𝑤 = 0  системы (5) при 𝜇 = 𝜇0 

имеет место (𝑘0, 𝑙0) −бифуркация Андронова–

Хопфа (здесь 𝑘0
2 + 𝑙0

2 ≥ 0 ), если: 

– матрица 𝐵𝑘0𝑙0
(𝜇0 ) имеет пару простых 

чисто мнимых собственных значений 𝜆1,2 =
±𝑖𝛽 таких, что 𝛽 > 0, а остальные ее собствен-

ные значения  𝜆  удовлетворяют неравенству 

𝑅𝑒 𝜆 < 0 ; 

– все остальные матрицы 𝐵𝑘𝑙(𝜇0) явля-

ются устойчивыми. 

Таким образом, (𝑘0, 𝑙0) −тьюринговскую 

неустойчивость и соответствующую бифурка-

цию Тьюринга можно характеризовать как след-

ствие перехода параметра 𝜇  через значение 𝜇 =
𝜇0  , где 𝜇0 − точка (𝑘0, 𝑙0) − бифуркации крат-

ного равновесия. Аналогично, (𝑘0, 𝑙0) −волно-

вую неустойчивость можно характеризовать как 

следствие перехода параметра 𝜇  через значение 

𝜇 = 𝜇0 , где 𝜇0 − точка (𝑘0, 𝑙0) − бифуркации 

Андронова–Хопфа 𝜇 = 𝜇0. 

Обратим также внимание на то, что в 

определениях (𝑘0, 𝑙0) − бифуркаций числа 𝑘0 

и 𝑙0 могут одновременно равняться нулю, в от-

личие от определений (𝑘0, 𝑙0) −диффузионной 

неустойчивости, в которых предполагается, 

что 𝑘0
2 + 𝑙0

2 ≥ 1. Другими словами, диффузи-

онная неустойчивость предполагает устойчи-

вость системы (8) в отсутствии диффузии.  

6. Признаки бифуркаций:  

двухкомпонентные системы 

Представляет интерес вопрос о призна-

ках (𝑘0, 𝑙0) − бифуркаций в системе (8), при 

этом (с точки зрения приложений) особый ин-

терес вызывает случай, когда 𝑘0
2 + 𝑙0

2 ≥ 1.  

Обсудим некоторые аспекты указанного 

вопроса для ситуаций, когда система (8) явля-

ется двух- и трехкомпонентной, а простран-

ственная переменная является двумерной, т.е. 

когда  𝑛 = 𝑚 = 2 и 𝑛 = 3, 𝑚 = 2.   

Рассматриваемый вопрос близок по по-

становке к аналогичным вопросам о признаках 

тьюринговской и волновой неустойчивости 

(см., например, [15, 16] и имеющуюся там биб-

лиографию). 

Рассмотрим сначала случай, когда си-

стема (8) является двухкомпонентной, а 

именно, когда 𝑛 = 𝑚 = 2. Пусть для простоты 

матрица диффузии 𝐷(𝜇 )  является диагональ-

ной. В этом случае соответствующая линеари-

зованная система (9) имеет вид 
ⅆw

ⅆt
= A(μ)w + D(μ)Δw , 

∂w

∂n
|

∂Ω
= 0  ,     𝑤 ∈ 𝑅2,              (15) 

где 𝛥 – оператор Лапласа,  

𝐴(μ) = (𝑎𝑖𝑗(μ))
𝑖,𝑗=1

2
, 

𝐷(μ) = (
𝑑1(μ) 0

0 𝑑2(μ)
)  . 

Обсудим сначала вопрос о признаках 

(𝑘0, 𝑙0) − бифуркации кратного равновесия в 

рассматриваемой двухкомпонентной системе 

(8) при 𝑘0
2 + 𝑙0

2 ≥ 1.  Считая значение 𝜇 = 𝜇0 в 

этой системе и, соответственно, в линеаризо-

ванной системе (15) фиксированным, положим 

𝐴0 = 𝐴(𝜇0) , 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗(𝜇0) и 𝐷0 = 𝐷(𝜇0) , 𝑑𝑗 =

𝑑𝑗(𝜇0).  

Далее, определим числа 

𝜌0 = 𝑘0
2 + 𝑙0

2,          𝜌1 =
𝑎11𝑑2+𝑎22𝑑1

𝑑1𝑑2
 − 𝜌0 . 

Прямым подсчетом можно убедиться в 

справедливости следующего утверждения.  

Теорема 6. Пусть 𝑚 = 𝑛 = 2. Значение 

𝜇 = 𝜇0  будет точкой (𝑘0, 𝑙0) − бифуркации 

кратного равновесия двухкомпонентной си-

стемы (8) при 𝑘0
2 + 𝑙0

2 ≥ 1 тогда и только то-

гда, когда при 𝜇 = 𝜇0 , во-первых, выполня-

ются соотношения 

𝑡𝑟 𝐴0 < 0,  

𝑑𝑒𝑡 𝐴0 = −𝜌0
2𝑑1𝑑2 + 𝜌0.(𝑎11𝑑2 + 𝑎22𝑑1) > 0 , 

во-вторых, промежуток [𝜌1, 𝜌0)  (если 𝜌1 < 𝜌0 ) 

или промежуток (𝜌0, 𝜌1] (если 𝜌1 > 𝜌0) не содер-

жит целых чисел, представимых в виде 𝑘2 + 𝑙2. 
Несложно видеть, что если коэффици-

енты диффузии 𝑑1  и 𝑑2  одного порядка, то 

условия этой теоремы не могут быть выпол-

нены. Другими словами, для реализации 
(𝑘0, 𝑙0) − бифуркации кратного равновесия и, 

соответственно, тьюринговской неустойчиво-

сти требуется, чтобы коэффициенты диффузии 

𝑑1 и 𝑑2 сильно отличались друг от друга. 

В качестве примера рассмотрим распре-

деленную модель "брюсселятор" (см., напри-

мер, [4, 7, 8]), описываемую двумерной систе-

мой уравнений 

{
𝑢𝑡

′ = (𝜇 − 1)𝑢 + 𝑎2𝑣 + 𝑑1𝛥𝑢 + 𝑢2𝑣,

𝑣𝑡
′ = −𝜇𝑢 − 𝑎2𝑣 + 𝑑2𝛥𝑣 − 𝑢2𝑣,

     (16) 
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относительно неизвестных функций  

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)  и 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) ; здесь 𝛼, 𝜇, 𝑑1  и 

𝑑2 –  положительные коэффициенты, 𝛥 – опе-

ратор Лапласа: 𝛥 =
𝜕2

𝜕𝑥2 +
𝜕2

𝜕𝑦2.  

Эту систему будем изучать в квадрате   

𝛺 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜋} с гранич-

ными условиями Неймана 
𝜕𝑤

𝜕𝑛
|

𝜕𝛺
= 0.   

Система (16) представима в виде (8) при 

𝑤 = [
𝑢
𝑣

], 𝐴(𝜇) = [
𝜇 − 1 𝑎2

−𝜇 −𝑎2], = [
𝑑1 0
0 𝑑2

], 

    ℎ(𝑤) = [ 𝑢2𝑣
−𝑢2𝑣

]  . 

Система (16) имеет нулевую точку равновесия 

𝑢 = 𝑣 = 0. В отсутствии диффузии (т.е. когда 

𝑑1 = 𝑑2 = 0) эта точка равновесия устойчива, 

если 𝜇 < 𝑎2 + 1 . При переходе к системе с 

диффузией (т.е. когда 𝑑1 > 0, 𝑑2 > 0) положе-

ние равновесия 𝑢 = 𝑣 = 0 уже может быть не-

устойчивым и, как следствие, привести к би-

фуркациям.  

Пусть 𝜇0 = 2,   𝑎2 = 2, 𝑑1 =
1

4
,    𝑑2 = 3. 

Тогда при   𝑘0 = 𝑙0 = 1  получим 

𝐴0 = [
1 2

−2 −2
], 𝐷 = [

1

4
0

0 3
] , 𝜌0 = 2 ,  

𝜌1 =
10

3
. 

Промежуток (𝜌0, 𝜌1] не содержит целых 

чисел вида 𝑘2 + 𝑙2. Поэтому все условия тео-

ремы 6 выполнены. Следовательно, значение 

𝜇0 = 2 является точкой бифуркации (𝑘0, 𝑙0) − 

бифуркации кратного равновесия системы (16) 

при 𝑘0 = 𝑙0 = 1. 

7. Признаки бифуркаций:  

трехкомпонентиые системы 

Рассмотрим теперь случай, когда си-

стема (8) является трехкомпонентной, а 

именно, когда 𝑛 = 3, 𝑚 = 2.  

Пусть для простоты матрица диффузии 

𝐷(𝜇 )  является диагональной. В этом случае 

соответствующая линеаризованная система (9) 

имеет вид 
ⅆw

ⅆt
= A(μ)w + D(μ)Δw ,        

𝜕𝑤

𝜕𝑛
|

𝜕𝛺
= 0 , 

𝑤 ∈ 𝑅3,                            (17)  

где 𝛥 – оператор Лапласа,   

𝐴(μ) = (𝑎𝑖𝑗(μ))
𝑖,𝑗=1

3
,   𝐷(μ) =

(

𝑑1(μ) 0 0
0 𝑑2(μ) 0
0 0 𝑑3(μ)

)  . 

Как и в случае двухкомпонентных си-

стем, считая значение 𝜇 = 𝜇0 фиксированным, 

положим: 𝐴0 = 𝐴(𝜇0) , 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗(𝜇0)  и 𝐷0 =

𝐷(𝜇0), 𝑑𝑗 = 𝑑𝑗(𝜇0). Определим семейство мат-

риц 𝐵𝑘𝑙 = 𝐴0 − (𝑘2 + 𝑙2)𝐷0.  

Наконец, положим  

𝑎0 = − 𝑡𝑟 𝐴0   ,  𝑏0 = 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 ,    с0 =
− 𝑑𝑒𝑡 𝐴0 ; 

𝑎𝑘,𝑙 = − tr 𝐵𝑘,𝑙 ,  𝑏𝑘,𝑙 = 𝑏1,𝑘,𝑙 + 𝑏2,𝑘,𝑙 + 𝑏3,𝑘,𝑙, 

  с𝑘,𝑙 = −𝑑𝑒𝑡𝐵𝑘,𝑙  ; 
здесь 𝑏1 , 𝑏2 , 𝑏3  и  𝑏1,𝑘,𝑙  , 𝑏2,𝑘,𝑙  , 𝑏3,𝑘,𝑙 – диаго-

нальные миноры второго порядка матриц 𝐴0 и 

𝐵𝑘𝑙 соответственно.  

Прямым подсчетом можно убедиться в 

справедливости следующих утверждений. 

Теорема 7. Пусть 𝑚 = 3, 𝑛 = 2. Значе-

ние 𝜇 = 𝜇0  будет точкой (𝑘0, 𝑙0) − бифурка-

ции кратного равновесия трехкомпонентной 

системы (8) при 𝑘0
2 + 𝑙0

2 ≥ 1 тогда и только 

тогда, когда выполнены условия: 𝑎0 > 0 , 

с𝑘0,𝑙0
= 0, при этом  

с𝑘,𝑙 > 0 для любых (𝑘, 𝑙) ≠ (𝑘0, 𝑙0), 𝑎𝑘,𝑙𝑏𝑘,𝑙 >

с𝑘,𝑙 для любых (𝑘, 𝑙) .              (18) 

Теорема 8. Пусть 𝑚 = 3, 𝑛 = 2. Значе-

ние 𝜇 = 𝜇0  будет точкой (𝑘0, 𝑙0) − бифурка-

ции Андронова–Хопфа трехкомпонентной си-

стемы (8) при  𝑘0
2 + 𝑙0

2 ≥ 1 тогда и только то-

гда, когда выполнены условия: 𝑎0 > 0 , 

 𝑎𝑘0,𝑙0
 𝑏𝑘0,𝑙0

= с𝑘0,𝑙0
 , при этом 

с𝑘,𝑙 > 0 для любых (𝑘, 𝑙)  ,  
𝑎𝑘,𝑙𝑏𝑘,𝑙 > с𝑘,𝑙 для любых (𝑘, 𝑙) ≠ (𝑘0, 𝑙0) . (19) 

В приложениях основную сложность 

представляет проверка условий (18) и (19). Од-

нако, как показывают несложные преобразова-

ния, эти условия можно свести к задаче реше-

ния неравенства для многочлена третьей сте-

пени относительно неотрицательной величины 

𝑥 = 𝑘2 + 𝑙2 ≥ 0 . А эта задача, в свою очередь, 

может быть сведена к исследованию производ-

ной от этого многочлена, т.е. к решению квад-

ратичных неравенств. 

Анализ условий (18) и (19) показывает, 

что условия теорем 7 и 8 могут выполняться в 

чрезвычайно узком диапазоне значений коэф-

фициентов диффузии. А именно, как правило, 

для их выполнения один из коэффициентов 

должен существенно превосходить два других.  

В качестве примера рассмотрим мат-

рицы 

𝐴0 = (
−100 0 870

50 0 479
10 0 95

) ,     
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  𝐷0 = (
0,00283 0 0

0 0,00283 0
0 0 0,975

)  . 

В этом примере матрица 𝐵11 имеет соб-

ственные значения 𝜆1,2 ≈ ±20𝑖,   𝜆3 ≈ −7, а 

остальные матрицы 𝐵𝑘,𝑙 = 𝐴0 − (𝑘2 + 𝑙2)𝐷0   

являются устойчивыми. Потому для соответ-

ствующей трехкомпонентной системы (8) 

имеет место (𝑘0, 𝑙0)-бифуркация Андронова–

Хопфа при 𝑘0 = 𝑙0 = 1 .  
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Аннотация. Дистанционно регулярный граф Γ диаметра 3 с сильно регулярными графами Γ2 и Γ3 

имеет массив пересечений {r(c2+1)+a3, r c2, a3 + 1; 1, c2, r(c2 + 1)} (М.С. Нирова). Для дистанци-

онно регулярного графа Γ диаметра 3 и степени 44 имеется точно 7 допустимых массивов пересе-

чений. Для каждого из них граф Γ3 сильно регулярен.  Для массива пересечений {44, 30, 5; 1, 3, 40} 

имеем a3 = 4, c2 = 3, r = 10, Γ2 имеет параметры (540,440,358,360) и Γ3 имеет параметры 

(540,55,10,5). Граф не существует (Кулен-Пак). Для массива пересечений {44, 35, 3; 1, 5, 42} имеем 

a3 = 2, c2 = 5, r = 7, Γ3 имеет параметры (375,22,5,1) и не существует (его окрестность вершины 

является объединением изолированных 6-клик). В этой статье найдены возможные автоморфизмы 

графов с массивами пересечений {44,40,12; 1,5,33} и {48,35,9; 1,7,40}. 
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Abstract. Distance-regular graph Γ of diameter 3 with strongly regular graphs Γ2 and Γ3 has intersection 

array {r(c2+1)+a3, r c2, a3 + 1; 1, c2, r(c2 + 1)} (M.S. Nirova). For distance-regular graph Γ of diameter 3 and 

degree 44 there are exactly 7 feasible intersection arrays.  For each of them graph Γ3 is strongly regular. For 

intersection array {44, 30, 5; 1, 3, 40} we have a3 = 4, c2 = 3, r = 10, Γ2 has parameters (540,440,358,360) 

and Γ3 has parameters (540,55,10,5). Graph does not exist (Koolen-Park). For intersection array {44, 35, 3; 

1, 5, 42} graph Γ3 has parameters (375,22,5,1) and does not exist (its neighbourhood of vertex is the union 

of isolated 6-cliques). In this paper it is found futomorphisms of graphs with intersection arrays {44,40,12; 

1,5,33 and 48,35,9; 1,7,40}. 
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Введение 

Мы рассматриваем неориентированные 

графы без петель и кратных ребер. Для 

вершины 𝑎  графа 𝛤  через 𝛤𝑖(𝑎)  обозначим 𝑖 -

окрестность вершины 𝑎 , то есть, подграф, 

индуцированный 𝛤  на множестве всех 

вершин, находящихся на расстоянии 𝑖  от 𝑎 . 

Положим [𝑎] = 𝛤1(𝑎), 𝑎 = {𝑎} ∪ [𝑎]. 
Пусть 𝛤 – граф, a,b ∈ 𝛤, число вершин в 

[𝑎] ∩ [𝑏]  обозначается через 𝜇(a,b) (через  

𝜆(a,b) ), если a,b  находятся на расстоянии 2 

(смежны) в 𝛤 . Далее, индуцированный [𝑎] ∩
[𝑏]  подграф называется 𝜇 -подграфом ( 𝜆 -

подграфом). 

Если 𝛤  – граф диаметра 𝑑  и 𝑖 ≤ 𝑑 , то 

через 𝛤𝑖  обозначается граф с тем же 

множеством вершин, что и 𝛤 , в котором две 

вершины смежны тогда и только тогда, когда 

они находятся на расстоянии 𝑖 в 𝛤. 

Степенью вершины называется число 

вершин в ее окрестности. Граф 𝛤  называется 

регулярным степени 𝑘 , если степень любой 

вершины 𝑎  из 𝛤  равна 𝑘 . Граф 𝛤  назовем 

реберно регулярным с параметрами (v,k,λ) , 

если он содержит 𝑣  вершин, регулярен 

степени 𝑘 , и каждое его ребро лежит в 𝜆 

треугольниках. Граф 𝛤  – вполне регулярный 

граф с параметрами (v,k,λ,μ), если он реберно 

регулярен c соответствующими параметрами, 

и [𝑎] ∩ [𝑏]  содержит 𝜇  вершин для любых 

двух вершин a,b, находящихся на расстоянии 2 

в 𝛤 . Вполне регулярный граф диаметра 2 

называется сильно регулярным графом. 

Если вершины u,w  находятся на 

расстоянии 𝑖  в 𝛤 , то через 𝑏𝑖(u,w)  (через 

𝑐𝑖(u,w))  обозначим число вершин в 

пересечении 𝛤i+1(𝑢) (𝛤𝑖−1(𝑢)) с [𝑤].  
Граф 𝛤  диаметра 𝑑  называется 

дистанционно регулярным с массивом 

пересечений {𝑏0,b1, … ,b𝑑−1;c1, … ,c𝑑} , если 

значения 𝑏𝑖(u,w) и 𝑐𝑖(u,w) не зависят от выбора 

вершин u,w  на расстоянии 𝑖  в 𝛤  для любого 

i=0,...,d  [1]. Заметим, что для дистанционно 

регулярного графа 𝑏0 – это степень графа, 𝑐1 =
1. Граф 𝛤 диаметра 𝑑 называется дистанционно 

транзитивным, если для любого 𝑖 ∈ {0,...,d}  и 

для любых двух пар вершин (u,w)  и (y,z)  с 

𝑑(u,w)=d(y,z)=i найдется автоморфизм 𝑔 графа 

𝛤 такой, что (𝑢𝑔,w𝑔) = (y,z). 

Для подмножества 𝑋  автоморфизмов 

графа 𝛤  через   𝐹𝑖𝑥(𝑋)  обозначается подмно-

жество всех вершин графа 𝛤 , неподвижных 

относительно любого автоморфизма из 𝑋 . 

Имеется точно 7 допустимых массивов пересе-

чений дистанционно регулярных графов 

степени 44. В [2] доказано, что для пяти из них 

графы не существуют.  

В данной работе найдены возможные 

автоморфизмы гипотетического дистанционно 

регулярного графа с массивом пересечений 
{44,40,12; 1,5,33}. 

Теорема 1. Пусть 𝛤  – дистанционно 

регулярный граф, имеющий массив пересечений 
{44,40,12; 1,5,33}, 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤), 𝑔 – элемент из 

𝐺 простого порядка 𝑝 и 𝛺 = 𝐹𝑖𝑥(𝑔). Тогда 𝛺 не 

является кокликой, 𝛺 не является объединением 

по крайней мере двух изолированных клик и верно 

одно из утверждений: 

(1) 𝛺 – пустой граф, либо (𝑖) p=7, 𝛼3(𝑔) =
35s',  𝛼1(𝑔) = 35t', 𝛼2(𝑔) = 35(175 − s' − t') и 
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 t'+3s'+1 делится на 8, либо 
(ii) p=5, 𝛼3(𝑔) = 5𝑠, 𝛼1(𝑔) = 5𝑡  и 𝛼2(𝑔) =

5(105 − 𝑠 − 𝑡) и 3t+s − 3 делится на 8, либо 
(iii)  p=3 , 𝛼3(𝑔) = 15s' , 𝛼1(𝑔) = 15t' , 

𝛼2(𝑔) = 15(35 − s' − t')  и 3𝑡′ + 𝑠′ − 1  делится 

на 8; 

(2)  𝛺  является 𝑚 -кликой, m=5 , p=2 , 

𝛼3(𝑔) = 320  и 𝛼1(𝑔) = 10t' , где 𝑡′ =
4,8,12,16,20; 

(3) 𝛺 содержит геодезический 2-путь и 𝑝 ≤ 5. 

Следствие 1. Дистанционно регулярный 

граф с массивом пересечений 
{44,40,12; 1,5,33}  не являются реберно 

симметричным. 

Проведем ревизию результатов из [3] об 

автоморфизмах дистанционно регулярного 

графа 𝛤  с массивом пересечений 
{48,35,9; 1,7,40}  с помощью теории характе-

ров, примененной к группам автоморфизмов 

графов 𝛤2 и 𝛤3. 

Теорема 2. Пусть 𝛤  – дистанционно 

регулярный граф, имеющий массив 

пересечений {48,35,9; 1,7,40}, 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤), 𝑔  – 

элемент из 𝐺  простого порядка 𝑝  и 𝛺 =
𝐹𝑖𝑥(𝑔) . Тогда 𝛺  не является кликой, 𝜋(𝐺) ⊆
{2,3,5,7} и верно одно из утверждений: 

(1)  𝛺  – пустой граф, p=7 , 𝛼3(𝑔) = 35s' , 

𝛼1(𝑔) = 35t' и t'+3s'+1 делится на 8, либо 

(2)  𝛺  является 4-кокликой и состоит из 

вершин, попарно находящихся на расстоянии 

3, p=3, 𝛼1(𝑔) = 21t'+3, 𝛼3(𝑔) = 21s'+6 и −1 −
2t'+s' делится на 6; 

(3)  𝛺  содержит две вершины, 

находящиеся на расстоянии 2 в 𝛤 и 𝑝 ≤ 7. 

Следствие 2. Пусть 𝛤 – дистанционно 

регулярный граф, имеющий массив 

пересечений {48,35,9; 1,7,40} , 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤) – 

неразрешимая группа, действующая 

транзитивно на множестве вершин графа 𝛤, 

K=O7(𝐺), 𝑇̄ – цоколь группы G=G 𝐾⁄ . Тогда 𝑇̄ 

содержит единственную компоненту 𝐿̄ , 

точно действующую на 𝐾 , 𝐿̄ ≃ 𝐿2(7) , |𝐾| =
73 или 𝐿̄ ≃ 𝑆𝐿2(7), |𝐾| = 72. 

 

1. Вспомогательные результаты  
 

В этом параграфе приведены резуль-

таты, используемые в доказательстве теоремы. 

Лемма 1.1. Пусть 𝛤  является 

дистанционно регулярным графом с целыми 

собственными значениями, 𝑔 – автоморфизм 

графа 𝛤 простого порядка 𝑝, и 𝜒 – характер 

проекции мономиального представления на 

подпространство размерности 𝑚  собствен-

ных векторов матрицы смежности графа, 

отвечающих неглавному собственному 

значению. Тогда 𝛼𝑖(𝑔)=α𝑖(𝑔𝑙) для любого 𝑙, не 

кратного 𝑝 и 𝑚 − 𝜒(𝑔) делится на 𝑝. 

Доказательство. Это лемма 2 из [4]. 

Лемма 1.2. Пусть 𝛤  – дистанционно 

регулярный граф с массивом пересечений 
{44,40,12; 1,5,33} . Тогда 𝛤  имеет спектр 

{441,9132, −1308, −1184}, для чисел пересечения 

графа 𝛤 верны равенства 

𝑝11
1 = 3, 𝑝21

1 = 40, 𝑝32
1 = 96, 𝑝22

1 = 216, 𝑝33
1 = 32, 

𝑝11
2 = 5 , 𝑝12

2 = 27 , 𝑝13
2 = 12 , 𝑝32

2 = 84 , 𝑝22
2 =

240 , 𝑝33
2 = 32 , 𝑝12

3 = 33 , 𝑝22
3 = 231 , 𝑝13

3 = 11 , 

𝑝23
3 = 88, 𝑝33

3 = 28; 

и 𝛤  имеет дуальную матрицу собственных 

значений 

Q= (

1 1 1 1
132 27 3 4⁄ −99 8⁄

308 −7 −7 77 4⁄
84 −21 21 4⁄ −63 8⁄

) . 

Доказательство. Прямые вычисления.  

Ввиду леммы 1.2 граф 𝛤3  сильно 

регулярен с параметрами (525,128,28,32). 
 

2. Характеры конечных групп  

и автоморфизмы дистанционно 

регулярных графов 
 

Доказательство теорем опирается на 

метод Хигмена работы с автоморфизмами 

дистанционно регулярного графа, представ-

ленный в третьей главе монографии Камерона 

[5]. При этом граф 𝛤  рассматривается как 

симметричная схема отношений  (𝑋, ℜ) с 𝑑 

классами, где 𝑋 – множество вершин графа, 𝑅0 – 

отношение равенства на 𝑋 и для 𝑖 ≥ 1 класс 𝑅𝑖 

состоит из пар (u,w) таких, что 𝑑(u,w)=i. Для 

𝑢 ∈ 𝛤  положим 𝑘𝑖 = |𝛤𝑖(𝑢)| , v=|𝛤| . Классу 𝑅𝑖 

отвечает граф 𝛤𝑖  на множестве вершин 𝑋 , в 

котором вершины u,w смежны, если (u,w) ∈ 𝑅𝑖.  

Пусть 𝐴𝑖  – матрица смежности графа 𝛤𝑖 

для i>0  и 𝐴0=I  – единичная матрица. Тогда 

𝐴𝑖𝐴𝑗 = ∑ 𝑝ij
𝑙 𝐴𝑘 для чисел пересечений 𝑝ij

𝑙 . 

Пусть 𝑃𝑖 – матрица, в которой на месте 

(j,k)  стоит 𝑝ij
𝑘 . Тогда собственные значения 

𝑝1(0),...,p
1

(𝑑)  матрицы 𝑃1  являются собст-

венными значениями графа 𝛤  кратностей 

𝑚0 = 1,...,m𝑑 . Матрицы 𝑃  и 𝑄 , у которых на 

месте (i,j)  стоят 𝑝𝑗(𝑖)  и 𝑞𝑗(𝑖)=m𝑗𝑝𝑖 (𝑗) 𝑘𝑖⁄  

соответственно, называются первой и второй 

(дуальной) матрицей собственных значений 

схемы и связаны равенством PQ=QP=|𝑋|𝐼. 
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Предложение 2.1. Пусть 𝑢𝑗 и 𝑤𝑗 – левый 

и правый собственные векторы матрицы 𝑃1, 

отвечающие собственному значению 𝑝1(𝑗)  и 

имеющие первую координату 1. Тогда 

кратность 𝑚𝑗  собственного значения 𝑝1(𝑗) 

равна 𝑣 ⟨𝑢𝑗,w𝑗⟩⁄ . 

Доказательство. См. теорему 17.12 из 

[6]. Фактически, из доказательства теоремы 17.12 

следует, что 𝑤𝑗 являются столбцами матрицы 𝑃 и 

𝑚𝑗𝑢𝑗 являются строками матрицы 𝑄. 

Подстановочное представление 

группы   𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤)  на вершинах графа 𝛤 

обычным образом дает матричное пред-

ставление 𝜓  группы 𝐺  в   𝐺𝐿(𝑣, 𝐶) . 

Пространство     𝐶𝑣  является ортогональной 

прямой суммой собственных 𝐺-инвариантных 

подпространств 𝑊0,...,W𝑑 матрицы смежности 

𝐴  графа 𝛤 . Для любого 𝑔 ∈ 𝐺  матрица 𝜓(𝑔) 

перестановочна с 𝐴, поэтому подпространство 

𝑊𝑖 является 𝜓(𝐺)-инвариантным. 

Пусть 𝜒𝑖 – характер представления 𝜓𝑊𝑖
. 

Тогда (см. § 3.7 [5]) для 𝑔 ∈ 𝐺 получим 

𝜒𝑖(𝑔)𝑣−1 ∑ 𝑄ij

𝑑

j=0

𝛼𝑗(𝑔), 

где 𝛼𝑗(𝑔)  – число точек 𝑥  из 𝑋  таких, что 

(x,x𝑔) ∈ 𝑅𝑗. Заметим, что значения характеров 

являются целыми алгебраическими числами, и 

если правая часть выражения для 𝜒𝑖(𝑔)  – 

число рациональное, то 𝜒𝑖(𝑔) – целое число. 

Пусть 𝛤  – дистанционно регулярный 

граф с массивом пересече-

ний  {44,40,12; 1,5,33}, 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤). 

Лемма 2.1. Пусть 𝑔 ∈ 𝐺, 𝜒1 – характер 

проекции представления 𝜓  на собственное 

подпространство размерности 132 , 𝜒2  – 

характер проекции представления 𝜓  на 

собственное подпространство 

размерности 308. Тогда 

 𝜒1(𝑔) = (11𝛼0(𝑔) + 3𝛼1(𝑔)+α3(𝑔)) 40⁄ − 99 8⁄ , 

 𝜒2(𝑔) = (3𝛼0(𝑔)+α3 (𝑔) 4⁄ ) 5⁄ − 7. 

Доказательство. По лемме 1.2 имеем 

Q= (

1 1 1 1
132 27 3 4⁄ −99 8⁄

308 −7 −7 77 4⁄
84 −21 21 4⁄ −63 8⁄

) . 

Поэтому 𝜒1(𝑔) = 1 525⁄ (132𝛼0(𝑔) +
27𝛼1(𝑔) + 3𝛼2 (𝑔) 4⁄ − 99𝛼3 (𝑔) 8⁄ ).  

Так как 

𝛼3(𝑔) = 525 − 𝛼0(𝑔) − 𝛼1 − 𝛼3(𝑔), то 

𝜒1(𝑔) =

(11𝛼0(𝑔) + 3𝛼1(𝑔)+α3(𝑔)) 40⁄ − 99 8⁄ . 

Далее, 𝜒2(𝑔) = 1 525⁄ . Подставляя 

𝛼1(𝑔)+α2(𝑔) = 525 − 𝛼0(𝑔) − 𝛼3(𝑔), получим 

𝜒2(𝑔) = (3𝛼0(𝑔)+α3 (𝑔) 4⁄ ) 5⁄ − 7 . Лемма 

доказана. 

Пусть 𝛤  – сильно регулярный граф с 

параметрами (525,128,28,32)  и спектром 

1281,8308, −12216, 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤). 

Лемма 2.2. Пусть 𝑔 ∈ 𝐺 , 𝜑 – характер 

проекции представления 𝜓  на собственное 

подпространство размерности 216. Тогда 

 𝜑(𝑔) = (2𝛼0(𝑔) − α'1 (𝑔) 4⁄ ) 5⁄ + 6. 

Доказательство. По лемме 1.2 имеем 

Q= (
1 1 1

308 77 4⁄ −7
216 −81 4⁄ 6

) . 

Поэтому 𝜑(𝑔) = 1 525⁄ . Так как 

𝛼2(𝑔) = 525 − 𝛼0(𝑔) − 𝛼1 , то 𝜑(𝑔) =
(2𝛼0(𝑔) − 𝛼1 (𝑔) 4⁄ ) 5⁄ + 6. Лемма доказана. 

Если 𝛤 = 𝛤̄2  для дистанционно регу-

лярного графа с массивом пересечений 
{44,40,12; 1,5,33}, то α'1(𝑔)=α1(𝑔)+α3(𝑔). 

3. Автоморфизмы дистанционно 

регулярного графа с массивом 

пересечений {44,40,12; 1,5,33} 
 

В этом параграфе предполагается, что 𝛤 

– дистанционно регулярный граф с массивом 

пересечений {44,40,12; 1,5,33} , 𝑔  – автомор-

физм простого порядка 𝑝  графа 𝛤  и 𝛺 =
𝐹𝑖𝑥(𝑔). 

Из равенств 

 𝜒1(𝑔) = (11𝛼0(𝑔) + 3𝛼1(𝑔)+α3(𝑔)) 40⁄ −

99 8⁄ , 𝜒2(𝑔) = (3𝛼0(𝑔)+α3 (𝑔) 4⁄ ) 5⁄ − 7 , 

𝜑(𝑔) = (8𝛼0(𝑔) − 𝛼1(𝑔) − 𝛼3(𝑔)) 20⁄ + 6 

следует, что 𝛼0(𝑔) + 3𝛼1(𝑔)+α3(𝑔)  и 

2𝛼0(𝑔)+α3(𝑔)  делятся на 5 и 8𝛼0(𝑔) −
𝛼1(𝑔) − 𝛼3(𝑔) делится на 20.  

Сложив два последних равенства, 

получим, что 10𝛼0(𝑔) − 1𝛼1(𝑔) делится на 5, в 

частности, 𝛼1(𝑔) делится на 5.  

Вычитая из второго равенства первое, 

получим, что 𝛼0(𝑔) делится на 5.  

Итак, 𝛼3(𝑔) = 5𝑠, 𝛼1(𝑔) = 5𝑡 и 𝛼0(𝑔) =
5𝑟, t+r делится на 4. 

Лемма 3.1. Если 𝛺  является пустым 

графом, то либо 
(1) p=7, 𝛼3(𝑔) = 35s', 𝛼1(𝑔) = 35t',  

𝛼2(𝑔) = 35(175 − s' − t') и t'+3s'+1 делится на 8,  
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либо (2)  p=5 , 𝛼3(𝑔) = 5𝑠 , 𝛼1(𝑔) = 5𝑡  и 

𝛼2(𝑔) = 5(105 − 𝑠 − 𝑡)  и 3t+s − 3  делится на 

8, 3t+s делится на 5, либо 

(3)  p=3 , 𝛼3(𝑔) = 15s' , 𝛼1(𝑔) = 15t' , 𝛼2(𝑔) =
15(35 − s' − t') и 3t'+s' − 1 делится на 8. 

Доказательство. Так как 525 = 21 ⋅ 25, 

то 𝑝 ∈ {3,5,7}. 

Если p=7 , то 525 − 5𝑟  делится на 7, 

поэтому 𝛼1(𝑔) = 35t' , 𝛼3(𝑔) = 35s' и 𝛼2(𝑔) =
35(175 − s' − t') . Далее, 𝜒1(𝑔) =
(21t'+7s' − 99) 8⁄ , поэтому 5t'+15s'+5  делится 

на 8. По лемме 1.1 132 − (21t'+7s' − 99) 8⁄  

делится на 7. 

Если p=5 , то 𝛼3(𝑔) = 5𝑠 , 𝛼1(𝑔) = 5𝑡  и 

𝛼0(𝑔) = 5𝑟 . Далее, 𝜒1(𝑔) = (3t+s − 99) 8⁄ , 

поэтому 3t+s − 3  делится на 8 и 132 −
(3t+s − 99) 8⁄  делится на 5, поэтому 3t+s 

делится на 5. 

Если p=3, то 𝛼3(𝑔) = 15s', 𝛼1(𝑔) = 15t' и 

𝛼2(𝑔) = 15(35 − t' − s') . Далее, 𝜒1(𝑔) =
(9t'+3s' − 99) 8⁄ , поэтому 3t'+s' − 1 делится на 8. 

Лемма 3.2. Выполняются следующие 

утверждения: 

(1) если 𝛺  является 𝑚-кликой, то m=5 , 

p=2 , 𝛼3(𝑔) = 320  и 𝛼1(𝑔) = 10t' , где 

t'=4,12,20; 
(2) 𝛺 не является кокликой; 

(3)  𝛺  не является объединением по 

крайней мере двух изолированных клик. 

Доказательство. Пусть 𝛺  является 𝑚 -

кликой. Тогда m=5, 𝑝 делит 520 и число ребер 

между 𝛺 и 𝛤 − 𝛺 равно 5 ⋅ 40 = 200. Поэтому 

имеется 200 вершин, смежных с единственной 

вершиной из 𝛺  и 320 вершин, несмежных с 

вершинами из 𝛺. Таким образом, p=2,5. 

Так как 𝑝33
1 = 32, то 𝑝 ≠ 5. Из равенств 

𝑝11
1 = 3 , 𝑝11

2 = 5  следует, что 𝛼1(𝑔)+α2(𝑔) =
200, 𝛼3(𝑔) = 320. С другой стороны, 𝛼3(𝑔) =
10s' , 𝛼1(𝑔) = 10t'  и 𝛼2(𝑔) = 520 − 10t' − 10s' , 

поэтому s'=32 . Наконец, 𝜒1(𝑔) =
(11 + 6t'+2s' − 99) 8⁄ , число 132 −
(11 + 6t'+2s' − 99) 8⁄  четно и t'=4,12,20. 

Пусть 𝛺  является 𝑛 -кокликой. Тогда 

p=2,11 . Если 𝛺  содержит две вершины на 

расстоянии 2, то p =5, противоречие. Значит, 𝛺 

состоит из вершин, попарно находящихся на 

расстоянии 3. 

Так как, 𝑝22
3 = 231 , 𝑝33

3 = 28 , то p=7 , 

противоречие. 

Пусть 𝛺  является объединением по 

крайней мере двух изолированных клик. Тогда 

порядки максимальных клик из 𝛺 равны 𝑚, 𝑝 

делит 40 и 4 − 𝑚 , поэтому p=2 , m=2,4 . 

Противоречие с тем, что λ=3. 

Лемма 3.3. Если 𝛺  содержит 

геодезический 2-путь, то 𝑝 ≤ 5. 

Доказательство. Пусть 𝑝 ≥ 7. В графе 

𝛺 имеем λ=3, μ=5, поэтому 𝛺 является вполне 

регулярным графом с параметрами v',k', λ'=3, 

μ'=5 и k'(k' − 4) = 5𝑘2′. 
Число ребер в 𝛤 между 𝛺 и 𝛤 − 𝛺 равно 

𝑣′(44 − 𝑘′), но не больше 525 − 𝑣′. 
Если p=7 , то k'=7l+2 , 𝑣′  делится на 7. 

Допустим, что 𝑘′ делится на 5. Тогда k'=30 и 

14𝑣′ ≤ 525 − 𝑣′ , поэтому 𝑣′ ≤ 35 , противо-

речие. Если же k' − 4  делится на 5, то k'=9 , 

противоречие с тем, что число k'λ' нечетно. 

Если p=11, то k'=11𝑙 , 𝑣′ + 3  делится на 

11. Далее, k' − 4  делится на 5 и k'=44 , 

противоречие. 

Если p=13 , то k′ = 13𝑙 + 5 , 𝑣′ − 5 

делится на 13. Далее, либо k'=5, противоречие 

с тем, что число k'λ'  нечетно, либо k' − 4 

делится на 5. В последнем случае k'=44 , 

противоречие. 

Если p=17 , то 𝑘′ = 17𝑙 + 10 , 𝑣′ + 2 

делится на 17. Далее, либо k'=10, либо k' − 4 

делится на 5. В последнем случае k'=44 , 

противоречие. В первом случае 𝑘2'=12, число 

ребер в 𝛤 между 𝛺 и 𝛤 − 𝛺 равно 34𝑣′, но не 

больше 525 − 𝑣′ и 𝑣′ ≤ 15, противоречие. 

Если p=19 , то 𝑘′ = 19𝑙 + 5 , 𝑣′ − 5 

делится на 19. Далее, либо k'=5, противоречие 

с тем, что число k'λ'  нечетно, либо k' − 4 

делится на 5. В последнем случае k'=24, 𝑘2'=96 

и 20𝑣′ ≤ 525 − 𝑣′, противоречие. 

Ввиду лемм 3.1–3.3 имеем 𝜋(𝐺) ⊆
{2,3,5,7}  и 𝛤  не является реберно симмет-

ричным графом. Следствие 1 доказано. 
 

4. Автоморфизмы дистанционно 

регулярного графа с массивом 

пересечений {48,35,9; 1,7,40} 
 

В этом параграфе предполагается, что - 

дистанционно регулярный граф с массивом 

пересечений {48,35,9; 1,7,40}.  

Этот граф имеет 𝑣 = 1 + 48 + 240 +
54 = 343 = 73  вершин и спектр 

481, 1356, −1216, −870. 

Для этого графа имеем 𝜒1(𝑔) =

(7𝛼0(𝑔) + 2𝛼1(𝑔) − 𝛼3(𝑔)) 42⁄ − 7 6⁄ , 

𝜒2(𝑔) = (9𝛼0(𝑔)+α3(𝑔)) 14⁄ − 9 2⁄ , где 𝜒1  – 

проекция 𝜓 на подпространство размерности 56, 
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𝜒2  – проекция 𝜓  на подпространство размер-

ности 216. 

Числа пересечений графа 𝛤 равны 

𝑝11
1 = 12 , 𝑝21

1 = 35 , 𝑝32
1 = 45 , 𝑝22

1 = 160 , 𝑝33
1 =

9, 

𝑝11
2 = 7, 𝑝12

2 = 32, 𝑝13
2 = 9, 𝑝32

2 = 36, 𝑝22
2 = 171, 

𝑝33
2 = 9, 

𝑝12
3 = 40, 𝑝22

3 = 160, 𝑝13
3 = 8, 𝑝23

3 = 40, 𝑝33
3 = 5. 

Отсюда 𝛤2  – сильно регулярный граф с 

параметрами (343,102,21,34) и спектром 

1021,4272, −1770. 

Пусть 𝛥  – сильно регулярный граф с 

параметрами (343,102,21,34) 

Лемма 4.1. Пусть 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(∆), 𝑔 ∈ 𝐺, 𝜑 

– характер проекции представления 𝜓  на 

собственное подпространство размерности 

70.  

Тогда 𝜑(𝑔) = (4𝛼0(𝑔) − α'1(𝑔)) 21⁄ + 14 3⁄ . 

Доказательство. По лемме 1.2 имеем 

Q= (
1 1 1

272 32 3⁄ −17 3⁄

70 −35 3⁄ 14 3⁄
) . 

Поэтому 𝜑(𝑔) = 1 343⁄ .  

Так как 𝛼2(𝑔) = 343 − 𝛼0(𝑔) − 𝛼1 , то 

𝜑(𝑔) = (4𝛼0(𝑔) − 𝛼1(𝑔)) 21⁄ + 14 3⁄ . Лемма 

доказана.  

Если Δ=Γ2  для дистанционно 

регулярного графа с массивом пересечений 
{48,35,9; 1,7,40} , то α'1(𝑔)=α1(𝑔)+α3(𝑔) . 

Далее, 𝛤3  – сильно регулярный граф с 

параметрами (343,54,5,9) и спектром 

541,5216, −9126. Пусть 𝛴 – сильно регулярный 

граф с параметрами (343,54,5,9). 

Лемма 4.2. Пусть 𝑔 ∈ 𝐺, 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛴),  

𝜔  – характер проекции представления 𝜓  на 

собственное подпространство размерности 

126.  

Тогда 𝜔(𝑔) = (5𝛼0(𝑔) − α″1(𝑔)) 14⁄ + 7 2⁄ . 

Доказательство. По лемме 1.2 имеем 

Q= (
1 1 1

216 20 −9 2⁄

126 −21 7 2⁄
) . 

Поэтому 𝜔(𝑔) = 1 343⁄ .  

Так как 𝛼2(𝑔) = 343 − 𝛼0(𝑔) − 𝛼1 , то 

𝜔(𝑔) = (5𝛼0(𝑔) − 𝛼1(𝑔)) 14⁄ + 7 2⁄ . Лемма 

доказана. 

Если Σ=Γ3  для дистанционно 

регулярного графа с массивом пересечений 
{48,35,9; 1,7,40}, то α″1(𝑔)=α3(𝑔). 

Пусть 𝛤  – дистанционно регулярный 

граф с массивом пересечений 

{48,35,9; 1,7,40} , 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛴) , 𝑔  – элемент 

простого порядка 𝑝 из 𝐺,𝛺 = 𝐹𝑖𝑥(𝑔).  

Тогда 

𝜑(𝑔) = (4𝛼0(𝑔) − 𝛼1(𝑔) − 𝛼3(𝑔)) 21⁄ + 14 3⁄ , 

𝜔(𝑔) = (5𝛼0(𝑔) − 𝛼3(𝑔)) 14⁄ + 7 2⁄ . 

Лемма 4.3. Выполняются следующие 

утверждения: 

(1)  если 𝛺  – пустой граф, то p=7 , 

𝛼1(𝑔)=α3(𝑔) = 49; 

(2) подграф 𝛺 не является кликой; 
(3)  если 𝛺  является 𝑚 -кокликой, то 

p=3 , m=4 , alpha
1

(𝑔) = 21t'+3 , 𝛼3(𝑔) = 21s'+6 

и −1 − 2t'+s' делится на 6; 
(4)  если 𝛺  содержит ребро, то 𝛺 

содержит две вершины, находящиеся на 

расстоянии 2 в 𝛤. 

Доказательство. Если 𝛺 – пустой граф, 

то с учетом равенства 𝑣 = 73  имеем p=7. По 

лемме 4 из [3] имеем 𝛼1(𝑔) = 49(2s+1). Для 

𝛼3(𝑔) = 7𝑡  получим 𝜒1(𝑔) =
(28s+14 − 𝑡 − 7) 6⁄ , −2𝑠 − t+1 делится на 6 и 

56 − 𝜒1(𝑔) = 56 − (28s+14 − 𝑡 − 7) 6⁄  

делится на 7. Отсюда t=7t' , 𝛼3(𝑔) = 49t' , 

2s+1+t' ≤ 7 и −2𝑠 − t'+1 делится на 6, поэтому 

s=0,t'=1. 

Аналогично, 𝜒2(𝑔) = (𝑡 − 9) 2⁄  и 𝑡 

нечетно. 

Пусть 𝛺 является 𝑛-кликой. По лемме 4 

из [3] имеем p=2 , n=7  и 𝛼1(𝑔) = 28𝑙 . Для 

различных вершин d,e ∈ 𝛺 из равенства 𝑝33
1 =

9  следует, что 𝛤3(𝑑) ∩ 𝛤3(𝑒)  пересекает 𝛺 , 

противоречие. 

Пусть 𝛺 является 𝑚-кокликой. Если две 

вершины d,e ∈ 𝛺 находятся на расстоянии 2 в 

𝛤, то равенство 𝑝11
2 = 7 влечет p=7. Возникает 

противоречие с тем, что тогда k=44  должно 

делиться на 7. Значит, любые две вершины 

d,e ∈ 𝛺 находятся на расстоянии 3 в 𝛤.  

Так как 𝛤3  – сильно регулярный граф с 

параметрами (343,54,5,9), то либо p=5 , m=2 , 

противоречие, либо 𝛤3(𝑑) ∩ 𝛤3(𝑒)  содержит 2 

вершины из 𝛺 , p=3  и m=4 . Положим 𝛼3(𝑔) =
3𝑠. 

Тогда 𝜒2(𝑔) = (36+α3(𝑔)) 14⁄ − 9 2⁄ , 

поэтому s=7s'+2  и s'  нечетно. Далее, 𝜒1(𝑔) =
(28 + 2𝛼1(𝑔) − 21s' − 6) 42⁄ − 7 6⁄ , 𝛼1(𝑔) =
7𝑡 + 3 , 2𝑡 − 3s' − 3  делится на 6 и t=3t' . 

Отсюда 𝜒1(𝑔) = (2t' − s' − 1) 2⁄  и 56 −
𝜒1(𝑔) = 56 − (2t' − s' − 1) 2⁄  делится на 3.  

Итак, 𝛼1(𝑔) = 21𝑡′ + 3 , 𝛼3(𝑔) = 21s'+6 

и −1 − 2t'+s' делится на 6. 
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Пусть 𝛺 содержит ребро {𝑒, 𝑓}. Если в 𝛺 

нет двух вершин, находящихся на расстоянии 

2 в 𝛤 , то 𝛺  является объединением 𝑙 
изолированных клик, и любые две вершины из 

разных максимальных клик находятся на 

расстоянии 3 в 𝛤.  

Пусть d,e ∈ 𝛺 – вершины на расстоянии 

3. Тогда равенство 𝑝33
3 = 5 влечет l=2, p=5 или 

l=3, p=2,3.  

Если p=3 , то равенство 𝑝33
3 = 5  влечет, 

что порядки максимальных клик из 𝛺 равны 3. 

Противоречие c тем, что |𝛤 − 𝛺| = 343 − 9 не 

делится на 3. 

Если p=5 , то из действия 𝑔  на [𝑑] 

следует, что порядки максимальных клик из 𝛺 

равны 5, а из равенства 𝑝33
1 = 9  следует, что 

порядки максимальных клик из 𝛺  равны 4, 

противоречие.  

Если p=2, то равенство 𝑝11
1 = 12 влечет, 

что порядки максимальных клик из 𝛺 четны, 

противоречие c действием 𝑔 на [𝑒]. 

Лемма 4.4. Если 𝛺  содержит две 

вершины, находящиеся на расстоянии 2 в 𝛤 , 

то 𝑝 ≤ 7. 

Доказательство. Пусть 𝛺 содержит две 

вершины, находящиеся на расстоянии 2 в 𝛤 . 

По лемме 7 из [3] имеем 𝑝 ≤ 11. 

Пусть p=11. Тогда 𝛤3  индуцирует на 𝛺 

вполне регулярный граф с параметрами 

(v',k',5,9), где 54 − k' и 343 − 𝑣′ делятся на 11. 

Так как k'(k' − 6) = 9𝑘2′ , то 9 делит 

k'(k' − 6) . Отсюда 3 делит k'  и 18 − k' 3⁄  

делится на 11, поэтому k'=21, 𝑘2'=35.  

Число ребер в графе 𝛤3 между 𝛺 и 𝛤3 − 𝛺 

не меньше 57 ⋅ 33, но не больше 343-57=286, 

противоречие. Теорема 2 доказана. 

Докажем следствие 2. 

Пусть 𝛤  – граф, удовлетворяющий 

условиям следствия 2, 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤) – неразре-

шимая группа, действующая транзитивно на 

множестве вершин графа 𝛤 , K=O7(𝐺) , 𝑇̄  – 

цоколь группы 𝐺̄ = 𝐺 𝐾⁄ .  

Тогда 𝑇̄  содержит единственную 

компоненту 𝐿̄ , точно действующую на 𝐾 . 

Применим следствие 1 из [3]. Если группа 𝐿̄ 

изоморфна 𝐴5,A6  или PSp
4

(3) , то |𝐾| = 74 , 

|𝑇̄: 𝑇̄𝑎| = 73. Противоречие с действием 𝑇̄𝑎  на 

𝐾𝑎 . Итак, группа 𝐿̄  изоморфна либо 𝐿2(7)  и 

|𝐾| = 73 , либо SL2(7)  и |𝐾| = 72  (см. [6]). 

Следствие 2 доказано. 
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Введение 

В работе рассмотрена задача стабили-

зации программных движений систем, в кон-

тур управления которых включены тиристор-

ные преобразователи. Класс систем, назван-

ных системами переменной структуры (СПС), 

включается в класс вызывающих в настоящее 

время все возрастающий интерес так называ-

емых трансформирующихся систем, которые 

можно трактовать как системы переменной 

структуры.  

Толчком к появлению теории систем с 

переменной структурой послужило предло-

жение использовать нелинейную коррекцию, 

в соответствии с которой в зависимости от 

состояния системы управления параметры 

обратной связи скачкообразно менялись [1–3]. 

Идея оказалась крайне плодотворной и стала 

систематически применяться для улучшения 

качества регулирования при решении самых 

разнообразных задач управления [4–9]. Для 

систем второго порядка С.В. Емельяновым 

вводятся основные режимы работы СПС: 

движение по вырожденным траекториям, ре-

жим переключений и режим скольжения по 

прямой переключения структур. Были пред-

ложены критерии орбитальной устойчивости 

и метод синтеза стабилизирующих управле-

ний. Рассматривалась задача построения ре-

жима автоколебаний. Для структурно-

линейных систем были приведены примеры 

построения автоколебаний [10]  

В работах [9–16] для структурно-

линейной системы, описывающей с достаточ-

ной степенью точности поведение системы, в 

контуре управления которых содержатся 

транзисторные ключи (своего рода системы 

прямого регулирования), рассматривалась за-

дача построения режима автоколебания.  

Подобные системы можно рассматри-

вать как примеры использования общей тео-

рии, они представлены в [17–28]. В настоящей 

статье рассмотрен еще один пример исполь-

зования теории для построения автоколеба-

ний в системе, описывающей поведение элек-

тротехнических устройств, содержащих в 

контуре управления особые тиристорные пре-

образователи.  

Будут выписаны условия существования 

орбитальной асимптотической устойчивости и 

устойчивости по Ляпунову для периодических 

решений с заданным периодом и осуществлен 

синтез контура управления, обеспечивающего 

наличие таких решений. Обращение к этой за-

даче объясняется тем, что в качестве элемент-

ной базы для устройств частотного управления 

электродвигателями используются силовые ти-

ристоры и транзисторы. 

Сферой применения преобразователей 

на тиристорах являются мощные электропри-

воды с высокими требованиями к перегрузоч-

ной способности. Благодаря способности вы-

держивать ток на порядок выше номинально-

го значения, устройства широко используются 

в приводах механизмов при высоких напря-

жениях, например, в грузоподъемных маши-

нах, высокоинерционном промышленном 

оборудовании. Элементная база тиристорных 

преобразователей стоит значительно дешевле 

силовых быстродействующих транзисторов. 

Мощность преобразователей с непосред-

ственной связью практически не ограничена. 

Такие электроприводы можно легко модерни-

зировать путем подключения дополнительных 

тиристорных модулей. 

Исследование управляемых систем 

переменной структуры 

Рассмотрим электротехническое уст-

ройство, в контуре управления которого име-

ются два тиристорных преобразователя, а 

именно: проанализируем систему, поведение 

которой с достаточной степенью точности 

описывается соотношениями 

𝑑𝑦  

𝑑𝑡
=  𝐴𝑦 +  𝑏 (𝐼1 – 𝐼2),          (1) 

  
𝑑𝑈 

𝑑𝑡
 =  𝐶−1  (𝐼1  − 𝐼2),    

𝑑𝐼𝑖 

𝑑𝑡
 =  𝑢𝑖𝜙𝑖 ,    (2) 

   𝑢𝑖  ∈  {0, 1} , 𝑖 =  1, 2; 

𝜙1  =  𝐿1
−1(𝐸 −  𝑈 − 𝑑 ∗ 𝑦),  

𝜙2 = 𝐿2
−1( 𝑈 + 𝑑 ∗ 𝑦). 
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Здесь y – n-вектор фазовых переменных объ-

ектов управления; 𝑈, 𝐼1 , 𝐼2 (напряжение, токи) 

– переменные, описывающие поведение двух 

тиристоров; 𝐴 (𝐴 ∈  𝑍−), 𝑏, 𝑑 – постоянные 

матрица и векторы размерностью соответ-

ственно 𝑛 × 𝑛 и 𝑛;  𝐿1, 𝐿2, 𝐶, 𝐸  (индуктивно-

сти, емкость, ЭДС источника питания) – свя-

занные с тиристорами положительные кон-

станты; 𝑢𝑖 – управления, которые зависят как 

от управляющих сигналов 𝑣𝑖 ≡ 𝑣𝑖(𝑦, 𝑈, 𝐼1, 𝐼2), 
так и от особенностей тиристоров, именно: 

если 𝑢 𝑖 = 0, то 𝐼𝑖  =  0. Переход со значения 

𝑢 𝑖 = 0 на значение 𝑢 𝑖 = 1 осуществляется в 

момент, когда впервые  одновременно выпол-

няются два условия:  

𝑣 𝑖 ≥  0, 𝜙𝑖  >  0.        (3)  

Переход со значения 𝑢 𝑖 = 1 на значе-

ние 𝑢 𝑖 = 0 осуществляется в момент, когда 

наступает равенство: 

𝐼𝑖  =  0.       (4) 

Задача построения автоколебания в си-

стеме (1)–(4): необходимо выбрать параметры 

𝐿1, 𝐿2, 𝐶, 𝐸 и управляющие сигналы 𝑣𝑖 в виде 

линейных функций переменных 𝑦, 𝑈, 𝐼1, 𝐼2 та-

ким образом, чтобы у системы (1)–(4)  суще-

ствовало орбитально асимптотически устой-

чивое и устойчивое по Ляпунову периодиче-

ское решение с заданными периодом и ампли-

тудой. При решении задачи построения авто-

колебаний в системе мы ограничим себя клас-

сом 𝑇 −периодических программных реше-

ний, для которых на периоде 𝑇 каждый тири-

стор включается и выключается только один 

раз. При этом мы рассмотрим два типа этих 

решений, отличающихся друг от друга струк-

турой программного управления 𝑤𝑝(𝑡), име-

ющего соответственно один из видов 

𝑤𝑝(𝑡) = 𝑤1(𝑡), 

𝑤1(𝑡) ≡

{
 
 

 
 
𝑤3,𝑡∈[𝑡0𝑗

𝑝
,𝑡1𝑗
𝑝
),

𝑤1,𝑡∈[𝑡1𝑗
𝑝
,𝑡2𝑗
𝑝
),

𝑤3,𝑡∈[𝑡2𝑗
𝑝
,𝑡3𝑗
𝑝
),

𝑤2,𝑡∈[𝑡3𝑗
𝑝
,𝑡
3𝑗
𝑝
);

    (5) 

𝑤𝑝(𝑡) = 𝑤2(𝑡), 

𝑤2(𝑡) ≡

{
 
 

 
 
𝑤1,𝑡∈[𝑡0𝑗

𝑝
,𝑡1𝑗
𝑝
),

𝑤4,𝑡∈[𝑡1𝑗
𝑝
,𝑡2𝑗
𝑝
),

𝑤2,𝑡∈[𝑡2𝑗
𝑝
,𝑡3𝑗
𝑝
),

𝑤4,𝑡∈[𝑡3𝑗
𝑝
,𝑡3𝑗
𝑝
);

     (6) 

𝑡𝑖𝑗
𝑝
= 𝑡𝑖 + 𝑗𝑇, 𝑡4 = 𝑡0 + 𝑇,   

𝑖 = 0,1, … ,4, 𝑗 = 0,1,2,…    (7) 

Общим для этих управлений является то, 

что в начальный момент 𝑡0  включается первый 

тиристор. Кроме того, для простоты будем 

строить периодические решения, обладающие 

свойством центральной симметрии, правда, для 

смещенного центра не для всех фазовых пере-

менных. Для этого будем считать, что 𝐿1 =
𝐿2 = 𝐿, т. е. тиристоры одинаковы. 

Управляемую трансформирующуюся 

систему, описываемую обыкновенным диф-

ференциальным уравнением, можно записы-

вать в общем случае так: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 =  𝑔 (𝑡, 𝑦, 𝑢, 𝑤),     (8) 

где 𝑤  – принимающее m разных значений  𝑤𝑖  
кусочно-постоянное управление верхнего 

уровня, которое определяет изменение струк-

туры трансформирующейся системы: 𝑢 – 

управление нижнего уровня, которое является 

истинным управлением и выбирается с уче-

том дополнительных условий или определен-

ных соображений. При таком описании 

трансформирующихся систем здесь рассмат-

риваются подобные системы с уже выбран-

ным управлением 𝑢 .  

Решать задачу построения автоколеба-

ния в системе (1)–(4) будем по той же схеме, а 

именно сформулируем аналоги утверждений 

для управления в системе тиристорными пре-

образователями. Выпишем системы соответ-

ствующего вида и условия перехода от одного 

значения управления 𝑤𝑝(𝑡) к другому приме-

нительно к управлениям (5)–(7), причем в 

принятой ранее форме, а затем докажем ана-

логи теорем работы [10]. 

Для решения задачи построения автоко-

лебания в системе (1)–(4)  положим 

𝑙1∗ = 𝐿1
−1,   𝑙2∗ = 𝐿2

−1, 
  𝑙3∗ = 𝑙1∗ + 𝑙2∗,  𝑙4∗ = 0,   (9) 

𝑙∗ = 𝐿
−1, 𝑐∗ = 𝐶

−1,  

  𝐸∗ = 𝑙1∗𝑙2∗𝑙3∗
−1𝐸, 

𝑦𝑛+1 = 𝑈 − 𝑙2∗
−1𝐸∗, 

𝑦𝑛+2 = 𝐼1 − 𝐼2, 

𝑦𝑛+3 = 2𝑙3∗
−1(  𝑙2∗𝐼1 +   𝑙1∗𝐼2). 

Тогда систему (1)–(2) можно переписать так: 

  
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=  𝐴𝑦 +  𝑏𝑦𝑛+2,                    (10) 

𝑑𝑦𝑛+1

𝑑𝑡
= 𝑐∗𝑦𝑛+2,      (11) 
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𝑑𝑦𝑛+2

𝑑𝑡
= {

𝐸∗−𝑙1∗(𝑑 
∗𝑦+𝑦𝑛+1),   𝑤=𝑤1,

𝐸∗−𝑙2∗(𝑑 
∗𝑦+𝑦𝑛+1),  𝑤=𝑤2,

−𝑙3∗(𝑑 
∗𝑦+𝑦𝑛+1),       𝑤=𝑤3,

−𝑙4∗(𝑑 
∗𝑦+𝑦𝑛+1),       𝑤=𝑤3;

     (12) 

𝑑𝑦𝑛+3

𝑑𝑡
= {

2𝑙2∗𝑙3∗
−1[𝐸∗−𝑙1∗(𝑑 

∗𝑦+𝑦𝑛+1)],   𝑤=𝑤1,

2𝑙2∗𝑙3∗
−1[𝐸∗−𝑙2∗(𝑑 

∗𝑦+𝑦𝑛+1)],  𝑤=𝑤2,

2𝐸∗,                                𝑤=𝑤3,
−𝑙4∗(𝑑 

∗𝑦+𝑦𝑛+1),       𝑤=𝑤3;

 (13)  

Чтобы записать систему (10) в векторной 

форме, введем обозначения, полагая 

𝐴~(𝑤) = {𝐴𝑖
~ |𝑤=𝑤𝑖},    

𝐴𝑖
~ = {

𝐴 0𝑛1 𝑏
01𝑛 0 𝑐∗
−𝑙𝑖∗𝑑

∗ −𝑙𝑖∗ 0
} , 𝑖 = 1,2,3,4,  

 𝐴~̃𝑤) = {𝐴𝑖
~̃
𝑤=𝑤𝑖

},    

𝐴1
~̃ = {

𝐴1
~ 0𝑛+2,1

2𝑙2∗𝑙3∗
−1(𝐴1

~)𝑛+2 0
}, 

𝐴2
~̃ = {

𝐴2
~ 0𝑛+2,1

2𝑙1∗𝑙3∗
−1(𝐴2

~)𝑛+2 0
}, 

𝐴3
~̃ = {

𝐴3
~ 0𝑛+2,1

01,𝑛+2 0
}, 

𝐴4
~̃ = {

𝐴4
~ 0𝑛+2,1

01,𝑛+2 0
}, 

𝑏(̃𝑤) = {𝑏̃𝑖|𝑤=𝑤𝑖},    

𝑏̃1 = −𝑏̃2 = (𝐸𝑛+2)
𝑛+2,   𝑏̃3 = 𝑏̃4 = 𝑂𝑛+2,1, 

𝑏~(̃𝑤) = {𝑏𝑖
~(̃|𝑤=𝑤𝑖},    

𝑏1
~∗̃ = {𝑏1

~∗, 2𝑙2∗𝑙3∗
−1},  𝑏2

~∗̃ = {𝑏2
~∗, 2𝑙1∗𝑙3∗

−1},  

𝑏3
~∗̃ = {𝑏3

~∗, 2 },   𝑏4
~∗̃ = {𝑏4

~∗, 0 }, 

𝑦 
∗̃ = {𝑦 

∗, 𝑦𝑛+1, 𝑦𝑛+2}, 𝑦 
~∗̃ = {𝑦 

~∗, 𝑦𝑛+3}, 

𝜉~ = 𝐸∗
−1𝑦~, 𝜉~̃ = 𝐸∗

−1𝑦~̃, 

Тогда данную систему можно переписать так: 

𝑑𝑦≈

𝑑𝑡
= 𝐴≈(𝑤)𝑦≈ + 𝐸∗𝑏

≈(𝑤),  

а вектор-функция 𝜉~̃   будет удовлетворять 

уравнению 
𝑑𝜉~̃

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖(𝜉

~̃). 

Таким образом, в нашем случае система 

примет вид 

 
𝑑𝜉~̃

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖(𝜉

~̃) = 𝐴≈𝑖 𝜉
~̃ + 𝑏≈𝑖, ,      (14) 

𝑖 = 1,2,3,4. 

Учтем теперь условие (8), в силу кото-

рого выполняется   𝑙1∗ =   𝑙2∗ =   𝑙∗.  
Тогда параметр 𝐸∗ ,  последний  элемент  

вектор-функции 𝑏≈(𝑤)  и последние строки 

матриц 𝐴~(𝑤),  𝐴~̃𝑤) запишутся так: 

𝐸∗ =
1

2
𝑙∗𝐸,  

(𝑏̃̃1)𝑛+3 = (𝑏̃̃2)𝑛+3 = 1, (𝑏̃̃3)𝑛+3 = 2,  

(𝑏̃̃4)𝑛+3 = 0, 

(𝐴1
~)[𝑛+2] = (𝐴2

~)[𝑛+2] =
1

2
(𝐴3

~)[𝑛+2] =

{−𝑙∗𝑑
∗, −𝑙∗, 0}, (𝐴4

~)[𝑛+2] = 01,𝑛+2, 

(𝐴1
~̃)[𝑛+3] = (𝐴2

~̃)[𝑛+3] = {(𝐴1
~)[𝑛+2], 0},  

(𝐴3
~̃)[𝑛+3] = (𝐴4

~̃)[𝑛+3] = 01,𝑛+3. 

Прежде чем обратиться к соотношениям 

(2)–(4) учтем также то обстоятельство, что мы 

будем искать T-периодические решения си-

стем (12)–(13), обладающие центральной 

симметрией для вектор-функций 

𝑦̃𝑝(𝑡),   𝜉𝑝(𝑡),  т.е. удовлетворяющие условиям 

 𝜉𝑝 (𝑡 ±
𝑇

2
) =  𝐸∗

−1𝑦̃𝑝 (𝑡 ±
𝑇

2
) ≡  𝜉𝑝(𝑡)

=  𝐸∗
−1𝑦̃𝑝(𝑡). 

Как можно заметить, для таких периодиче-

ских решений соотношение (7) примет вид 

𝑡𝑖𝑗
𝑝
= 𝑡𝑖 + 𝑗𝑇, 𝑖 = 0,… ,4, 𝑗 = 0,1,2,… 

𝑡1 = 𝑡0 + 𝜗,    𝜗 ∈ (0,
𝑇

2
), 

𝑡2 = 𝑡0 ±
𝑇

2
,   𝑡3 = 𝑡1 ±

𝑇

2
,   𝑡4 = 𝑡0 + 𝑇. 

Итак, преобразуем соотношения (2)–(4), 

для чего величины 𝑣𝑖 , 𝜑𝑖, 𝐼𝑖  запишем в следу-

ющей форме: 

𝑣𝑖 = 𝐸∗𝑣𝑖∗, 𝑣𝑖∗ = 𝜉𝜇̃𝑖
∗̃ − 𝑣𝑖, 

𝜑𝑖 = 𝐸∗𝜑𝑖∗, 𝜑𝑖∗ = 1 + 𝜉𝜇̃𝑖+2
∗̃ , 

𝐼𝑖 = −𝐸∗𝐼𝑖∗, 𝐼𝑖∗ = 𝜉𝜇̃𝑖+4
∗̃ , 

После подробного изложения процесса 

формирования соответствующих условий для 

построения программных решений и при ис-

пользовании необходимых удобных обозначе-

ний можно доказать следующие утверждения. 

Теорема 1. Пусть величины 𝑤𝑝(𝑡) удо-

влетворяют условиям (5)–(6) и соотношениям 

(7), тогда вектор-функции  𝑥(𝑡) = 𝐸𝑦(𝑡) удо-

влетворяют системе (3) с условиями переклю-

чения тиристоров на плоскостях переключе-

ния управлений, а вектор-функция будет T- 

периодическим  решением системы с ампли-

тудой, пропорциональной параметру E. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия 

теоремы 1 и соотношения (3) определяются 

по формулам (3)–(4), тогда вектор-функции  

х(t*) будет орбитально асимптотически 

устойчивым и устойчивым по Ляпунову T-

периодическим решением системы. 
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Теорема 3. Пусть существуют констан-

ты 𝜆𝑙   , удовлетворяющие условиям 

|𝜆𝑙  | < 1 ( l = 1, 2, . . . , n + 2) 

и m-периодическая (m = 2) вектор-функция 

𝑣(𝜎) размерностью (n + 3), такие, что при 

х(t*) выполнены все условия теоремы. Тогда 

задача построения автоколебания в системе 

разрешима. 

Дополнительные ограничения были 

наложены на параметры системы (1) и огра-

ничения (5), (6) на моменты переключения 

управления 𝑤𝑝(𝑡). В результате искомое пе-

риодическое решение определяется однознач-

но в отношении его орбиты. Если ограниче-

ния снять, сохранив лишь условие (7), связан-

ное с периодичностью искомых программных 

решений, то окажется, что такие периодиче-

ские решения будут определяться по тем же 

формулам, в которых вектор 𝑥 0 следует за-

менить вектором 𝑥 (𝑡0) = 𝑥(𝑇 +  𝑡0), который 

находится из соотношения (4). 

Заключение 

Толчком к проведению изложенных 

здесь исследований явилась потребность в 

разработке методов построения автоколеба-

ний для системы с тиристорными преобразо-

вателями, описывающей процессы излучения 

мощного радиопередатчика. 

Здесь рассмотрены лишь такие движе-

ния, для которых программное управление 

меняет свое значение бесконечное число раз.  

Вызвано это тем обстоятельством, что в 

противном случае по истечении некоторого ко-

нечного времени все решения системы (1) ста-

новились бы решениями системы при некото-

ром фиксированном значении параметра 𝑖.  
Следовательно, рассмотренные здесь 

задачи сводились бы к констатации факта, что 

орбитально асимптотически устойчиво или 

нет программное движение данной фиксиро-

ванной системы. 

Список источников 

1. Емельянов С.В. Системы автоматического 

управления с переменной структурой. М.: 

Наука, 1967.  

2. Емельянов С.В. Системы переменной 

структуры – ключ к открытию новых типов 

обратной связи // Нелинейная динамика и 

управление. М.: Физматлит, 2013. № 8. С. 

5–24.  

3. Емельянов С.В., Таран В.А. К вопросу ис-

пользования инерционных звеньев для по-

строения одного класса систем автомати-

ческого регулирования с переменной 

структурой // Автоматика и телемеханика, 

1963. Т. 24, вып. 1. С. 33–46.  

4. Емельянов С.В., Уткин В.И. Применение 

систем автоматического регулирования с 

переменной структурой для управления 

объектами, параметры которых изменяют-

ся в широких пределах // Кибернетика и 

Теория Регулирования. Докл. АН СССР, 

1963. Т. 152, № 2. С. 299–301.  

5. Беркович Е.И. Тиристорные преобразова-

тели высокой частоты. Л.: Энергия, 1973.  

6. Смирнов Е.Я. О стабилизации программ-

ных движений систем переменной струк-

туры // Вестник Ленингр. ун-та ЛГУ. Сер. 

мат., мех., астр. 1990. Вып. 1. С. 40–43.  

7. Уткин В.И. Системы с переменной структу-

рой, состояние проблемы, перспективы // Ав-

томатика и Телемеханика. 1983, 9. С. 5–25.  

8.  Цыпкин Я.З. Теория импульсных систем. 

М.: Физматгиз, 1958.  

9. Иванов Г.Г., Алфёров Г.В., Ефимова П.А. 

Устойчивость селекторнолинейных диффе-

ренциальных включений // Вестник Перм-

ского университета. Математика. Механика. 

Информатика. 2017. Вып. 2(37). С. 25–30.  

10. Иванов Г.Г., Алферов Г.В., Королев В.С. 

Стабилизация программных движений си-

стем переменной структуры // Вестник Перм-

ского университета. Математика. Механика. 

Информатика. 2023. Вып. 2(61). С. 16–28.  

11. Иванов Г.Г., Алферов Г.В., Королев В.С. 

Системы с транзисторными ключами // 

Вестник Пермского университета. Матема-

тика. Механика. Информатика. 2020. Вып. 

2 (49). С. 14–18.  

12. Alferov G., Ivanov G., Efimova P., Sharlay A. 

Study on the structure of limit invariant sets of 

stationary control systems with nonlinearity of 

hysteresis type (2017) AIP Conference Pro-

ceedings, 1863, P. 080003. DOI: 

10.1063/1.4992264.  

13. Alferov G.V., Ivanov G.G., Efimova P.A. The 

structural study of limited invariant sets of re-

lay stabilized system (Book Chapter) (2017) 

Mechanical Systems: Research, Applications 

and Technology, pp. 101–164.  

14. Alferov G.V., Ivanov G.G., Efimova P.A., 

Sharlay A.S. Stability of linear systems with 

multitask righthand member (Book Chapter) 

(2018) Stochastic Methods for Estimation and 



Системы управления с тиристорными преобразователями 

39 

Problem Solving in Engineering, pp.74–112. 

DOI: 10.4018/978- 1-5225-5045-7.ch004.  

15. Ivanov G., Alferov G., Sharlay A., Efimova P. 

Conditions of Asymptotic Stability for Linear 

Homogeneous Switched System, in Interna-

tional Conference on Numerical Analysis and 

Applied Mathematics, 2017, AIP Conference 

Proceedings. Vol. 48 1863, p. 080002. DOI: 

10.1063/1.4992263.  

16. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Sharlay A. 

About stability of selector linear differential 

inclusions (2018) AIP Conference Proceed-

ings, 2040. P.150013, DOI: 

10.1063/1.5079216.  

17. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Sharlay A. 

Almost Periodic Solutions of First-Order Or-

dinary Differential Equations, Mathematics. 

2018. Vol. 6, no. 9, P.171, DOI: 10.3390/math 

6090171.  

18. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Sharlay A. 

Stabilization of the program motion of control 

object with elastically connected elements. 

(2018) AIP Conference Proceedings, 2040. P. 

150014. DOI: 10.1063/1.5079217.  

19. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Korolev V., 

Selitskaya E. A new method to study the peri-

odic solutions of the ordinary differential 

equations using functional analysis. (2019) 

Mathematics, 7(8), 677.  

20. Korolev V. Properties of solutions of nonline-

ar equations of mechanics control systems, in 

2017 Constructive Nonsmooth Analysis and 

Related Topics (Dedicated to the Memory of 

V.F. Demyanov), CNSA 2017 - IEEE Confer-

ence Proceedings. P. 7973973.  

21. Ivanov G., Alferov G., Efimova P. Integrabil-

ity of nonsmooth one-variable functions // 

2017 Constructive Nonsmooth Analysis and 

Related Topics (Dedicated to the Memory of 

V.F. Demyanov), CNSA 2017 – Proceedings, 

7973965.  

22. Ivanov G., Alferov G., Gorovenko P., Sharlay 

A. Estimation of periodic solutions number of 

first-order differential equations (2018) AIP 

Conference Proceedings, 1959. 080006.  

23. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Sharlay A. 

About stability of selector linear differential 

inclusions (2018) AIP Conference Proceed-

ings, 2040. P. 150013. DOI: 10. 

1063/1.5079216 . 

24. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Korolev V. 

Investigation of the stability of solutions of 

systems of ordinary differential equations.  

AIP Conference Proceedings, 2020. 2293, 

060004.  

25. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Korolev V. 

About of the asymptotical stability of solu-

tions of systems of ordinary differential equa-

tions   AIP Conference Proceedings, 2020. 

2293, 060005.  

26. Kadry S., Alferov G., Korolev V., Shymanchuk 

D. Mathematical models of control processes  

 and stability in problems of mechanics    AIP 

Conference Proceedings. 2022, 2425. 080004.  

27. Kadry S., Alferov G., Ivanov G., Korolev V.  

Study of control systems with transistor keys. 

AIP Conference Proceedings, 2022. 2425, 

080003.  

28. Иванов Г.Г., Алфёров Г.В., Королёв В.С. 

Исследование решений линейной одно-

родной системы дифференциальных урав-

нений // Вестник Пермского университета. 

Математика. Механика. Информатика. 

2023. Вып. 1(60). С. 47–53. DOI: 

10.17072/1993-0550-2023-1-47-53. 

References 

1. Emel'yanov, S.V. (1967), Sistemy avto-

maticheskogo upravleniya s peremennoj 

strukturoj [Automatic control systems with 

variable structure], Nauka, Moscow, Russia. 

2. Emel'yanov, S.V. (2013), "Variable structure 

systems are the key to unlocking new types 

of feedback", Nelinejnaya dinamika i uprav-

lenie. Vyp. 7. M.: Fizmatlit, no. 8, pp. 5-24. 

3. Emel'yanov, S.V. and Taran, V. A., (1963), 

"Toward the use of inertial links for the con-

struction of one class of automatic control 

systems with variable structure", Avtomat. i 

telemekh., T. 24, issue 1, pp. 33-46. 

4. Emel'yanov, S.V. and Utkin, V.I., (1963), 

"Application of automatic control systems 

with variable structure for controlling objects 

whose parameters change within wide lim-

its", Kibernetika i Teoriya Regulirovaniya. 

Dokl. AN SSSR, T. 152, no. 2, pp. 299-301. 

5. Berkovich, E.I., (1973), High frequency thy-

ristor converters [Tiristornye preobrazovateli 

vysokoj chastity], Energiya, Leningrad. 

6. Smirnov, E.Ya. (1990), "On stabilization of 

program motions of systems of variable 

structure", Vestn. Leningr. un-ta LGU. Ser. 

mat., mekh., astr., issue 1, pp.40-43. 

7. Utkin, V.I., (1983), "Systems with variable 

structure, state of the problem, perspectives", 

Avtomatika i Telemekhanika, no. 9, pp. 5-25. 



Г. Г. Иванов, Г. В. Алфёров, В. С. Королёв 

40 

8. Cypkin, Ya. Z. (1958), Theory of impulse 

systems [Teoriya impul'snyh system], Fiz-

matgiz, Moscow, Russia. 

9. Ivanov, G. G., Alferov, G. V. and Korolev, 

V. S. (2017), "Stability of selector-linear dif-

ferential inclusions", Bulletin of Perm Uni-

versity. Mathematics. Mechanics. Computer 

Science, no. 2(37), pp. 25-30. 

10. Ivanov, G. G., Alferov, G. V. and Korolev, 

V. S. (2023), "Program Motions Stabilization 

of Variable Structure Systems", Bulletin of 

Perm University. Mathematics. Mechanics. 

Computer Science, no. 2(61), pp. 16-28. 

11. Ivanov, G. G., Alferov, G. V. and Korolev, 

V. S. (2020), "Systems with transistorized 

keys", Bulletin of Perm University. Mathe-

matics. Mechanics. Computer Science, no. 

2(49), pp. 14-18. 

12. Alferov, G., Ivanov, G., Efimova, P. and 

Sharlay, A. (2017), "Study on the structure of 

limit invariant sets of stationary control sys-

tems with nonlinearity of hysteresis type", 

AIP Conference Proceedings, pp. 080003. 

DOI: 10.1063/1.4992264.  

13. Alferov, G.V., Ivanov, G.G. and Efimova, 

P.A. (2017), "The structural study of limited 

invariant sets of relay stabilized system 

(Book Chapter) ", Mechanical Systems: Re-

search, Applications and Technology, pp. 

101–164.  

14. Alferov, G.V., Ivanov, G.G., Efimova, P.A. 

and Sharlay, A.S. (2018), "Stability of linear 

systems with multitask righthand member 

(Book Chapter) ", Stochastic Methods for Es-

timation and Problem Solving in Engineer-

ing, pp. 74–112. DOI: 10.4018/978-1-5225-

5045-7.ch004.  

15. Ivanov, G., Alferov, G., Sharlay, A. and 

Efimova, P. (2017), "Conditions of Asymp-

totic Stability for Linear Homogeneous 

Switched System", International Conference 

on Numerical Analysis and Applied Mathe-

matics, vol. 48(1863), p. 080002. 

DOI:10.1063/1.4992263. 

16. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G. and Shar-

lay, A. (2018), "About stability of selector 

linear differential inclusions", AIP Confer-

ence Proceedings, 2040. P.150013, 

DOI:10.1063/1.5079216. 

17. Kadry, S., Alfero,v G., Ivanov, G. and Shar-

lay, A. (2018), "Almost Periodic Solutions of 

First-Order Ordinary Differential Equations", 

Mathematics, vol. 6, no. 9, p.171, 

DOI:10.3390/math 6090171.  

18. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G. and Shar-

lay, A. (2018), "Stabilization of the program 

motion of control object with elastically con-

nected elements", AIP Conference Proceed-

ings, 2040, p. 150014. 

DOI:10.1063/1.5079217.  

19. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G., Korolev, 

V. and Selitskaya E. (2019), "A new method 

to study the periodic solutions of the ordinary 

differential equations using functional analy-

sis", Mathematics, 7(8), p. 677.  

20. Korolev, V. (2017), "Properties of solutions 

of nonlinear equations of mechanics control 

systems" Constructive Nonsmooth Analysis 

and Related Topics (Dedicated to the 

Memory of V.F. Demyanov), CNSA 2017 - 

IEEE Conference Proceedings. P. 7973973.  

21. Ivanov, G., Alferov, G. and Efimova, P. 

(2017), Integrability of nonsmooth one-

variable functions", 2017 Constructive Non-

smooth Analysis and Related Topics (Dedi-

cated to the Memory of V.F. Demyanov), 

CNSA 2017 - Proceedings, P. 7973965.  

22. Ivanov, G., Alferov, G., Gorovenko, P. and 

Sharlay, A. (2018), "Estimation of periodic 

solutions number of first-order differential 

equations", AIP Conference Proceedings, 

1959, P. 080006.  

23. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G. and Shar-

lay, A. (2018), "About stability of selector 

linear differential inclusions", AIP Confer-

ence Proceedings, 2040, P. 150013. DOI: 

10.1063/1.5079216. 

24. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G. and 

Korolev, V. (2020), "Investigation of the sta-

bility of solutions of systems of ordinary dif-

ferential equations",  AIP Conference Pro-

ceedings, 2293, P. 060004.  

25. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G. and 

Korolev V. (2020), "About of the asymptoti-

cal stability of solutions of systems of ordi-

nary differential equations",   AIP Confer-

ence Proceedings, 2293, P. 060005.  

26. Kadry, S., Alferov, G., Korolev, V. and 

Shymanchuk, D. (2022), "Mathematical 

models of control processes   and stability in 

problems of mechanics", AIP Conference 

Proceedings, 2425, P. 080004.  

27. Kadry, S., Alferov, G., Ivanov, G., and 

Korolev, V.  (2022), "Study of control sys-



Системы управления с тиристорными преобразователями 

41 

tems with transistor keys", AIP Conference 

Proceedings, 2425, P. 080003.  

28. Ivanov, G. G., Alferov, G. V. and Korolev 

V.S. (2023), "The Differential Equations 

Linear Homogeneous System Solutions In-

vestigation", Bulletin of Perm University. 

Mathematics. Mechanics. Computer Science, 

no. 1(60), pp. 47-53. 

Информация об авторах:  

Г. Г. Иванов – кандидат физико-математических наук, научный сотрудник, кафедра механи-

ки управляемого движения, Санкт-Петербургский государственный университет (198504, 

Россия, г. Санкт-Петербург, Петергоф, Университетский пр., д. 35), AuthorID: 116900;  

Г. В. Алфёров – кандидат физико-математических наук, доцент, доцент кафедры механики 

управляемого движения, Санкт-Петербургский государственный университет (198504, Рос-

сия, г. Санкт-Петербург, Петергоф, Университетский пр., д. 35), AuthorID: 2873;  

В. С. Королёв – кандидат физико-математических наук, доцент, доцент кафедры механики 

управляемого движения, Санкт-Петербургский государственный университет (198504, Рос-

сия, г. Санкт-Петербург, Петергоф, Университетский пр., д. 35), AuthorID: 7342. 

Information about the authors: 

Gennadiy G. Ivanov – Candidate of Physical and Mathematical Sciences, Researcher, Department 

of Mechanics of Controlled Motion, St. Petersburg State University (35, Universitetsky Pr., Pe-

terhof, St. Petersburg, Russia, 198504), AuthorID: 116900; 

Gennadiy V. Alferov – Candidate of Physical and Mathematical Sciences, Docent, Associate Pro-

fessor of the Department of Controlled Motion Mechanics, St. Petersburg State University (35, 

Universitetsky Pr., Peterhof, St. Petersburg, Russia, 198504), AuthorID: 2873; 

Vladimir S. Korolev – Candidate of Physical and Mathematical Sciences, Docent, Associate Pro-

fessor of the Department of Controlled Motion Mechanics, St. Petersburg State University (35, 

Universitetsky Pr., Peterhof, St. Petersburg, Russia, 198504), AuthorID: 7342.  



ВЕСТНИК ПЕРМСКОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2024                              Математика. Механика. Информатика                   Вып. 2(65) 

42 

 

 

 
Научная статья 

УДК 531.9; 514.853 

DOI: 10.17072/1993-0550-2024-2-42-53 

Движение гиростата вокруг центра инерции  

в полуевклидовом пространстве 

Николай Николаевич Макеев  
г. Саратов, Россия  

nmakeyev@mail.ru  
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Введение 

Фундаментальное направление в рацио-

нальной механике − механика неевклидовых 

пространств − является необходимой состав-

ной частью современной механики твердого 

тела и сложной механической системы. Это 

научное направление увеличивает много-

образие механических явлений, расширяя 

границы области действия классической ме-

ханики Галилея–Ньютона, исторически по-

строенной для евклидова пространства.  

Появлению и развитию этого направле-

ния исследований способствовали выдающиеся 

работы Н.И. Лобачевского, А.П. Котельникова, 

У.К. Клиффорда, Н.Е. Жуковского, А.П. Широ-

кова, в которых содержались новые свойства, 

описания и интерпретация открытых ими зако-

номерностей и механических явлений.  

В настоящей работе проведено исследо-

вание интегрального многообразия динамиче-

ской системы гиростата, на который не влия-

ют внешние моментно-силовые факторы. Та-

кое исследование позволяет получить картину 

и свойства движения, происходящего без вли-

яния на гиростат внешнего моментно-

силового воздействия.  

1. Предварительные положения 

Согласно классификации, применяемой в 

проективной геометрии, рассматриваемое здесь 

пространство является действительным аффин-

ным трехмерным пространством с индексом 2 и 

дефектом 0. Оно может быть определено и как 

полугиперболическое пространство с несоб-

ственной абсолютной плоскостью. 

В настоящей работе под движением ги-

ростата (в смысле механического движения) 

понимается перемещение его тела-носителя 

как абсолютно твердого тела. При этом все 

необходимые геометрические объекты и свя-

занные с ними геометрические построения, 

вводимые в публикациях различными спосо-

бами, приняты здесь согласно схеме, установ-

ленной в работе [1]. 

Вследствие существующего гомеомор-

физма задача о движении гиростата в плоско-

сти Лобачевского эквивалентна задаче о его 

вращении вокруг неподвижного полюса в по-

луевклидовом пространстве с метрическим 

тензором )( jiijg ee  , отнесенном к про-

странству конфигураций тела, с компонентами 

,12211  gg 133 g  при i = j; 0ijg  при i ≠ j.  

Здесь ei (i = 1, 2, 3) − орты осей задан-

ной координатной системы в данном про-

странстве.  

Согласно проективной модели Э. Бель-

трами–Ф. Клейна, плоскость Лобачевского 

наглядно представляется в виде внутренних 

точек абсолюта гиперболической плоскости  

,0)()()( 232221  xxxxxg ji

ij  

где 
ji xx , − контравариантные координаты. 

Под гиростатом в полуевклидовом про-

странстве в общепринятом смысле понимает-

ся гиростат, расположенный внутри изотроп-

ного конуса этого пространства, а под непо-

движным полюсом О, совпадающим с цен-

тром инерции, относительно которого дви-

жется гиростат, − вершина данного конуса.  

Тогда для радиусов-векторов точек ги-

ростата существует условие  02  j

s

i

sijs rrgr  

и данные векторы, по определению, являются 

собственными.  

Введем правые координатные ортобази-

сы с общим началом в неподвижном полюсе 

О: ортобазис ,0 неподвижный относительно 

инерциального конфигурационного простран-

ства гиростата, и ортобазис ,)( 321 xxxO  

неизменно связанный с телом-носителем ги-

ростата, оси Oxj которого совмещены с его 

главными в полюсе О осями приведенного (по 

Жуковскому) тензора инерции гиростата. 

Обозначим: Aj − диагональные элемен-

ты матрицы тензора инерции, являющиеся 

главными центральными моментами инерции, 

соответствующими собственным значениям 

оператора инерции гиростата; )( jGG − кине-

тический момент гиростата относительно по-

люса О; )( jkk  − постоянный гиростатиче-

ский вектор-момент, заданный проекциями kj 

на оси ортобазиса  ; главные центральные 

моменты инерции гиростата 21, AA  − момен-

ты относительно не изотропных (идеальных) 

главных осей Ox1, Ox2, а момент A3 − относи-

тельно собственной главной оси инерции Ox3; 

)( jω  − абсолютная угловая скорость тела-

носителя. Здесь и всюду далее текущий ин-

декс j последовательно принимает значения 

.3,2,1j  В частности, символ )( j  кратко 

обозначает всю совокупность значений 

.),,( 321   
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Пусть )( jiijg ee   (j=1, 2, 3) − орты осей базиса .  

Тогда вектор угловой скорости носителя ги-

ростата и его кинетический вектор-момент 

относительно полюса О представляются в ви-

де, соответственно, 

,332211 eeeω    

.332211 eeeG GGG   

Отсюда следует: 

,)3,2,1(  jsGkAG jjjjj   (1) 

где jsG ,0 G − соответствующие 

направляющие косинусы, для которых имеет 

место тривиальное тождество 

.2

3

2

2

2

1

2  ssss           (2) 

Здесь постоянная )0,1,1(  для 

случаев, при которых вектор G и его орт s − 

собственные, идеальные и изотропные, соот-

ветственно [1]. 

Следуя конструкционной схеме постро-

ения параметров ориентации базового вектора 

в полуевклидовом пространстве, принятой в 

работе [1], введем аналоги классических уг-

лов Эйлера ,,,  определяющих ориента-

цию ортобазиса   относительно 0 . Для 

собственного орта s имеем равенства [2]: 

,]ch,cossh,sin[sh

],,[ 321

 

 ssss
      (3) 

удовлетворяющие соотношению (2). Здесь 

параметры ориентации  ,  по аналогии с 

классическими углами Эйлера будем назы-

вать параметрами нутации и собственного 

вращения, соответственно. При этом данные 

параметры (как и их классические аналоги), 

согласно способу их построения, являются 

безразмерными величинами.  

Из равенств (1), (3) следуют зависимо-

сти вида ,)3,2,1(),,( jj  являю-

щиеся аналогами кинематических уравнений 

Эйлера, составленными относительно осей 

координатного базиса .   

Для собственного вектора s  имеем [1]:  

,)ch(

,sincossh

,cossinsh

3

2

1



















             (4) 

где λ − параметр прецессии, являющийся ана-

логом угла прецессии в классификации углов 

Эйлера для евклидова пространства.  

Введем вектор W, являющийся проек-

цией скорости ω на координатную плоскость 

21xOx  базиса .  Тогда, в силу равенств (4), 

имеем 

.)sh( 222

2

2

1

2   W        (5) 

Равенство (5) может применяться для 

анализа регулярных движений, рассматривае-

мых далее. 

Рассмотрим функции: 

,sincos)(

,cossin)(

,sincos)(

,cossin)(

22112

22111

2

2

2

12

2

2

2

11









kakaN

kakaN

aaK

aaK









     (6) 

., 33321 kamaam   

В равенствах (6) и всюду далее обозначено: 

.)3,2,1(1   jAa jj  

Для собственного вектора G, согласно равен-

ствам (1), (3), получаем [2] 

.)ch,cossh,sin(sh

),,( 321

 



G

GGG
    (7) 

Исключая из системы равенств (1), (4) 

величины ,j  в силу соотношений (3), (6), 

получаем систему уравнений, из которой 

находим [2]: 

.cth)(

ch)]([

,)(cossinsh

,sh)()(

31

13

2

1

11

mN

GKa

NGm

NKG







 















      (8) 

Уравнения (8) заданы в односвязной ре-

гулярной ограниченной области, исключаю-

щей особую точку ϑ = 0. 

Целью настоящей работы является 

определение характера инерционного движе-

ния гиростата путем нахождения аналитиче-

ской зависимости вида ,)(tΦΦ  а также 

установление условий реализации его регу-

лярных состояний, существующих в инерци-

онном движении.  

Здесь ,)(,)([ tt Φ )](t  − вектор 

параметров ориентации − аналогов классиче-

ских углов Эйлера.  
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Поставленная цель достигается на осно-

ве уравнений системы (8) с применением 

принятых предпосылок. 

2. Регулярные движения 

Под регулярным движением гиростата 

(или движением типа регулярного) понимается 

режим его состояния, при котором функции −  

параметры ориентации и (или) их производные 

по времени − постоянны за время движения. 

При этом данные постоянные выражаются че-

рез заданные инерционно-кинетические харак-

теристики гиростата и начальные кинематиче-

ские условия его движения.  

Регулярные движения гиростата отно-

сятся к простейшим угловым (в обобщенном 

смысле) движениям и являются аналогами со-

ответствующих движений, совершаемых в ев-

клидовом пространстве.  

Рассмотрим условия существования ре-

гулярных движений гиростата, реализуемых 

относительно ортобазиса .  Следующие 

определения движений гиростата приводятся 

для значений времени .),0[ t  

Определение 1. Движение, при котором 

выполняются условия 

,)(,)(,)( 321 btbtbt        (9) 

где )3,2,1( jb j  − постоянные величины, 

называется регулярной прецессией.  

В дальнейшем под величинами bj всюду 

понимаются известные постоянные.  

Обозначим:  

.)(, 21

1 AAAGaQAa  
 

Теорема 1. Для того чтобы гиростат, 

движущийся по инерции, совершал регуляр-

ную прецессию, необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялись условия 

.0, 2121  kkAAA          (10) 

Доказательство. Необходимость.  

Пусть выполняются ограничения (9). 

Тогда, согласно уравнениям системы (8), по-

лучаем равенства, тождественно удовлетво-

ряющиеся при условиях (10). 

Достаточность. Если выполняются 

условия (10), то в силу уравнений системы (8) 

получаем тождественные равенства (9), где  

,0,, 0321  bmbQb p           (11) 

.ch)( 303 mGaamp    

Здесь pm  − угловая скорость собственного 

вращения носителя гиростата. 

Следствие 1. Согласно равенствам (11) 

имеем: 

,0)(,)( 00   ttQt        (12) 

,)( 0 tmt p   

причем нулевой индекс здесь и всюду далее 

относится к значению t = 0. В этом случае, 

согласно условиям (10), гиростат обладает 

кинетической симметрией относительно оси 

3Ox ортобазиса .  

Определение 2. Движение, при котором 

выполняются условия 

,)(,)(,)( 321 btbtbt       (13) 

называется регулярной нутацией. 

Теорема 2. Регулярная нутация гироста-

та при его движении по инерции не существует. 

Доказательство. Из первого уравнения 

системы (8), согласно условиям (13), следует 

противоречивое условие ,0G  в силу чего 

движение, удовлетворяющее этим условиям, 

динамически невозможно. 

Определение 3. Движение, при котором 

выполняются условия 

,)(,)(,)( 231 btbtbt        (14) 

называется регулярным маятниковым движе-

нием (РМД). 

Теорема 3. Для того чтобы гиростат, 

движущийся по инерции, совершал РМД, 

необходимо и достаточно, чтобы выполня-

лись условия (10) и 0pm , где величина pm  

определяется равенством (11). 

Доказательство. Необходимость.  

Пусть выполняются ограничения (14). 

Тогда, согласно уравнениям системы (8), по-

лучаем равенства, тождественно удовлетво-

ряющиеся при условиях (10) и .0pm  

Достаточность. Если выполняются 

условия (10) и ,0pm то, в силу уравнений 

системы (8), получаем тождественные равен-

ства (14), где 

.0,, 3021  bbQb            (15) 

Следствие 2. Согласно равенствам (15) 

получаем первые два равенства (12), 

0)(  t и, согласно определяющему усло-

вию 0pm , в этом движении имеем 

.ch)1( 03

1

3 GAAk   

В силу этого, если при условиях теоремы 3 
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гиростат обладает центральной кинетической 

симметрией 

,)3,2,1(  jAAj              (16) 

то необходимо, чтобы .03 k  В этом случае 

имеем 0k  и гиростат кинетически вы-

рождается в твердое тело. 

Определение 4. Движение, при котором 

выполняются условия 

,)(,)( 31 btbt               (17) 

называется полурегулярной прецессией по 

Гриоли (Rev. Roum. 1970; (15:2):249−255). 

Теорема 4. Для того чтобы гиростат, 

движущийся по инерции, совершал полурегу-

лярную прецессию, необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялись условия (10). 

Доказательство. Необходимость.  

Пусть выполняются ограничения (17). 

Тогда, согласно уравнениям системы (8), по-

лучаем равенства, тождественно удовлетво-

ряющиеся при условиях (10).  

Достаточность. Если выполняются 

условия (10), то, в силу уравнений системы 

(8), получаем тождества (17), где 

.0, 031  bQb              (18) 

Следствие 3. Согласно равенствам (18) 

имеем: 

.)( 0 tmt p                  (19) 

Определение 5. Движение, при котором 

выполняются условия 

,)(,)( 31 btbt                 (20) 

называется полурегулярной нутацией. 

Теорема 5. Полурегулярная нутация 

гиростата при его движении по инерции не 

существует. 

Доказательство этой теоремы проводится 

аналогично доказательству теоремы 2, в кото-

ром получено противоречивое условие G = 0. В 

силу этого движение, удовлетворяющее усло-

виям (20), динамически невозможно. 

Аналогичным образом можно показать, 

что для гиростата, находящегося в инерцион-

ном состоянии, существуют движения, при 

которых выполняются условия 

,])(,)([

,])(,)([

32

21

btbt

btbt












                  (21) 

соответствующие маятниковым движени-

ям первого и второго рода, соответственно.  

Для движений (21) имеем, соответственно, b1 

= Q, b3 = 0 и в обоих случаях движения полу-

чаем .0,)(, 002  pmtb   

3. Основная динамическая система 

Согласно основным предпосылкам, 

принятым для инерционного движения гиро-

стата, выполняются законы сохранения его 

кинетического момента и кинетической энер-

гии, выражающиеся тождественными равен-

ствами 





2

1

2

3

2

3

2 ,)()(
j

jj GGG          (22) 

,2
3

1

2 DA
j

jj


                      (23) 

являющимися интегралами модуля кинетиче-

ского момента и кинетической энергии гиро-

стата. Здесь величины Gj определяются ра-

венствами (1);   − маркировочный параметр, 

содержащийся в равенстве (2); D > 0 − посто-

янная интегрирования. 

Примем условия 

321 AAAA                       (24) 

и введем постоянные  ,,H  такие, что 

.,0

,tg,th

,,0

2

2

2

13

1

212

1

3

2

2

2

2

3

kkkk

kkmm

kammmH







        (25) 

Согласно равенствам (24), (25), получаем: 

.)ch,(sh),(,

,)cos,(sin),(

21233

121









gggHAk

gHAkk
 (26) 

Здесь и всюду далее принимается α > 0. 

Система уравнений (8) в силу соотно-

шений (24)−(26) при ϑ > 0 принимает вид 

,]ch2

cth)(cos[

,)(sin

,sh)(cos

2

1

1

1

1

gc

gH

gH

gHQ







 















    (27) 

.)2()( 1

3 GHaac   

и далее называется основной динамической 

системой (ОДС). 

Предметом дальнейшего рассмотрения 

является интегральное многообразие уравне-

ний инерционного движения гиростата, кото-

рое следует определить согласно ОДС (27).  
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Уравнения (27) образуют нелинейную 

стационарную систему эволюционного типа, 

содержащую пять независимых кинетических 

параметров. Поскольку для этой системы су-

ществуют независимые алгебраические пер-

вые интегралы (22), (23), находящиеся в ин-

волюции, то эта система уравнений является 

интегрируемой по Лиувиллю и интегрируется 

в квадратурах. 

Ставится задача: определить в одно-

связной регулярной области гладкие аналити-

ческие зависимости вида λ (t), ϑ (t), φ (t), сово-

купность которых составляет решение ОДС 

(27), удовлетворяющее начальным условиям 

)]0(,)0(,)0([  ].,,[ 000   

4. Нутационное движение 

Рассмотрим инерционное движение ги-

ростата в режиме непрерывного изменения 

угла нутации (движение по углу ϑ). 

Для системы уравнений (27) существует 

интеграл энергии (23), который в силу соот-

ношений (5), (23)−(26) представляется равен-

ством 

,ch

)(cosshch

2

1

2

hg

gc








      (28) 

где выражение для параметра c дано в соот-

ношениях (27). 

Из второго уравнения ОДС (27), соглас-

но интегралу (28),  следует определяющее для 

величины chu  уравнение 

,)(22 uPu                     (29) 

где 





3

0

4)(
k

k

k ucuuP                   (30) 

− полином с коэффициентами 

.,2,)12(

,2,)(

2

232

21

22

10





cllgchclc

hlgchglс
 

В уравнении (29) величина Hc − 

постоянная с размерностью угловой скорости. 

Согласно соотношению (29), область 

изменения переменной ϑ, для которой реали-

зуется движение по углу ϑ, определяется 

условием 0)( uP  при ,1u что соответ-

ствует ограничению 

,0)()1( 1

22

1  upug  

.)( 2

2

1 hugucup   

Уравнение (29) имеет первый интеграл 

,
)(

)( Ct
uP

ud
uJ               (31) 

где C − постоянная интегрирования. 

Интеграл в равенстве (31) приводится к 

неполному эллиптическому интегралу перво-

го рода, выраженному в нормальной форме 

Лежандра. Для полинома P, не содержащего 

кратных нулей, это приведение выполняется 

стандартным приемом [3, c. 96]; в случае 

кратных корней интеграл представляется в 

элементарных (гиперболических и круговых) 

функциях. 

Преобразуем фазовую плоскость U = (u, 

̇u), относя величину u  к постоянной Ω и 

оставляя для преобразованной переменной 

прежнее обозначение. Тогда величины uu ,  

будут безразмерными переменными. В силу 

униформизационных свойств функций [4, c. 

324] можно показать, что траектории изобра-

жающей точки на фазовой плоскости U одно-

значно определяются параметрическими 

уравнениями 

.])([)()(

,])([)(

2

0

1

0









gwwgwu

gwguwu p
       (32) 

В равенствах (32) обозначено: 

,)(,)(
24

1

4

1

0 pp uPguPg   

,
)(

)( 

u

u p
sP

sd
uw  

,)()(4)( 32

3 qwqww   

s, w − переменная интегрирования и унифор-

мизующая переменная, соответственно; up − 

простой корень полинома P,  − символ эл-

липтической функции Вейерштрасса с алгеб-

раическими инвариантами: 

.83

,)

(

,)123(

2

2

3

2

10

321

3

23

031

2

22

16

1

48

1

108

1

12

1

ccD

cDc

ccccq

ccccq

c

c









       (33) 
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В равенствах (32) штрих − символ диф-

ференцирования по указанной переменной. 

На фазовой плоскости U параметриче-

ские уравнения (32) определяют уникурсаль-

ную кривую (кривую нулевого рода), коорди-

наты регулярных точек которой представля-

ются в виде рациональной функции параметра 

[4, c. 324]. 

Полагая, что все корни полинома P − 

действительные и простые и, обращая зави-

симость (31), в результате получаем 

,])([)( 1

00

 gwguu p      (34) 

где ,ch,)( 0000 puuuww     

причем .)()( 1

000

 puuggw  

Рассмотрим фазовый портрет гиростата 

на плоскости U. Структура фазовых траекто-

рий определяется видом квазипотенциальной 

(гиростатической) функции P в зависимости 

от значений параметров cj      ( j = 0, … , 3).  

Многообразие данных траекторий явля-

ется трехпараметрическим множеством плос-

ких алгебраических кривых четвертого по-

рядка, определяемых уравнением (29).  

Стационарные и критические точки 

функции P устанавливаются уравнениями 

,0,0  PP имеющими вид 

.036

,0234

23

2

12

2

3

3





cucu

cucucu
     (35) 

Эти уравнения в пространстве параметров 

321 ,, ccc  определяют сепаратрисную поверх-

ность, разделяющую область определения 

функции )(uP  на подобласти, содержащие 

различные виды ее экстремумов.  

Выражая из системы уравнений (35) па-

раметры ,, 32 cc  в результате получим пара-

метрические уравнения данной поверхности 

,)8(

,)2(

2

13

1

1

2

2

3

1 







ucuc

ucuc

                  (36) 

являющейся алгебраической поверхностью. 

Рассматривая уравнения сечений этой 

поверхности плоскостями вида const1 c  как 

уравнения множества кривых, расположен-

ных на плоскости ,),( 32 cc получаем сепара-

трисную кривую − квадратичную параболу с 

уравнением 

.2

32
32

9
cc   

При 01 c  кривая (36) является эквидистан-

той данной параболы с параметром эквиди-

стантности .1c  

Плоскость U содержит фазовые траек-

тории с двойными особыми точками, имею-

щими координаты ,0,  uuu c
  где uc − об-

щий корень полиномов .)(,)( uPuP    

Пусть 21 , zz  − значения величины u та-

кие, что в области 0cD  плоскости U имеем 

,),(
3

1

4

1
321 













 cDczz  

где параметр Dc определяется равенством 

(33). Тогда при 21 zuz c   на плоскости U 

находится узловая точка, а при 

21 , zuzu cc  имеется изолированная точ-

ка. При этом угловые коэффициенты каса-

тельных, проведенных к фазовой траектории в 

узловой точке, равны 

.)63(),( 212

3221 cc uuccrr   

При 1zuc   или при 2zuc   на фазовой тра-

ектории расположена точка возврата. 

В области 0cD  плоскость U  содер-

жит только изолированную точку, тогда как 

на границе 0cD  этой области расположена 

либо точка возврата, если ,1zuc   либо изо-

лированная точка, если .2zuc   

В приведенных соотношениях всюду 

полагается α > 0.  

При критическом значении α = 0 имеет 

место регулярная прецессия гиростата, усло-

вия существования которой определяются 

теоремой 1, ограничениями (10) и характери-

зуются равенствами (11), (12). Из первого ин-

теграла (28) следует: 

,)411()2( 1

0 chcu  
 

где c, h − заданные положительные парамет-

ры. Это равенство определяет величину пара-

метра положения uArch0   в данной пре-

цессии, причем .)2( 1

0

 cu  

Согласно зависимости (34), нутационное 

движение  гиростата  является периодическим 
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с периодом (в натуральном времени t), равным 

,)()(K4 1

31

 eekT p             (37) 

где K − символ полного эллиптического инте-

грала первого рода с модулем 

.)(
2

31

31

21 ee
ee

ee
kp 




  

Таким образом, в нутационном движе-

нии ось кинетической симметрии гиростата 

совершает периодическое с периодом T по 

(37) движение в области, расположенной 

между двумя соосными круговыми конусами 

с вершинами в полюсе О и с углами при вер-

шинах .2,2 21   Эти конусы находятся внут-

ри изотропного конуса данного пространства 

и имеют общую ось симметрии, определяе-

мую вектором G. 

5. Прецессионное движение 

Исследуем инерционное движение ги-

ростата в режиме непрерывного изменения 

угла прецессии (движение по углу λ). Движе-

ние в этом режиме определяется зависимо-

стью вида ,)(  которая, согласно первому 

уравнению системы (27), выражается соотно-

шением 

 
 




0

2

11

0 ,
1

)(
)( sd

u

uq
cQ   (38) 

где обозначено 

.)(, 2

2 hugucuqt           (39) 

Применяя зависимость (34) и формулу 

интегрирования дробно-линейного выраже-

ния как функции от )(  [3, c. 130], в резуль-

тате, согласно равенству (38), получаем: 

.)]()([)( 22110  ImImB   (40) 

В равенстве (40) обозначено: 

,,11 hcnQB c  
 

,)()2( 2

1

1 gncm c  
 

,)()2( 2

1

2 gncm c  
 

,)](2)([)( 1

kkkkk ZDnI   
 

,,
)(

)(
ln)( 0wZ

k

k
k 




 




  

)(,)1,1(),( 21 kkpp uunn    

,)2,1( k  

,])1[( 1

1

2

01

 pugD  

.])1[( 1

2

2

02

 pugD  

Здесь  ,  − символы функций Вейерштрас-

са, функционально связанных с функцией 

Вейерштрасса )( [3, c. 128]; 21 ,  − ха-

рактерные постоянные, определяемые равен-

ствами  

,)1()1( 1

01  

pp uugg  

,)1( 1

02

 pugg  

а функция )(w  устанавливается равен-

ством, относящемся к соотношениям (32). 

Согласно равенству (40), величина па-

раметра прецессии λ является алгебраической 

суммой секулярной части с безразмерным 

временем τ и нелинейного дополнения. Сле-

довательно, прецессия оси кинетической 

симметрии гиростата является составным 

движением, образованным наложением не-

стационарного нелинейного аддитивного фак-

тора на равномерное прецессирование в кон-

фигурационном пространстве оси гиростата с 

угловой скоростью B. 

В некоторых частных случаях вид зави-

симости (40) может быть упрощен. В частно-

сти, если действительный или мнимый ос-

новные периоды функции )(  бесконечны, 

то эта функция, а также связанные с ней 

функции )(,)(  , вырождаются в гипер-

болические и круговые тригонометрические 

функции (это соответствует случаям кратных 

корней ej стандартного полинома Вейер-

штрасса [3]). 

Обозначим 31

2

2 3 cccN  . В случаях, 

для которых основные периоды функции 

)(  бесконечны, когда коэффициенты по-

линома )(uP  связаны ограничениями 

,012 0  cN  

,03 2

1321

3

2
12

1

9

4









 ccccDNc c  

имеем ,0,032  jeqq  откуда следует, 

согласно [3, c. 128]:  

.~)(,~)(,~)( 12    
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В этих случаях имеет место особый вид 

движения гиростата в данном пространстве − 

вырожденная прецессия. 

Рассмотрим свойства движения по па-

раметру λ. Обозначим: 

.)2,1(  rHgN rr  

Из первого уравнения системы (27) и 

интеграла энергии (28) следует: 

,)()1()( 2

12 upuHu p

       (41) 

,,)( 22  Qnugup pc   

откуда находим, что ,0)( su где us − про-

стой действительный корень уравнения 

,02

2  qp huNu                (42) 

.QDhq   

Согласно уравнению (42), при λp = 0 имеем:  

,)0(0, 2

1

2  

qqqs hNhhNu  

тогда как при 0p  беспрецессионное дви-

жение, существующее для  

,042

2  qps hND   

реализуется при значениях 

.)()2( 2

1

sps DNu           (43) 

В равенстве (43) знак перед радикалом 

выбирается из условия us > 0. 

Определим область значений перемен-

ной u, для которых реализуется прецессион-

ное движение. Условие 0)( u  выполняет-

ся: для значений 0p  − на открытом мно-

жестве ,)()1( 21 uuuu   а для значений 

0p  − на интервале .)( 21 uuu   

Ограничение 0)( u выполняется: при 

0p − на множестве ,)( 21 uuu  а при 

0p − на интервале  )1( 1uu (u > u2). 

Здесь знаки величины   относятся к прямому 

и обратному (по направлениям) прецессион-

ному движению, соответственно.  

В силу равенства (41) составим произ-

водную функцию 

,)()1()( 22

2 uuFuNu              (44) 

где обозначено 

,2,1)( 1

2

2

cpp nghuhuuF   

и примем условие .D  Тогда функция F 

(u) является положительно определенной для 

значений ),1( u и, согласно уравнению 

(44), имеем 0)( u  при 

  2  и 0)( u  для 

.   Далее интервал данных значе-

ний периодически повторяется через 

.)...,1( nn  Этим определяются интервалы 

ускорения и замедления скорости прецессиро-

вания оси кинетической симметрии гиростата. 

6. Колебательное и вращательное 

движения 

Можно показать, что в условиях приня-

тых предпосылок существуют режимы коле-

бательных и вращательных движений гиро-

стата по углу φ, реализуемых при определен-

ных условиях. Для нахождения этих условий 

установим структуру фазовых траекторий на 

плоскости переменных (ϑ, φ). 

Портрет фазовых траекторий, соответ-

ствующих множеству значений параметра h 

(параметра уровня) интеграла энергии (28), 

зависит от области расположения значений 

параметров c, α на этой плоскости. Следова-

тельно, определяющими структурными пара-

метрами режима движения гиростата являют-

ся параметры .,, ch  

Из множества возможных значений па-

раметра h в силу интеграла (28) выделим зна-

чение ,2gchc   достигаемое в особом слу-

чае, когда ϑ = 0. Этому значению соответству-

ет фазовая траектория, являющаяся сепара-

трисой, разделяющей области существования 

колебательного режима движения гиростата 

по углу φ от вращательного.  

Охватываемый этой сепаратрисой коле-

бательный цикл движения в предельном слу-

чае вырождается в точку статического равно-

весия, положение которой на фазовой плоско-

сти определяется значением параметра h.  

Уравнение данной сепаратрисы на 

плоскости (ϑ, φ) при α > 0 имеет вид: 

,th)ch2()(cos 2

21

1  gcg  
   (45) 

где обозначено .2   

В случаях, при которых фазовая точка 

имеет траекторию, даже частично совпадаю-

щую с сепаратрисой (45), на участках совпаде-

ния гиростат движется в критическом режиме. 
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Этот режим можно интерпретировать движе-

нием уединенной стационарной волны неиз-

менного профиля (бегущей волны), движу-

щейся в среде без диссипации. Данная волна 

является кинком − солитоном Кортевега-де 

Фриза. 

В области фазовой плоскости, прилега-

ющей к сепаратрисе, движение фазовой точки 

имеет характер, аналогичный свойствам пе-

ремещения кноидальной волны − периодиче-

ской солитонной решетки, определяемой 

функцией кинка:  

.ch)( 2   

Из второго и третьего уравнения системы (27) 

согласно равенству (28) имеем: 

,),()]([ 1

1

2 



 

d

d
         (46) 

,)(

)1()2()(

2

2

2

21

uhuguc

ugucu




 

)(sin)1()( 2

12   ug  

),0,0(    

где функция )(u  определяется формулой (28). 

Фазовая плоскость ,),(   согласно 

уравнению (46), содержит множество стацио-

нарных точек ,cuu   определяемых уравне-

нием 

,0)2(23 2

2

2

3  guhcuguc ccc  (47) 

где ccu ch , и множество особых точек вида 

.)...,1,0(  nn  

В силу равенства (47) для критического 

значения 1cu  существуют двойные особые 

точки, являющиеся узловыми точками с угло-

выми коэффициентами касательных в них к 

фазовым траекториям, равными 

.)()2()1( 2

1

1 cggn

n    

В этом же случае начало координат фа-

зовой плоскости содержит дикритический 

узел. 

Для определения явной зависимости 

вида )(u применим первый интеграл (28), 

представленный в виде 

,)(
1

)(
)(cos 12

1

uV
ug

uqs 


         (48) 

где принято  

,)( 2

2 ucughuqs   α > 0, u > 1. 

Согласно второму уравнению системы 

(27) и уравнению (29), получаем: 

),(
1

)(
)(sin 22

1

uV
u

uP

g

c



        (49) 

при этом из соотношений (48), (49) следует: 

.sin)(cos)()(cos

,cos)(sin)()(sin

21

21





uVuVu

uVuVu




   (50) 

Искомая параметрическая зависимость 

для угла φ определяется системой, составлен-

ной из любого равенства (50) и уравнения 

(31).  

7. Годографы векторов скорости 

и кинетического момента 

Получим параметрические уравнения го-

дографа вектора ω, представленные относи-

тельно координатных осей ортобазиса .  Для 

собственного вектора G из равенств (4), соглас-

но соотношениям (27), (48), (49), получаем: 

,ch

,coscossh

,sinsinsh

323

12

11







QN

NQ

NQ







       (51) 

где обозначено .33 GaQ   

Из соотношений (51) в силу выражений 

(50) при α > 0 следует: 

,sin]cos)(

sin)([)(

1

11





Nu

uqQu




 

,cos]sin)(

cos)([)(

1

12





Nu

uqQu




    (52) 

,)( 323 uQNu   

где обозначено 

,)()(,1

11 uPcuQgQ  
 

а функция )(uq  определяется соотношением 

(39). 

Присоединяя к равенствам (52) выраже-

ние (31), получаем систему параметрических 

уравнений с параметром u, определяющую 

зависимости вида .)(tj  

Из уравнений (52) следует 

,)1()()( 222

22

2

11  uQ  (53) 
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где обозначено 

.)cos,(sin),( 121  N  

Соотношение (53) в пространстве квази-

координат j  при фиксированном значении 

 uu )(  определяет цилиндрическую по-

верхность с образующими, параллельными ко-

ординатной оси 3Ox  ортобазиса .  Эта по-

верхность является круговым цилиндром, со-

держащим в сечении плоскостью 

const)(const3    окружность радиуса 

12 uQ − проекцию годографа вектора ω 

на плоскость, нормальную оси этого цилиндра.  

Таким образом, данная поверхность явля-

ется несущей для годографа вектора скорости. 

Из равенств (1), (24), (26) следуют соот-

ношения для компонент вектора :)( jGG  

,])([)(

,]cos)([)(

,]sin)([)(

2333

122

111

NuAuG

NuAuG

NuAuG













         (54) 

которые, аналогично предыдущему, опреде-

ляют годограф вектора G относительно коор-

динатных осей ортобазиса .   

При этом выражения для величин 

)(uj  в явном виде устанавливаются равен-

ствами (52). 

В силу линейной зависимости (54) меж-

ду соответствующими компонентами jj G,  

заключаем, что годографы векторов ω, G и их 

годографические несущие поверхности, как 

геометрические фигуры, подчиняются закону 

невырожденного аффинного преобразования.  

Это преобразование является компози-

цией центроаффинного преобразования с цен-

тром, совпадающим с центром инерции гиро-

стата. В этом смысле данные годографы и их 

несущие поверхности являются обобщенно-

подобными геометрическими фигурами. 

Заключение 

Инерционное движение гиростата отно-

сится к его простейшим движениям, совершае-

мым без воздействия внешних моментно-

силовых факторов. Это обстоятельство позволя-

ет при анализе влияния внешних сил на движе-

ние гиростата разделить динамические эффекты, 

порожденные внешними силами, от эффектов, 

обусловленных инерционным движением. 

Свойства инерционного движения гиро-

стата, совершаемого в евклидовом простран-

стве, исследованы в аналогичной задаче, со-

держащейся в работе [5]. Ее динамическим 

аналогом является задача, относящаяся к по-

луевклидову пространству, приведенная в 

настоящей работе. Эта задача рассмотрена 

для случая, при котором вектор кинетическо-

го момента гиростата является собственным.  

Движения гиростата в других случаях, 

при которых этот вектор является идеальным 

или изотропным, требуют отдельного иссле-

дования. Следует отметить, что, в отличие от 

рассмотренного в данной статье случая, квад-

раты норм векторов ,2 s  
22 GG  

для упомянутых случаев являются разными 

по величине: значения характерного маркиро-

вочного параметра )0,1(  имеют место 

для идеальных и изотропных векторов, соот-

ветственно. Это различие распространяется и 

на соотношения связи между величинами j  

и параметрами положения гиростата в конфи-

гурационном пространстве.  

Данные соотношения являются анало-

гами кинематических уравнений Эйлера, су-

ществующих для твердого тела в евклидовом 

пространстве. Исследование инерционного 

движения гиростата с применением подвиж-

ных годографов векторов его скорости и ки-

нетического момента открывает возможность 

проведения анализа динамических свойств в 

касательном пространстве.  
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Введение 

Стремительное развитие информацион-

ных технологий сопровождается постоянным 

обменом информацией, что, в свою очередь, 

сопровождается и распространением компью-

терных вирусов. Несмотря на богатство анти-

вирусных программ, каждый день возникают 

все новые и новые угрозы. Актуальным явля-

ется изучение распространения вирусов в 

компьютерных сетях с целью его своевремен-

ного обнаружения, предотвращения и даль-

нейшей защиты. 

Начало всех исследований в области 

компьютерной вирусологии было положено в 

1940-х гг., когда Джон фон Нейман поставил 

перед собой задачу построения модели маши-

ны, сложность которой могла бы возрастать 

подобно биологическим организмам в усло-

виях естественного отбора. Предположитель-

но, такая задача была поставлена для того, 

чтобы вычислительные машины смогли раз-

виваться самостоятельно с течением времени. 

Но на тот момент не было реализации подоб-

ной модели, поэтому в данном направлении 

проводились дополнительные исследования.  

Первая попытка реализации была со-

вершена Лайонелом Пенроузом в 1957 г. Ан-

глийский психиатр, медицинский генетик и 

математик впервые показал пример самовос-

производящейся механической структуры [1]. 

Логическая часть его идеи была основана тео-

рии фон Неймана, а физическая часть заклю-

чалась в том, чтобы создать простые блоки 

или кирпичики с такими свойствами, чтобы из 

них можно было построить самовоспроизво-

дящийся механизм.  

Спустя несколько лет в 1966 г. Артур 

Беркс опубликовал книгу "Теория самовос-

производящихся автоматов" на основе лекций 

фон Неймана [2], в которой были изложены 

основные идеи для реализации такого меха-

низма в машинной среде.  

В настоящее время компьютерный ви-

рус определяется как программа, целью кото-

рой является распространение своих копий. 

Компьютерные вирусы классифицируются по 

признакам среды обитания, способу зараже-

ния, методам распространения, организации 

программного кода и деструктивным возмож-

ностям [3].  

Развитие информационных сетей, объ-

единяющих несколько рядом стоящих компь-

ютеров, способствовало появлению вируса, 

представляющего угрозу компьютерной ин-

фраструктуре, в которой находятся десятки 

или даже сотни работающих вычислительных 

устройств. В отличие от загрузочных и фай-

ловых вирусов, сетевой вид обладает свой-

ством самораспространения без использова-

ния внешних устройств передачи данных. Та-

кой вид относят к классу вирусов-червей. 

Проводятся исследования по изучения рас-

пространения вирусов [например, 4–9]. Раз-

ными авторами предложены оригинальные и 

модифицированные эпидемиологические мо-

дели. При анализе работ в данном направле-

нии наблюдается тенденция к востребованно-

сти методов теории перколяции. Использова-

ние перколяционных свойств для большого 

разнообразия существующих архитектур ком-

пьютерных сетей и методов атак злоумыш-

ленников может способствовать совершен-

ствованию методов антивирусной защиты от 

нападения, вследствие чего снизится количе-

ство успешных атак на информационную ин-

фраструктуру. 

Целью настоящей работы является ис-

следование распространения сетевого вируса 

в локальной сети с использованием подходов 

теории перколяции. Для достижения цели ав-

торами были предложены и исследованы две 

перколяционные модели распространения се-

тевого вируса в локальной компьютерной се-

ти, описывающие два вида сетей: проводные и 

беспроводные. Порог перколяции соответ-

ствует доле зараженных компьютеров в сети, 

при которой сеть теряет работоспособность. 

Постановка задачи 

В рамках данной работы предложены и 

исследованы две решеточные перколяционные 

модели распространения сетевого вируса в 

локальной компьютерной сети, описывающие 

два вида сетей: беспроводные и проводные. 

В первой модели беспроводная локальная 

сеть представлена в виде наиболее распростра-
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ненной сети ячеистой топологии, которая опи-

сывается простой квадратной решеткой.  

Линейный размер решетки – N. Компью-

теры в локальной сети  узлы решетки, которые 

могут быть свободными (не зараженными виру-

сом) и занятыми (зараженными вирусом). Сво-

бодным узлом считается компьютер, сохраня-

ющий полную работоспособность и никак не 

влияющий на работу соседних компьютеров.  

Под занятым узлом подразумевается, 

что компьютер имеет вредоносный код, спо-

собный причинить вред компьютеру, а также 

передавать свою копию соседним компьюте-

рам. При этом такой компьютер продолжает 

работать. Один компьютер может заразить 

другой компьютер, то есть если текущий узел 

занят, то соседние с ним узлы могут стать за-

нятыми с вероятностью q1. Кроме того, учи-

тывается способность компьютера к восста-

новлению, то есть занятый узел может стать 

свободным с вероятностью q2. Восстановле-

ние возвращает узлу свободное состояние и 

освобождает компьютер от вредоносного кода. 

Соседние занятые узлы образуют кла-

стеры – группы зараженных компьютеров. 

Концентрация занятых узлов p соответствует 

степени распространения вируса в локальной 

сети. Если в системе находится непрерывная 

группа зараженных компьютеров, проходящих 

через всю сеть (перколяционный кластер), то 

можно говорить о наличии перколяции – про-

сачивании сетевого вируса через всю локаль-

ную сеть, что означает возможность выхода 

вируса за пределы локальной сети и блоки-

ровку передачи информации между любыми 

свободными узлами. В модели были примене-

ны открытые и периодические граничные 

условия (ОГУ и ПГУ соответственно). Мате-

матически предложенную модель можно опи-

сать так: 

, 

где k – количество испытаний. 

Во второй модели применяется ло-

кальная сеть, использующая смешанную то-

пологию из трех базовых: "Шина", "Кольцо", 

"Звезда". Общей сетью является шинная то-

пология, объединяющая в себе множество N 

подсетей, представленных кольцевой и звезд-

ной топологиями. В свою очередь каждая под-

сеть состоит из z узлов. Граничащие между 

топологиями узлы являются коммутаторами и 

обеспечивают связь с соседними локальными 

сетями. Начало и конец сети определяется 

первой и последней подсетью соответственно 

(см. рис. 1).  

 

Рис. 1. Пример смешанной сети второй модели 

Математически модель записывается 

следующим образом: 

 

Основной задачей в рамках каждой из 

предложенной модели является получение 

оценки значения порога перколяции при раз-

личных параметрах модели. Под порогом пер-

коляции принимается значение концентрации 

занятых узлов, при которой вероятность воз-

никновения стягивающего кластера равна 0.5. 

Порог перколяции соответствует критической 

концентрации зараженных компьютеров ло-

кальной сети, при которой сеть теряет свою 

работоспособность. 

Методы исследования 

Для моделей были разработаны и реали-

зованы алгоритмы распространения занятых 

узлов, поиска кластеров и определения нали-

чия перколяции в системе. Были написаны 

программы на языке программирования C++ с 

консольным интерфейсом. 

Для первой модели алгоритм заполне-

ния квадратной решетки свободными и заня-

тыми узлами описан ниже. 

1. Из всех узлов случайно выбирается 

первый занятый узел. 

2. Соседние свободные узлы текущих 

занятых становятся занятыми с веро-

ятностью q1. 

3. Занятые узлы могут стать свободными 

с вероятностью q2. 

4. Повторить 2–3 до достижения необхо-

димой концентрации занятых узлов на 

решетке. 

Для маркировки кластеров на решетке 

используется алгоритм Хошена–Копельмана 

[10]. Для поиска перколяционного кластера 

используется алгоритм "поиска в глубину" 

[11]. Для обеспечения коэффициентов вероят-

ности используется генератор псевдослучай-

ных чисел "Вихрь Мерсена" [12]. 
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Для второй модели разработан следую-

щий алгоритм определения порога перколя-

ции проводилось путем проведения k случай-

ных экспериментов, в каждом из которых: 

1) случайным образом конфигурируется об-

щая сеть, состоящая из N подсетей, 

2) для каждой подсети находится свой порог 

перколяции, 

3) находится среднее значение порога перко-

ляции для общей сети. 

После чего полученные значения по k 

экспериментам усредняются. 

Порог перколяции для подсетей кольце-

вой или звездной топологии находятся анали-

тически. Рассмотрим кольцевую подсеть. 

Подсеть имеет граничные узлы, которые 

обеспечивают внешнюю связь с соседними 

подсетями. Однако внутри возникает два пути 

распространения вируса: верхняя и нижняя 

цепочка (см. рис. 1). Данные цепочки являют-

ся одномерными, порог перколяции для каж-

дого пути pc = 1, так как кластер из занятых 

узлов может возникнуть, только если все узлы 

хотя бы в одной из цепочек заняты [13]. Таким 

образом, подсеть имеет точное значение поро-

га перколяции pc = 1. 

Звездная топология имеет похожую 

структуру с деревом Кейли или решеткой Бе-

те. Подсеть представляет первый уровень по-

строения дерева Кейли, когда из одного узла 

выходит z новых узлов. Для такой структуры 

вычислена и доказана критическая концен-

трация pc=1/(z-1) в [14]. Подставляя значение 

количества выходящих узлов в данную фор-

мулу, можно точно определить критическую 

концентрацию в подсети. 

Далее, чтобы найти порог перколяции 

для общей сети, необходимо сложить крити-

ческие концентрации p1c, p2c, …, pNc и разде-

лить на количество подсетей N. 

Численные эксперименты основаны на 

подходах методов Монте-Карло с применени-

ем методов математической статистики и тео-

рии вероятностей. 

Результаты и их обсуждение 

Для первой модели проведен ряд чис-

ленных экспериментов со следующими пара-

метрами: N = 10; 20; 50;  

; . Значение  вы-

брано, исходя из неопределенного количества 

внешних факторов, а также человеческого 

фактора. Поэтому вероятность заразить или 

не заразить компьютер является одинаковой. 

Параметр  имеет диапазон значений: от 

низкой эффективности каких-либо противо-

действующих средств либо их отсутствия до 

наличия эффективных средств защиты ком-

пьютера.  

Для каждого набора входных данных 

было проведено 1000 экспериментов и опреде-

лено значение порога перколяции по следую-

щей методике: определяется вероятность воз-

никновения перколяционного кластера P(p).  

Полученные в ходе компьютерного 

эксперимента значения вероятности возник-

новения перколяционного кластера  для 

каждого набора данных при различных значе-

ниях  и  аппроксимируются сигмоидаль-

ной функцией: 

 

Значение доли заполненных узлов p, при ко-

торой вероятность появления перколяционно-

го кластера равна 0.5, является значением по-

рога перколяции (например, рис. 2). 

При аппроксимации данных возникает 

погрешность: при численном эксперименте 

учитывается погрешность вероятности воз-

никновения перколяционного кластера при 

каждом значении концентрации занятых узлов 

с использованием стандартного отклонения 

среднего  .  

Погрешность значения порога перколя-

ции – это результат аппроксимации данных в 

математическом пакете с учетом ошибок ис-

ходных данных. 

 

Рис. 2. Вероятность возникновения стяги-

вающего кластера, при N = 20; =0,5; 

 с открытыми граничными услови-

ями 
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Найдены значения порогов перколяции 

для выбранных входных параметров модели 

при открытых и периодических граничных 

условиях для систем конечного размера, дан-

ные представлены в табл. 1. Пустые ячейки 

означают, что для соответствующих входных 

параметров перколяция не наступила. 

Таблица 1. Значения порога перколяции с погрешностью аппроксимации 

при различных N и  с открытыми и периодическими граничными условиями  

0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0  

– – – 
0,789 

(0,001) 

0,6332 

(0,0009) 

0,5356 

(0,0009) 

0,4735 

(0,0008) 

N = 10 

ОГУ 

– – 
0,876 

(0,001) 

0,679 

(0,001) 

0,5453 

(0,0008) 

0,4608 

(0,0006) 

0,4052 

(0,0006) 

N = 10 

ПГУ 

– – – 
0,7922 

(0,0009) 

0,6089 

(0,0009) 

0,5056 

(0,0007) 

0,4472 

(0,0006) 

N = 20 

ОГУ 

– – 
0,9885 

(0,0009) 

0,747 

(0,001) 

0,5561 

(0,0008) 

0,4545 

(0,0005) 

0,4000 

(0,0005) 

N = 20 

ПГУ 

– – – 
0,8037 

(0,0007) 

0,587 

(0,001) 

0,4591 

(0,006) 

0,4108 

(0,0006) 

N = 50 

ОГУ 

– – – 
0,7935 

(0,0005) 

0,5602 

(0,0007) 

0,4350 

(0,0006) 

0,3910 

(0,0004) 

N = 50 

ПГУ 

 

При увеличении значения параметра  

вероятность появления перколяционного кла-

стера значительно снижается. При этом 

наблюдается разделение значений  на две 

группы. Первая группа достигает значения 

порога перколяции и представляет достаточ-

ную опасность для компьютерной сети. В нее 

входят модели при . Вторая 

группа содержит модели при , 

которые не так опасны для компьютерной се-

ти. При максимальной концентрации узлов ве-

роятность появления перколяционного кластера 

находится ниже значения 0,5. Стоит отметить, 

что модель с параметром  >  на всем диапа-

зоне концентрации p имеет вероятность P(p) 

близкую к нулю, что является адекватным ре-

зультатом, так как восстановление узлов проис-

ходит интенсивнее, чем заражение. 

 
Рис. 3. Определение порога перколяции для случая 

бесконечной системы с помощью скейлинга при 

=0,1 

Для бесконечного случая определены 

значения порога перколяции с помощью скей-

лингового соотношения (например, рис. 3), 

результаты для открытых и периодических 

граничных условий представлены в табл. 2. 

Близкие или схожие значения для разных гра-

ничных условий говорят о правильности по-

лученных результатов, так как порог перколя-

ции для бесконечной перколяционной систе-

мы не должен зависеть от этого параметра. 

Таблица 2. Значения порогов перколяции 

для случая бесконечной системы 

 Scaling, ОГУ Scaling, ПГУ 

0 0,387 (0,11) 0,385 (0,03) 

0,1 0,429 (0,15) 0,429 (0,10) 

0,2 0,569 (0,003) 0,567 (0,002) 

0,3 0,809 (0,005) 0,828 (0,005) 

0,4 – – 

0,5 – – 

0,6 – – 

Для второй модели проведен ряд чис-

ленных экспериментов со следующими пара-

метрами: N=5; 10; 20; 50; 100; 200; Z=0...100; 

k = 1000. Оба параметра представляют собой 

расширенный диапазон размерностей общей 

сети и подсети: от малых размеров до боль-

ших. Значения порога перколяции представ-

лены на рис. 3.  
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Полученные результаты показывают, что 

при увеличении количества узлов в подсетях 

порог перколяции снижается достаточно быстро 

и постепенно приближается к значению 0.5.  

С увеличением значения параметра N 

кривые на рисунке становятся сглаженнее и 

описывают практически одинаковы значения, 

что говорит о том, что количество узлов в 

подсетях не является определяющим при 

большом количестве испытаний.  

 

Рис. 3. Сравнительный график значений порога 

перколяции между различными N 

Исходя из вышеописанного, значение pc 

= 0.5 можно взять за значение порога перко-

ляции для бесконечного случая. 

Заключение 

В рамках данной работы проведено мо-

делирование распространения сетевого вируса 

в локальной компьютерной сети с применени-

ем теории перколяции. Были разработаны две 

модели: модель поведения сетевого вируса в 

беспроводной локальной сети с учетом спо-

собности вычислительного узла к восстанов-

лению; модель, использующая смешанную то-

пологию локальной сети. 

Результаты исследования первой модели 

показывают, что при отсутствии возможности 

восстановления зараженных узлов компью-

терная сеть довольно быстро подвергается за-

ражению и теряет свою работоспособность. 

Однако, если компьютеры имеют механизм 

восстановления после заражения, то риск 

полного заражения локальной сети значитель-

но снижается. 

По результатам второй модели был 

определен порог перколяции pc = 0.5 для бес-

конечной системы. 
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Аннотация. В работе рассмотрена проблематика использования методов кластерного анализа в 

задачах обработки, анализа и хранения структурированных и неструктурированных данных большого 

объема и проведена оценка целесообразности их применения при различных аспектах работы с Big 

Data. Целью работы является выявление наиболее предпочтительных из распространенных алгоритмов 

кластеризации данных. Для этого была поставлена задача проведения сравнительной оценки 

следующих популярных алгоритмов: иерархической кластеризации, k-means, DBSCAN, OPTICS и 

CURE. Рассмотрены алгоритмическая сложность методов и устойчивость алгоритмов к шумам и 

выбросам, также обозначены потенциальные возможности визуализации их результатов и сферы 

народнохозяйственного применения. Сделаны выводы о преимуществах и недостатках каждого 

представленного алгоритма при их использовании в сфере Big Data и о наиболее предпочтительных 

методах кластерного анализа при различных аспектах работы с большими данными.  
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Abstract. The paper considers the problems of using cluster analysis methods in the tasks of processing, 

analyzing and storing structured and unstructured large-volume data and evaluates the feasibility of their 

use in various aspects of working with Big Data. The aim of the work is to identify the most preferred of 

the common data clustering algorithms. To do this, the task was set to conduct a comparative evaluation 

of the following popular algorithms: hierarchical clustering, k-means, DBSCAN, OPTICS and CURE. 

The algorithmic complexity of the methods is considered, the stability of algorithms to noise and 

emissions is analyzed, as well as the potential possibilities of visualizing their results and the scope of 
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economic application are indicated. Conclusions are drawn about the advantages and disadvantages of 

each presented algorithm when used in the field of Big Data and about the most preferred methods of 

cluster analysis in various aspects of working with big data. 
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Введение 

В сфере информационных технологий на 

данный момент активно применяется термин Big 

Data или "Большие данные". Единого общепри-

нятого определения данному понятию не 

существует. Наиболее правильным и полным, на 

наш взгляд, является такое: комплекс методов, 

средств и научно обоснованных подходов к 

анализу больших массивов данных с целью 

использования в практической деятельности, то 

есть, по сути, технология обработки и анализа 

непрерывно стремительно поступающих 

огромных массивов разнородной информации.  

Big Data представляет собой структу-

рированные и неструктурированные данные 

большого объема, а также инструменты для 

работы с ними, что предоставляет возмож-

ности для широкого их использования в 

различных народнохозяйственных сферах, 

таких как финансы, здравоохранение, марке-

тинг, средства массовой информации. 
Исходя из определения, при таких 

параметрах входных данных возникает 

проблема их корректной фиксации, система-

тизации, обработки, анализа и хранения, для 

чего и применяются методы кластерного 

анализа, которые могут выступать в качестве 

именно начального шага в работе ввиду того, 

что эти алгоритмы опираются, прежде всего, 

на такую характеристику Big Data, как 

мощность рассматриваемого озера всех типов 

"сырых" данных, так называемый размер 

входа n [1]. Такие методы могут быть 

полезными лишь для предварительного 

анализа, поскольку позволяют учесть 

специфику больших данных в оценке лишь по 

одному, рассматриваемому ниже параметру –

 сложности алгоритмов. 

Сложность алгоритма – это количест-

венная характеристика, которая говорит о 

том, сколько времени либо какой объем 

памяти потребуется для его выполнения.  

При анализе сложности для класса таких 

задач определяется некоторое число, характе-

ризующее некоторый объем данных – размер 

входа n.  

Таким образом, полагаем, что сложность 

алгоритма – некоторая функция размера входа. 

Сложность алгоритма, очевидно, может быть 

различной при одном и том же размере входа, 

но различных входных данных.  

Понятие "О-сложность" алгоритмов 

введено для того, чтобы измерять скорость 

роста функции в зависимости от входных 

данных [2]. В математике "O" используется 

для обозначения "order of" (порядка) и 

позволяет сравнивать функции роста для 

оценки верхней границы (наихудшего 

случая), временной сложности алгоритма.  

Кроме очевидной экономии различного 

рода ресурсов, временных и аппаратных, и 

ускорения процесса обработки больших объе-

мов непрерывно поступающей информации, 

кластеризация может дать базовые представ-

ления о закономерностях внутри таких данных. 

Кластеризация – задача разбиения 

заданной выборки объектов на непересекаю-

щиеся подмножества, называемые класте-

рами, так, чтобы каждый кластер состоял из 

схожих объектов, а объекты разных кластеров 

существенно отличались. Под схожестью 

обычно понимается близость друг к другу 

относительно выбранной метрики. Для 

осуществления данного процесса применяю-

тся специальные разработанные алгоритмы 

кластерного анализа. Однако не существует 

универсального алгоритма, и поэтому 

возникает необходимость понимания, в каких 

случаях какой подход предпочтительнее. 
В связи с этим подробно рассмотрим 

наиболее известные алгоритмы и сделаем 

вывод относительно их применимости в сфере 

больших данных. 
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Иерархическая кластеризация 

Данный метод основан на построении 

иерархической структуры кластеров, пред-

ставленной в виде дерева или дендрограммы. 

(рис. 1). 
Данный метод включает в себя два типа – 

агломеративный и дивизивный (англ. divisive). 
Агломеративный вариант работает по 

принципу от меньшего к большему, т. е. 

процесс начинается с каждого объекта в 

собственном кластере и последовательно 

проводится объединение ближайших класте-

ров до тех пор, пока все объекты не окажутся 

в одном кластере. 

 

Рис. 1. Итог работы иерархического метода 

кластеризации 

В случае дивизивного типа действуют 

наоборот: начинают с одного кластера, а 

затем разделяют его на более мелкие. 
Для работы данного алгоритма 

требуется решить, какие данные между собой 

следует объединять в кластеры, для этого 

выбирается метрика, количественно характе-

ризующая сходство или несходство данных 

между собой [3]. 
Одними из наиболее применимых 

метрик являются евклидово ⅆ(𝑝, 𝑞) (1) и 

манхэттенское ⅆ (2) расстояния: 

ⅆ(𝑝, 𝑞) = √∑ (𝑝𝑘 − 𝑞𝑘)
2𝑛

𝑘=1            (1) 

ⅆ = |𝑥2 − 𝑥1| + |𝑦2 − 𝑦1| .           (2) 

Основными преимуществами данного 

алгоритма являются наглядная визуализация 

результатов, что означает высокую интерпре-

тируемость, а также отсутствие необходи-

мости вручную задавать необходимое коли-

чество кластеров, так как алгоритм строит все 

доступные уровни иерархии.  
Алгоритмическая сложность данного 

алгоритма кубическая, то есть равна O(n3). 

Это означает, что время выполнения 

алгоритма пропорционально кубическому 

объему входных данных и будут требоваться 

значительные аппаратные мощности. 
Нельзя не отметить низкую устой-

чивость алгоритма к шумам и выбросам, то 

есть к появлению точек, не принадлежащих 

ни одному из кластеров и экстремально отли-

чающихся от остального массива заданных 

точек, например отрицательное число в 

массиве положительных. 
Также стоит сказать о невозможности 

визуализации работы алгоритма в виде 

разбиения на кластеры как произвольной, так 

и какой-либо фиксированной геометрической 

формы, к примеру, круга или сферы, за 

исключением дендрограммы, а также чувст-

вительности алгоритма к метрике расстояний. 

Под чувствительностью к метрике подразу-

мевается вероятность получить разные 

результаты в зависимости от выбора той или 

иной метрики. 
Как итог, можно сделать вывод о 

нецелесообразности использования рассмат-

риваемого алгоритма при работе с большими 

данными. 

K-means 

Данные алгоритмы кластеризации 

представляют собой группу алгоритмов на 

основе центроидов. Центроид – средняя точка 

или центр массы фигуры или множества 

заданных точек. 
Суть алгоритма k-means заключается 

разбивке данных на k точек, где k – заданное 

количество кластеров и каждый кластер 

представляет собой группу точек, центр 

которых является центроидом (рис. 2) [4]. 

 

Рис. 2. Визуальное представление алгоритма  

k-means 

Получение масштабируемых алгорит-

мов основано на идее отказа от локальной 
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функции оптимизации. Парное сравнение 

объектов между собой в алгоритме k-means 

есть не что иное, как локальная оптимизация, 

так как на каждой итерации необходимо 

рассчитывать расстояние от центра кластера 

до каждого объекта.  

Данный алгоритм является довольно 

простым в реализации, также он легко 

масштабируется. Но в то же время его приме-

нение ведет к большим вычислительным 

затратам. 

Также имеется ряд минусов, таких как 

слабая устойчивость к шуму, чувствитель-

ность к задаваемым параметрам и начальным 

центроидам, необходимость задавать число 

нужных кластеров, строгая форма кластеров 

сферической формы.  
Алгоритмическая сложность алгоритма 

является плавающей величиной, она 

оценивается как O(k×n×t), где k – количество 

центроидов, n – общее количество точек, а t – 

количество итераций, и чаще всего, в том числе 

и в случаях значительного увеличения потока 

данных, она является полиномиальной. 
Как итог, можно утверждать, что 

применять данный алгоритм при обработке 

больших данных нерационально. 

DBSCAN 

DBSCAN – алгоритм кластеризации, 

основанный на плотности, который 

используется для разделения наборов данных 

на группы, основанные на пространственной 

близости точек (рис. 3) [5]. Под плотностью 

понимается количество точек в заданном 

пространстве. 

Для работы алгоритма требуется задать 

два параметра необходимых для создания 

кластеров – "eps" (радиус окрестности в 

которой ищутся соседи) и "min_samples" 

(минимальное количество точек, необходимое 

для определения кластер. 
DBSCAN обладает следующим рядом 

преимуществ: автоматическое определение 

количества кластеров, возможность создания 

кластеров произвольной формы, устойчивость 

к шуму и простота реализации. 
Но у него есть такие минусы как 

чувствительность к параметрам eps и 

min_samples.  
В лучшем случае алгоритмическая 

сложность DBSCAN будет линейно-

логарифмической. Время выполнения алго-

ритма, очевидно, растет быстрее, чем 

линейно, но медленнее, чем квадратично: 

O(n×log n), в худшем случае она составляет 

O(n2), такая сложность будет получена, если 

не будут использоваться пространственные 

индексы [6]. 

 

Рис. 3. Визуальное представление алгоритма 

DBSCAN 

Пространственные индексы – струк-

туры данных, используемые для оптимизации 

выполнения запросов, которые требуют 

доступа к пространственным объектам, таким 

как точки, линии, полигоны и т. д. 
Исходя из вышеизложенного, мы 

можем сделать вывод, что данный алгоритм 

вполне применим для работы с большими 

данными, однако лишь в том случае, если 

будут созданы пространственные индексы для 

точек, что существенно сократит время его 

выполнения. 

OPTICS 

Данный алгоритм, так же, как и 

DBSCAN, основан на плотности. 
OPTICS работает путем построения 

графа достижимости, который представляет 

собой граф, где вершинами являются точки 

данных, а ребрами – расстояния между ними 

(рис. 4). 
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Рис. 4. Визуальное представление алгоритма 

OPTICS 

Алгоритм затем упорядочивает точки в 

зависимости от их достижимости, которая 

определяется как максимальное расстояние до 

ближайшей точки с более низкой плотностью 

[7]. 
Кластеры определяются как связные 

компоненты в графе достижимости, где 

связность определяется порогом достижи-

мости. Под порогом достижимости понима-

ется максимальное расстояние, на котором 

две точки могут быть связаны и считаться 

частью одного кластера. 
Говоря о преимуществах данного 

алгоритма, следует отметить его универ-

сальность по отношению к различным типам 

данных, высокую устойчивость к шуму, но, 

будучи алгоритмом того же типа что и 

DBSCAN, он сильно зависит от параметров 

"eps" и "min_samples", и он более сложен в 

интерпретации. 
Говоря об алгоритмической сложности, 

мы можем сказать, что по данному параметру 

он аналогичен DBSCAN, то есть она 

колеблется от O(n×log n) до O(n2) в 

зависимости от того, использовали мы 

пространственные индексы или нет, но, если 

сравнивать OPTICS и DBSCAN, то, в целом, 

первый будет быстрее на больших наборах 

данных [8]. 
В итоге мы можем сделать вывод, что 

данный алгоритм – наиболее предпочти-

тельный для работы с большими данными из 

всех вышеперечисленных вариантов. 

CURE 

CURE – частный случай иерархической 

кластеризации, который использует набор пред-

ставителей для определения принадлежности 

объекта к определенному кластеру (рис. 5) [9]. 

 

Рис. 5. Визуальное представление алгоритма 

CURE 

Он хорошо подходит для кластеризации 

наборов числовых данных, особенно в 

случаях, когда: 

 присутствуют выбросы: CURE менее 

чувствителен к выбросам, чем другие 

алгоритмы кластеризации; 

 кластеры имеют сложную форму: 

CURE способен находить кластеры произ-

вольной формы, а не только сферические или 

эллиптические; 

 кластеры имеют разный размер: CURE 

может обнаруживать кластеры разных раз-

меров, что не всегда возможно в случае 

других алгоритмов. 
Алгоритмическая сложность фиксиро-

ванная, не плавающая, составляет O(n×log n), а к 

преимуществам нужно отнести масштабиру-

емость, устойчивость к выбросам и создание 

кластеров произвольной формы, но, к сожале-

нию, он сложен в реализации и так же, как и 

DBSCAN и OPTICS, зависим от параметров [10]. 
Будучи алгоритмом, специально создан-

ным для обработки больших данных, он 

наиболее предпочтителен при их обработке. 
Суммируя ранее сделанные выводы, 

приведем сравнение представленных алгорит-

мов по следующим критериям:  
a) преимущества; 
b) недостатки; 
c) сфера применения; 
c) алгоритмическая сложность. 

Иерархическая кластеризация 

a) простота реализации, наглядность; 
b) нежелательность использования на 

больших объемах данных, чувствительность к 

метрике расстояний, неспособность формиро-

вать произвольные формы кластеров; 
c) биоинформатика, бизнес, обработка 

изображений, поиск информации; 
d) O(n3). 
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k-means 

a) простота реализации, предпочтитель-

ность применения на малых объемах данных; 
b) низкая устойчивость к шуму, невоз-

можность формировать произвольные формы 

кластеров; 
c) сегментация клиентов, классифика-

ция документов, анализ записей звонков; 
d)  O(k×n×t). 

DBSCAN 

a) устойчивость к шуму, находить клас-

теры произвольной формы и разного размера, 

простота реализации; 
b) чувствительность к выбору парамет-

ров, невозможность находить кластеры 

иерархической структуры; 
c) медицина, анализ географических 

данных [11]; 
d) от O(n×log n) до O(n2). 

OPTICS 

a) устойчивость к шуму, находить 

кластеры произвольной формы и разного 

размера, простота реализации; 
b) чувствительность к выбору парамет-

ров, невозможность кластеры иерархической 

структуры; 
c) анализ геоданных, биоинформатика,  

телекоммуникации; 
d) от O(n×log n) до O(n2). 

CURE 

a) устойчивость к шуму, находит клас-

теры произвольной формы и разного размера; 
b) чувствительность к выбору парамет-

ров, сложность реализации; 
c) обработка изображений, медицина,  

финансы [12]. 
d) O(n×log n). 

Заключение 

На основе проведенного анализа 

сделаем вывод, что среди представленных 

алгоритмов кластеризации наиболее предпоч-

тительными при работе с большими данными 

являются DBSCAN, OPTICS и специально 

созданный для их обработки CURE. 
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The article text (Times New Roman font – 11 pt) is typed in two columns of the same width, the distance between the 
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