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Научная статья 

УДК 517.977 

DOI: 10.17072/1993-0550-2023-4-5-11 

Условие оптимальности типа принципа  
максимума Понтрягина в задаче управления линейными  

разностными уравнениями дробного порядка 

Саадат Тофик кызы Алиева1, Камил Байрамали оглы Мансимов2 
1, 2Бакинский государственный университет, Институт систем управления НАН Азербайджана,  

Баку, Азербайджан 
1saadata@mail.ru  
2kamilbmansimov@gmail.com  

Аннотация. В настоящей работа рассматривается задача оптимального управления системами ли-

нейных двухмерных разностных уравнений дробного порядка. Предполагается, что управляющая 

функция входит в граничное условие и функционал является линейным. Доказано необходимое и 

достаточное условие оптимальности в форме дискретного принципа максимума. В случае нелиней-

ного, но выпуклого функционала качества доказано достаточное условие оптимальности. 

Ключевые слова: допустимое управление; оптимальное управление; открытое множество; разностное 

уравнение дробного порядка; дробный оператор; линеаризованный принцип максимума; дробная сумма; 

необходимое и достаточное условие 
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Research article 

Optimality Condition of the Pontryagin Maximum Principle Type  

in the Control Problem of Fractional Series  

Linear Difference Equations 

Saadat T. Alieva1, Kamil B. Mansimov2 
1,2Baku State University, Institute of control system of Azerbaijan National academy of sciences,  

Baku, Azerbaijan 
1saadata@mail.ru  
2kamilbmansimov@gmail.com  

Abstract. The optimal control problem of fractional order linear two-dimensional difference equations sys-

tems is considered. It is assumed that the control function is included in the boundary condition, and the 

functional is linear. A necessary and sufficient optimality condition is proved in the discrete maximum prin-

cipal form. A sufficient optimality condition is proved in the nonlinear but convex cost functional case. 
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Введение  

В работе [1] получено представление ре-

шения краевой задачи, для системы линейных 

неоднородных двухмерных разностных урав-

нений дробного порядка.  

В этой работе для рассматриваемого 

уравнения изучается задача оптимального 

управления при предположении, что управля-

ющая функция входит в граничное условие, а 

функционал является линейным. 

Доказано необходимое и достаточное 

условие оптимальности в форме дискретного 

принципа максимума. 

В случае нелинейного, но выпуклого 

функционала качества доказано достаточное 

условие оптимальности. 

Постановка задачи 

Рассмотрим задачу о минимуме линей-

ного функционала 

𝑆(𝑢) = с′𝑎(𝑥1) + 𝑑′𝑧(𝑡1, 𝑥1)           (1)           

при ограничениях 

𝑢(𝑥) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟 , 𝑥 ∈ 𝑋 = 

= {𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1}.          (2) 

∆𝛼𝑧(𝑡 + 1, 𝑥 + 1) = 

𝐴(𝑡, 𝑥)𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝐵(𝑡, 𝑥)𝑧(𝑡 + 1, 𝑥) 

+𝐶(𝑡, 𝑥)𝑧(𝑡, 𝑥 + 1) + 𝐷(𝑡, 𝑥), (3) 

𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝑎(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋 ∪ 𝑥1,               (4) 

𝑧(𝑡, 𝑥0) = 𝑏(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ∪ 𝑡1, 

𝑇 = {𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1}               (5) 

𝑎(𝑥0) = 𝑏(𝑡0) = 𝑎0, 

∆𝛽𝑎(𝑥 + 1) = 𝐾(𝑥)𝑎(𝑥) + 𝑔(𝑥, 𝑢(𝑥)),  

𝑥 ∈ 𝑋, 
 𝑎(𝑥0) = 𝑎0.                            (6)                                                            

Здесь 𝐴(𝑡, 𝑥), 𝐵(𝑡, 𝑥), 𝐶(𝑡, 𝑥), 𝐾(𝑥)  за-

данные (𝑛 × 𝑛)-дискретные матричные функ-

ции, 𝐷(𝑡, 𝑥)  –  заданная n-мерная дискретная 

вектор-функция, 𝑏(𝑡)  – заданная дискретная 

вектор-функция, 𝑎0, 𝑡0, 𝑡1, 𝑥0, 𝑥1  – заданы, 

𝑔(𝑥, 𝑢) –  заданная непрерывная по 𝑢 при всех 

𝑥, 𝑛-мерная вектор-функция, 𝑢(𝑥) − 𝑟-мерная 

вектор-функция управляющих воздействий со 

значениями из заданного непустого и ограни-

ченного множества 𝑈  (допустимое управле-

ние), 𝑐  и 𝑑  – заданные 𝑛-мерные постоянные 

векторы, а ∆𝛼𝑧(𝑡, 𝑥),  и ∆𝛽𝑎(𝑥), 0 < 𝛼, 𝛽 < 1 

дробные операторы порядка 𝛼 и 𝛽 (см., напри-

мер, [2–7], а операция (′) означает транспони-

рование. 

Допустимое управление, доставляющее 

минимальное значение функционалу (1), при 

ограничениях (2)–(6) назовем оптимальным 

управлениям. 

Формула приращения функционала 

качества 

Пусть 𝑢(𝑥), �̅�(𝑥) = 𝑢(𝑥) + ∆𝑢(𝑥)  −  два 

допустимых управления. Через  

(𝑎(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥)), ( �̅�(𝑥) = 𝑎(𝑥) + 

∆𝑎(𝑥), 𝑧̅(𝑡, 𝑥) = 𝑧(𝑡, 𝑥) + ∆𝑧(𝑡, 𝑥)) 

обозначим соответствующие им решения си-

стемы (2)–(6).  

Тогда приращение функционала (1) при-

мет вид 

∆𝑆(𝑢) = с′∆𝑎(𝑥1) + 𝑑′∆𝑧(𝑡1, 𝑥1).    (7)  

Здесь ∆𝑎(𝑥),  ∆𝑧(𝑡, 𝑥) являются решени-

ями задач: 

∆𝛽∆𝑎(𝑥) = 𝐾(𝑥)∆𝑎(𝑥) + ∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥],       (8) 

∆𝑎(𝑥0) = 0.                   (9) 

∆𝛼∆𝑧(𝑡 + 1, 𝑥 + 1) = 

= 𝐴(𝑡, 𝑥)∆𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝐵(𝑡, 𝑥)∆𝑧(𝑡 + 1, 𝑥) + 

+𝐶(𝑡, 𝑥)∆𝑧(𝑡, 𝑥 + 1),        (10) 

∆𝑧(𝑡0, 𝑥) = ∆𝑎(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋 ∪ 𝑥1,      (11) 

∆𝑧(𝑡, 𝑥0) = 0, 𝑡 ∈ 𝑇 ∪ 𝑡1,           (12)  

соответственно, где по определению 

∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] = 𝑔(𝑥, �̅�(𝑥)) − 𝑔(𝑥, 𝑢(𝑥)). 

Как видно уравнения, (8) и (10) являются 

системами линейных неоднородных разност-

ных уравнений относительно ∆𝑎(𝑥) и ∆𝑧(𝑡, 𝑥) 

соответственно. 
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Имеет место (см. [9]). 

Теорема 1. Решение 𝑦(𝑡)  системы ли-

нейных неоднородных разностных уравнений 

дробного порядка 

∆𝛼𝑦(𝑡 + 1) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑔(𝑡)   

с начальными условиями 

𝑦(𝑡) = 𝑦0    

допускает представление 

𝑦(𝑡) = 𝑦0 ∏[+𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑗)𝐴(𝑗)]

𝑡−1

𝑗=𝑡0

+ 

+ ∑ 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑗)𝑓(𝑗) ×

𝑡−1

𝑗=𝑡0

 

× ∏ [1 +

𝑡−1

𝑘=𝑗+1

𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑘)𝐴(𝑘)] ,           (13) 

где  

𝑅𝛼(𝑡, 𝑗) = (
𝑡 − 𝑗 + 𝛼 − 1

𝑡 − 𝑗
). 

А биномиальный коэффициент (
𝑎
𝑛

) 

определяется по формуле 

(
𝑎
𝑛

) = 

= {

𝛤(𝑎 + 1)

𝛤(𝑎 − 𝑛 + 1)𝛤(𝑛 + 1)
, 𝑛 > 0,

1,                                          𝑛 = 0,
0,                                          𝑛 < 0.

 

 

Здесь для любого 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅,   𝑥(𝑦) =
𝛤(𝑥+1)

𝛤(𝑥+1−𝑦)
, где 𝛤 − гамма функция, для которой 

выполняется тождество  𝛤(𝑥 + 1) = 𝑥𝛤(𝑥). 
По теореме 1, решение уравнения (8) с 

начальными условиями (9) представляется в 

виде 

∆𝑎(𝑥) = 

= ∑ 𝑅𝛽(𝑥 − 1, 𝑗)∆�̅�(𝑗)𝑔[𝑗] ×

𝑥−1

𝑗=𝑥0

 

× ∏ [1 + 𝑅𝛽(𝑥 − 1, 𝑚)𝐾(𝑚)].  𝑥−1
𝑚=𝑗+1    (14) 

Введем следующее обозначение 

Ф(𝑥, 𝑗) = 𝑅𝛽(𝑥 − 1, 𝑗) × 

× ∏ [1 + 𝑅𝛽(𝑥 − 1, 𝑚) × 

𝑥−1

𝑚=𝑗+1

 

× 𝐾(𝑚).        (15) 

Тогда 

∆𝑎(𝑥) = ∑ Ф(𝑥, 𝑗)∆�̅�(𝑗)𝑔[𝑗] .         (16)

𝑥−1

𝑗=𝑥0

 

Из результата же работы [1] следует 

Теорема 2. Решение 𝑧(𝑡, 𝑥) краевой за-

дачи (3)–(5) для системы линейных 2D раз-

ностных уравнений дробного порядка допус-

кает представление в следующем виде:  

𝑧(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑥0) + 

+ ∑ 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1; 𝑗, 𝑥0 − 1) ×

𝑡−1

𝑗=𝑡0

 

× 𝐶(𝑗, 𝑥0 − 1)𝑏(𝑗) + 

+ ∑ 𝑅𝛼(𝑡0 − 1, 𝑥 − 1; 𝑡0 − 1, 𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

× 

× 𝐵(𝑡0 − 1, 𝑠)𝑎(𝑠) +  

+ ∑ ∑ 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑗; 𝑠)𝐷(𝑗, 𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

𝑡−1

𝑗=𝑡0

 .     (17) 

Здесь 

𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1; 𝑗, 𝑠) = 

= (
𝑡 − 𝑗 + 𝛼 − 1

𝑡 − 𝑗
) (

𝑥 − 𝑠 + 𝛼 − 1
𝑥 − 𝑠

),  

где 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1 ; 𝑗 , 𝑠)  является решением 

следующей задачи: 

𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1 ; 𝑗 , 𝑠)𝐴(𝑗, 𝑠) = 
= −𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1 ; 𝑗 − 1, 𝑠)𝐵(𝑗 − 1, 𝑠) − 
−𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1 ; 𝑗 , 𝑠 − 1)𝐶(𝑗, 𝑠 − 1) , 

𝑗 = 𝑡 − 1, … , 𝑡0, 𝑠 = 𝑥 − 1, . . . , 𝑥0,      (18) 

𝑅𝛼(𝑡, 𝑥 ; 𝑡 − 1, 𝑥 − 1) = 𝐸. 

Тогда ясно что,  

∆𝑧(𝑡, 𝑥) = 

= ∑ 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1; 𝑡0 − 1, 𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

× 

× 𝐵(𝑡0 − 1, 𝑠)∆𝑎(𝑠).                (19) 

Подставляя (16) в (19) будем иметь: 

∆𝑧(𝑡, 𝑥) = 

= ∑ 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1; 𝑡0 − 1, 𝑠) × 

𝑥−1

𝑠=𝑥0

 

× 𝐵(𝑡0 − 1, 𝑠)∆𝑎(𝑠) 

= ∑ 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1; 𝑡0 − 1, 𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

× 

× 𝐵(𝑡0 − 1, 𝑠) ∑ Ф(𝑥, 𝑗)∆�̅�(𝑗)𝑔[𝑗]𝑥−1
𝑗=𝑥0

. 
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Полагая 

𝑄1(𝑡, 𝑥, 𝑠) = 

= ∑ 𝑅𝛼

𝑥−1

𝜏=𝑠+1

(𝑡 − 1, 𝑥 − 1; 𝑡0 − 1, 𝜏) × 

× 𝐵(𝑡0 − 1, 𝜏)Ф(𝜏, 𝑠),                (20) 

получим, что 

∆𝑧(𝑡, 𝑥) = ∑ 𝑄1(𝑡, 𝑥, 𝑠)∆�̅�(𝑠)𝑔[𝑠].         (21)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

 

Принимая во внимание соотношения 

(16), и (21) формулу приращения (7) можно за-

писать в виде 

∆𝑆(𝑢) = с′∆𝑎(𝑥1) + 𝑑′∆𝑧(𝑡1, 𝑥1) = 

= ∑ с′Ф(𝑥1, 𝑥)∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

+ ∑ 𝑑′𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥)∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] =

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

= ∑ [с′Ф(𝑥1, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ 𝑑′𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥)]∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] .                           (22) 

Полагая 

𝑝(𝑥) = −  [с′Ф(𝑥1, 𝑥) +𝑑′𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥) ]  (23) 

𝑀′(𝑥, 𝑢, 𝑝) = 𝑝′𝑔(𝑥, 𝑢) 

∆�̅�(𝑥)𝑀[𝑥] = 𝑝′∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥], 

соотношение (22) записывается в виде 

∆𝑆(𝑢) = − ∑ ∆�̅�(𝑥)𝑀[𝑥]  .                (24)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

Можно доказать, что вектор-функция 

𝑝(𝑥) определяемая формулой (23) является ре-

шением уравнения 

𝑝(𝑥 − 1) = −[𝑐′Ф(𝑥1, 𝑥 − 1) + 

++𝑑′𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥 − 1)] .      (25)                                                      

Далее из (19) получаем, что 

𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥 − 1) = 

= 𝑅𝛼(𝑡1 − 1, 𝑥1 − 1; 𝑡0

− 1, 𝑥)𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥) .              (26) 

Принимая во внимание (15), (26) в (25), 

будем иметь 

𝑝(𝑥 − 1) = 𝑝(𝑥) + 𝜓(𝑡0 − 1, 𝑥) × 

× 𝐵′(𝑡0 − 1, 𝑥  ),     (27) 
где по определению 

𝜓(𝑡, 𝑥) = −𝑅′
𝛼(𝑡1, 𝑥1; 𝑡, 𝑥)𝑑. 

Из (25) следует, что 

𝑝(𝑥1 − 1) = −𝑐.               (28) 

Далее, используя (28), показывается, что 

𝜓(𝑡, 𝑥), определяемая формулой 

 𝜓(𝑡, 𝑥) = −𝑅′𝛼(𝑡1 − 1, 𝑥1 − 1; 𝑡, 𝑥)𝑑,  

является решением краевой задачи:  

𝜓(𝑡 − 1, 𝑥 − 1) = 𝐴′(𝑡, 𝑥)𝜓(𝑡, 𝑥) + 

−𝐵′(𝑡, 𝑥)𝜓(𝑡 − 1, 𝑥) − 

−𝐶′(𝑡, 𝑥)𝜓(𝑡, 𝑥 − 1),                     (29)  

𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥 − 1) = 

= 𝐵′(𝑡1 − 1, 𝑥)𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥), 

𝜓(𝑡 − 1, 𝑥1 − 1) = 

= 𝐶′(𝑡, 𝑥1 − 1)𝜓(𝑡, 𝑥1 − 1), 
𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥1 − 1) = −𝑑.        

Условие оптимальности 

При помощи представления (24) доказы-

вается 

Теорема 3. Для оптимальности допусти-

мого управления 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋  в задаче (1)–(5) 

необходимо и достаточно, чтобы соотношение 

max
𝑣∈𝑈

𝑀(𝜉, 𝑣, 𝑝(𝜉)) = 

= 𝑀(𝜉, 𝑢(𝜉), 𝑝(𝜉))           (30)  

выполнялось для всех 𝜉 ∈ 𝑋 . 

Доказательство. Необходимость: Пусть 

𝑢(𝑥) оптимальное управление. Тогда из фор-

мулы приращения (24) следует, что для любого 

допустимого управления  �̅�(𝑥) = 𝑢(𝑥) +
∆𝑢(𝑥)  

∑ ∆�̅�(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑀[𝑥] ≤ 0.                (31) 

Используя произвольность �̅�(𝑥) , опре-

делим его следующим образом: 

�̅�(𝑥) = {
𝑣,               𝑥 = 𝜉 ∈ 𝑋,

𝑢(𝑥), 𝑥 ≠ 𝜉 ∈ 𝑋,     
 

где 𝜉 ∈ 𝑋 – произвольная точка, 𝑣 ∈ 𝑈 произ-

вольный вектор. 

Тогда неравенство (31) примет вид: 

∆𝑣𝑀[𝜉] ≤ 0. 

Отсюда, в силу произвольности 𝑣 ∈ 𝑈 и 

𝜉 ∈ 𝑋 , следует условие максимума (30). 

Перейдем к доказательству достаточно-

сти условия максимума (30). 

Предположим, что для допустимого 

управления 𝑢(𝑥) выполняется условие макси-

мума Понтрягина (30). Из него следует, что для 

любого 𝜉 ∈ 𝑋, �̅�(𝜉) = 𝑣 ∈ 𝑈,    ∆�̅�(𝜉)𝑀[𝜉] ≤ 0. 
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Отсюда, в силу произвольности 𝜉 ∈ 𝑋, 
следует, что 

∑ ∆�̅�(𝜉)𝑀[𝜉] ≤

𝑥1−1

𝜉=𝑥0

0. 

С учетом этого неравенства из (24) получаем, 

что для любого допустимого управления �̅�(𝑥)  

∆𝑆(𝑢) = 𝑆(�̅�) − 𝑆(𝑢) ≥ 0,   т. е. 
𝑆(�̅�) ≥ 𝑆(𝑢). 

Из последнего соотношения следует, что 

управление 𝑢(𝑥)  является оптимальным 

управлением. Этим достаточность дискрет-

ного условия максимума Понтрягина доказана.  

Случай нелинейного выпуклого  

критерия качества 

Изучим несколько более общий случай.  

Рассмотрим задачу о минимуме функционала 

𝑆(𝑢) = 𝜑1(𝑎(𝑥1)) + 𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))     (32) 

при ограничениях (2)–(5). 

Здесь 𝜑1(𝑎), 𝜑2(𝑧)  −  заданные непре-

рывно дифференцируемые и выпуклые в 

𝑅𝑛 скалярные функции. 

В случае задачи (1)–(5), (32) приращение 

функционала (32), соответствующее допусти-

мым управлениям  𝑢(𝑥), �̅�(𝑥) = 𝑢(𝑥) + ∆𝑢(𝑥) 

при помощи формулы Тейлора можно запи-

сать в виде 

∆𝑆(𝑢) = 𝑆(�̅�) − 𝑆(𝑢) = 

=
𝜕 𝜑′

1(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
∆𝑎(𝑥1) + 

+
𝜕𝜑′2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕𝑧
∆𝑧(𝑡1, 𝑥1) + 

+𝑜1(‖∆𝑎(𝑥1)‖) + 𝑜2(‖𝑧(𝑡1, 𝑥1)‖),    (33) 

где величины 𝑜𝑖(∙), 𝑖 = 1,2  определяются из 

разложений 

𝜑1(�̅�(𝑥1)) − 𝜑1(𝑎(𝑥1)) = 

=
𝜕 𝜑1(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
∆𝑎(𝑥1) + 

+𝑜1(‖∆𝑎(𝑥1)‖), 

𝜑2(𝑧̅(𝑡1, 𝑥1)) − 𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1)) = 

=
𝜕𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕𝑧
∆𝑧(𝑡1, 𝑥1) + 

+𝑜2(‖𝑧(𝑡1, 𝑥1)‖), 

а ‖𝛼‖  норма вектора 𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛)′  опреде-

ляется формулой 

‖𝛼‖ = ∑|𝛼𝑖|

𝑛

𝑖=1

. 

Используя представления (16), (21) фор-

мула приращения (33) преобразуется к виду: 

∆𝑆(𝑢) = 

= ∑
𝜕 𝜑1(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

Ф(𝑥, 𝑥1)∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] + 

+ ∑
𝜕𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕𝑧

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥) × 

× ∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] + 𝑜1(‖∆𝑎(𝑥1)‖) + 

+𝑜2(‖𝑧(𝑡1, 𝑥1)‖) = 

= ∑ [
𝜕 𝜑1(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

Ф(𝑥, 𝑥1) + 

+
𝜕𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕𝑧
𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥)] ∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] 

+𝑜1(‖∆𝑎(𝑥1)‖) + 𝑜2(‖𝑧(𝑡1, 𝑥1)‖).       (34) 

Полагая 

𝑝′(𝑥) = − [
𝜕 𝜑1(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
Ф(𝑥, 𝑥1) + 

+
𝜕𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕𝑧
𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥)],    (35) 

𝑀(𝑥, 𝑢, 𝑝) = 𝑝′𝑔(𝑥, 𝑢),    
 𝜓(𝑡, 𝑥) = −𝑅′

𝛼(𝑡1, 𝑥1; 𝑡, 𝑥) × 

×
𝜕𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕𝑧
,          (36) 

формула приращения (34) записывается в виде 

∆𝑆(𝑢) = − ∑ ∆�̅�(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑀[𝑥] + 

+𝑜1(‖∆𝑎(𝑥1)‖) + 

+𝑜2(‖𝑧(𝑡1, 𝑥1)‖).                (37) 

Из (35), (36), используя (15), (18), полу-

чим, что 𝑝(𝑥)  и 𝜓(𝑡, 𝑥)  являются решениями 

следующих задач соответственно: 

𝑝(𝑥 − 1) = 

= 𝑝(𝑥) + 𝜓(𝑡0 − 1, 𝑥) × 

× 𝐵′(𝑡0 − 1, 𝑥  ),           (38) 

𝑝(𝑥1 − 1) = −
𝜕 𝜑1(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
. 

𝜓(𝑡 − 1, 𝑥 − 1) = 𝐴′(𝑡, 𝑥) 𝜓(𝑡, 𝑥) − 

−𝐵′(𝑡, 𝑥) 𝜓(𝑡 − 1, 𝑥) − 

−𝐶′(𝑡, 𝑥) 𝜓(𝑡, 𝑥 − 1),        (39)  

𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥 − 1) = 

= 𝐵′(𝑡1 − 1, 𝑥) 𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥), 

 𝜓(𝑡 − 1, 𝑥1 − 1) = 

= 𝐶′(𝑡, 𝑥1 − 1) 𝜓(𝑡, 𝑥1 − 1), 
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 𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥1 − 1) = −
𝜕𝜑2(𝑧(𝑡1,𝑥1))

𝜕𝑧
. 

В силу выпуклости функций 𝜑1(𝑎), 𝜑2(𝑧) 

ясно, что (см. например [11, с. 164]). 

𝑜1‖∆𝑎(𝑥1)‖ ≥ 0, 𝑜2‖𝑧(𝑡1, 𝑥1)‖ ≥ 0. 

Поэтому из (37) следует неравенство 

∆𝑆(𝑢) ≥ − ∑ ∆�̅�(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑀[𝑥].          (40) 

Из соотношения (40) следует 

Теорема 4. Для оптимальности допусти-

мого управления 𝑢(𝑥) в задаче (1)–(5), (32) до-

статочно, чтобы неравенство  

∑ ∆𝑣(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑀[𝑥] ≤ 0                       (41) 

выполнялось для всех 𝑣(𝑥) ∈ 𝑈, 𝑥 ∈ 𝑋.  

Доказательство. Пусть допустимое 

управление 𝑢(𝑥) удовлетворяет соотношению 

(41). Тогда из неравенства (40) следует, что для 

любого допустимого управления 𝑣(𝑥) 

𝑆(𝑣) − 𝑆(𝑢) ≥ 0. 

1. Последнее соотношение означает оп-

тимальность допустимого управления 𝒖(𝒙). 
Этим доказательство теоремы 4 завершено. 

Таким образом, в двух случаях удалось 

доказать необходимое и достаточное условия 

оптимальности в форме дискретного принципа 

максимума Понтрягина. 

Заключение 

В работе изучается одна дискретная гра-

ничная задача управления, описываемая систе-

мой линейной двумерной разностных уравне-

ний дробного порядка.  

Используя представления решения рас-

сматриваемой краевой задачи доказано необ-

ходимое и достаточное условие оптимально-

сти типа дискретного принципа максимума. 

В случае нелинейного по выпуклого кри-

терия качества доказана достаточность усло-

вия максимума. 
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итерацию. Численно показано, что качественно решение без расщепления совпадает с решением 
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Abstract. This work is the first to consider the possibility of N-fold (n=100,200) splitting of an explicit 

difference scheme for the vortex equation in the system of equations of a hydrodynamic problem in a 

rectangular cavity with a viscous incompressible fluid and with the Reynolds number Re=1000. The al-

gorithm proposed in the work allows us to significantly increase the maximum time step per iteration of 

the general problem and reduce the total calculation time by tens to hundreds of times. The splitting 

algorithm for the vortex equation explicit difference scheme is effective if the time spent by the program 

on the splitting cycle is many times less than the general problem on one iterationsolving time.  It is shown 

numerically that the solution without splitting qualitatively coincides with the solution of the split circuit 

(match to five significant figures). In this case, the solution to the problem without splitting is not com-

pletely steady (the first five significant digits are constant in time after 400000 iterations). It is shown 

numerically that two-layer and three-layer explicit difference schemes have steady-state solutions with 

fields matching in 11-12 significant signs at each node of the computational grid (velocity, vortex, stream 

function) after 21000 iterations. 
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Введение 

Рассматривается гидродинамическая за-

дача для вязкой несжимаемой жидкости в прямо-

угольной каверне с подвижной крышкой. Дан-

ная тестовая задача является полигоном для 

апробации новых вычислительных методов и ал-

горитмов, так как имеет в прямоугольной обла-

сти две особые точки поля скорости [1], [2], [3]. 

При движении точки наблюдения по левой боко-

вой стороне прямоугольника вверх в угол значе-

ние скорости равно нулю. Справа от угла на 

верхнем отрезке скорость скачком меняется с 

нуля до единицы и направлена вместе с крышкой 

вправо. Аналогичная ситуация происходит в 

верхнем правом углу. В работе предложен алго-

ритм n-кратного расщепления явной разностной 

схемы для уравнения вихря.  

В работе Р.П. Федоренко описан [4, с. 

137] метод расщепления уравнения в частных 

производных по физическим направлениям 

(разделение по слагаемым в общем уравне-

нии). В методе расщепления на каждом дроб-

ном временном интервале n/01    использо-

валось одно и то же уравнение вихря в общем 

виде, а число дробных шагов (кратность рас-

щепления) было не n=2-3 как в работе [4], а 

n=100, 200.  

Постановка задачи 

Рассмотрим классическую гидродина-

мическую задачу в прямоугольной области 

(каверне) с системой уравнений в частных про-

изводных, начальными и краевыми условиями 

для физических полей [1].  

Обозначим )),(),,(( yxvyxu  вектор ско-

рости жидкой частицы (на твердой границе – 

боковых отрезках и на нижнем отрезке прямо-

угольной каверны скорость равна нулю – усло-

вие прилипания частиц жидкости). Также нор-

мальная компонента скорости равна нулю на 

всей прямоугольной границе. Начало системы 

координат расположим в нижнем левом углу 

прямоугольника, направим ось у-вверх, ось х-

вправо. Ширину прямоугольной каверны обо-

значим L, высоту буквой H.  

В гидродинамической задаче в закрытой 

каверне подвижная верхняя крышка переме-

щается вправо с постоянной скоростью m axu  

характерные масштабы длины L , времени 

m axu

L
, скорости m axu , функции тока maxLu , 

вихря 
L

umax
, числа Рейнольдса Re . Введем без-

размерные переменные: x
 
 – горизонтальная ко-

ордината, y
 
 – вертикальная координата, w,  

– безразмерные функции тока и вихря соответ-

ственно,  vu,  – вектор безразмерной скорости, 

t  – безразмерное время по формулам 

maxmax

max

,,0,10 Lu
L

H
k
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y
y
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x
x  




  

L

u
w

w

w
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С безразмерными переменными и функ-

циями запишем систему уравнений гидродина-

мики [1], [2]: 
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 (1) 

Здесь Г1  – объединение боковых сторон 

и нижнего отрезка, Г\Г1 – верхний отрезок пря-

моугольника Г. Первым в системе (1) следует 

уравнение Пуассона для неизвестной функции 

тока и известной функции вихря. Двумерное 

уравнение Пуассона на прямоугольнике реша-

ется в матричном виде за конечное число 

арифметических действий с четвертым или 

шестым порядком погрешности [5, 6]. Далее 

мы опустим черту сверху над безразмерными 

функциями, временем и координатами. 

Вторая строка системы (1) – функция 

вихря вычисляется через координатные произ-

водные поля скорости. Третья строка – компо-

ненты скорости – вычисляются как частные 

производные от функции тока. Четвертая 

строка – уравнение динамики вихря, которое в 

системе уравнений (1) единственно явно зави-

сит от времени. Слева стоит полная (конвек-

тивная) производная по времени. На границе 

прямоугольника отсутствует вертикальная 

компонента скорости, а горизонтальная равна 

нулю на нижнем отрезке и боковых сторонах, 

а на верхнем отрезке она равна единице.  

Кроме двух упомянутых особых точек 

поля скорости для тестирования алгоритма ис-

пользовалось сильно нестационарное и завих-

ренное начальное поле скоростей. Оно задава-

лось нами [2] на равномерной прямоугольной 

сетке по формуле (2): 
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,       

(2) 

где профиль (3) горизонтальной компоненты 

скорости на верхнем отрезке каверны 

 1 ky  имел вид симметричной трапеции 

[2] без особых точек поля скорости: 
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(3) 

Аналитически метод n-кратного расщеп-

ления уравнения вихря внутри одного времен-

ного интервала можно записать в виде 
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  1,0,
Re

1 )/()/(   niww nik

yy

nik

xx  .           (4) 

Система рекуррентных уравнений (4) 

для вихря с замороженным полем скорости

 ),(),,( yxvyxu kk  состоит из n дробных шагов

1,0  ni , верхний индекс i – указывает дроб-

ный слой времени в (4), индекс k- номер целого 

слоя времени в уравнении вихря в системе (1). 

Поля скорости, функции тока меняются после-

довательно, согласно системе (1), в которой 

поле вихря имеет уже не дробные индексы

nikw /
, а целые 

kw . В цикле с системой урав-

нений (4) изменяется только поле вихря 

1,0,/  niw nik . Поле скорости скачком изме-

няется, когда переменная внешнего цикла уве-

личивается на единицу от k до k+1в системе 

уравнений (1). 

Идея решения системы уравнений (4) за-

ключается в уменьшении накопления ошибки 

округления и времени вычислений. Дифферен-

циальные операторы по координате в (4) ап-

проксимированы, как и все уравнения системы 

(1), а также граничные условия с точностью 

 4hO , а по времени с точностью  O .  

Предположим, что система уравнений (1) 

спектрально устойчива с максимальным времен-

ным шагом равным 0 , а система уравнений (4) 

с максимальным временным шагом n/0 .  

Таким образом, за время n/0 , решая n 

раз уравнение (4), мы получаем уже скачок по 

времени 0 (в n раз больший, чем последова-

тельное решение системы уравнений (1)) и  

уменьшаем ошибку округления, так как 

внутри цикла системы (4) не решаем другие 

уравнения системы (1).  
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Второе важное преимущество схемы n-

кратного расщепления уравнения вихря (4) за-

ключается в достижении установившихся ко-

нечных полей скорости, вихря и функции тока 

(15 значащих цифр в каждой точке поля не ме-

няются во времени после 21000 итераций). 

Уравнение (4) линейно относительно ко-

ординатных производных 
i

yy

i

xx

i

y

i

x wwww ,,, . Ап-

проксимируя каждую производную с порядком 

 4hO , получим невязку уравнения (4) по коор-

динате с той же точностью. Для первой произ-

водной на симметричном шаблоне методом не-

определенных коэффициентов [5], [6] имеем 

     4
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)0( hOwwww
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wx 








   .     (5) 

Получим аналогичную формулу для второй про-

изводной на симметричном шаблоне [5], [6]: 

     4

221102 12
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h
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  .  (6) 

Формулы (5), (6), можно использовать на 

внутренних узлах, удаленных от сторон пря-

моугольника не менее чем на два координат-

ных шага сетки.  

На первом прямоугольном контуре с уз-

лами, удаленными на один шаг от сторон пря-

моугольника, получим первую производную 

(методом м. н. к.) на шаблоне со смещенным 

центром [5], [6] (индекс -1 имеет узлы сетки на 

границе прямоугольника): 
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   .  (7)  

Аналогично, для второй производной получим 

формулу (8) на шаблоне со смещенным центром 

(узел с нулевым индексом расположен на первом 

прямоугольном контуре, а узел с индексом -1 

расположен на границе прямоугольника). Назо-

вем прямоугольник и узлы на нем нулевым пря-

моугольным контуром [5], [6], [1], [2]. 
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Разложив формулы (5), (6) в ряд Тейлора 

на центральном шаблоне, получим невязку 

(центр шаблона с координатой х=0): 
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 hh 2,2, 21  . 

Таким образом, для уравнения вихря в 

системе уравнений (1) во внутренних узлах с 

учетом формул (9), (10) можно найти невязку 

(11) на временном слое k с шагом 0 : 
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Порядок аппроксимации невязки 

 4

0 hOR    сохраняется и на первом прямо-

угольном контуре согласно формулам (7) и (8). 

Рассмотрим спектральную устойчивость 

разностного уравнения вихря в системе (1) в 

пределе при быстром движении жидкости 

(число Рейнольдса 1000Re  ) и при медлен-

ном вязком течении, например, движении 

крови в капиллярах 0Re  )[7]. Приведем 

определение спектральной устойчивости из 

работы [6, с. 125]. 

Определение [6], [4]. Если при заданном 

законе стремлении 0, h  существует посто-

янная  с0 , такая, что для всех ]2,0[,    

справедливо неравенство   )exp(,  c , то 

спектральный признак выполнен. 

В первом случае в (1) при Re  пре-

небрежем диффузией в уравнении вихря. То-

гда с центральным шаблоном на внутренних 

узлах сетки запишем разностное уравнение пе-

реноса в системе уравнений (1): 
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Подставляя в уравнение (12) функцию 

возмущения [4]  ,)(exp),(,  mniw kk

nm   

]2,0[,,1  i  получим спектральное 

уравнение (13): 
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Рассмотрим задачу на максимум: 
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b) во втором случае 
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Тогда из (13) получим абсолютное значение: 
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Сравнивая последнее выражение с опре-

делением спектрального признака устойчиво-

сти получим [5], [6] постоянную c 
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При медленном вязком течении [7] 0Re   

можно пренебречь конвективным переносом, 

но сохранить слагаемое с диффузией вихря.  

Разностная схема для уравнения вихря в 

(1) на внутренних узлах сетки примет вид 
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Подставим в разностную схему (15) 

функцию возмущения вида [4]: 

,  

получим спектральное уравнение.
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Введем вспомогательные переменные: 
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Перепишем уравнение (16) в виде 
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Исследуем на экстремум выражение, стоящее 

в круглых скобках формулы (17): 
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Но точка локального экстремума 

]1,1[]1,1[)4,4(   функции ),( yxg . Из сим-

метрии функционала также следует равен-

ство координат в точке экстремума. Поэтому 

достаточно вычислить функцию ),( yxg  в 

точках (-1, -1) и (1, 1). 
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Таким образом, если уравнение переноса 

спектрально устойчиво для любого закона: 

const
h


2

0 , то разностное уравнение (15) с 

диффузионным членом спектрально устой-

чиво только на отрезке 
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В формуле (*) шаг 0 максимальный 

(соответствует верхней границе спектраль-

ной устойчивости) в задаче (1). На практике 

реальный шаг времени разностной схемы 

n/01    много меньше 0  из-за решения 

других уравнений системы в (1) и 2 особых 

точек поля скорости.  

Обозначим реальный шаг 

0

2

1
0

1 Re
16

3
, 


  hn

n
. 

Видно, что при достаточно большой 

кратности расщепления n явной разностной 

схемы (4) с шагом τ1 всегда можно выполнить 

условие 2

1 Re
16

3
hn  .  

Отметим, что поиск новых значений 

вихря в цикле (4) проводится только для внут-

ренних узлов, то есть для узлов первого прямо-

угольного контура и узлов, расположенных 

дальше от границы прямоугольника.  

Граничные значения вихря со вторым 

порядком погрешности приведены в работах 

[1], [2] в системе (19). На границе прямоуголь-

ника в (19) значения функции вихря связаны с 

граничными значениями функции тока и ком-

понентами скорости [1], [2]. 
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Оценим время решения задачи (1) в трех 

случаях.  

В первом случае (алгоритм А) система 

уравнений (1) решается последовательно, алго-

ритм расщепления (n = 1) в системе уравнений 

(4) не используется, временной шаг (τ1=τ0/n=τ0).  

Во втором случае (алгоритм В) уравне-

ние вихря (4) решается на двухслойной схеме 

с кратностью расщепления n = 100. В алго-

ритме С n = 200 и трехслойная схема по вре-

мени. Программы алгоритмов А, В, С запуска-

лись одновременно и заметного временного 

различия для достижения выбранного числа 

итераций (внешней переменной цикла к) не об-

наружено (из-за простоты явной разностной 

схемы (4)). Но если для наступления стацио-

нарного режима в алгоритме В было доста-

точно 1,5 часа работы программы, то для алго-

ритма А стационарный режим не был достиг-

нут после двух суток работы программы. То-

гда (τA/τB) ~ (3/16)/(1/300) = 56 (рис. 2). 

На рис. 1 показано поле линий тока для 

решения задачи с кратностью n =1 (отсутствие 

расщепления). Видно, что спустя 6000 шагов 

времени поле линий тока находится далеко от 

стационарного состояния. Центральный вихрь 

первого порядка обменивается моментом им-

пульса с вихрями второго порядка, располо-

женных в нижних правом и левом углах пря-

моугольной каверны.  
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В работе [3] авторы А.А. Фомин и Л.Н. 

Фомина также получили численно стационар-

ное решение задачи (1) и вихри трех порядков.  

В работе Фоминых большее разрешение 

сетки 2500×2500 (Re>10000), число ячеек в на- 

шей сетке 100×100 (и Re=1000 – в 10 раз 

меньше). Хотя нестационарный вихрь третьего 

порядка обнаружен нами на рис. 1.
 
 

 

Рис. 1. Поле линий тока для решения задачи 

(1) без расщепления (n=1) Re=1000.  

Шаг времени 100,
300

Re
21

2

 nn
h

 , 

100/1h в момент  6000t  

На рис. 2 показаны поля линий тока в 

предельных стационарных состояниях.  

Рис. 2(А) соответствует решению задачи 

(1) без расщепления.  

Рис. 2(В) соответствует решению задачи 

(4) с расщеплением n=100 с двухслойной ап-

проксимацией производной по времени 

n

ww niknik

/0

//)1(



 
 и первым порядком погреш-

ности  1O , стационарное состояние достига-

ется спустя N=21000 итераций, после чего  max 

и min значения функции тока сохраняются с 15 

значащими цифрами.  

Третий рисунок (рис. 2(С)) соответ-

ствует стационарному решению с трехслойной 

временной производной 
n

ww niknik

/2 0

/)1(/)1(



 
 и 

со вторым порядком погрешности  2

1O  и с 

кратностью расщепления n=200.  

Поле тока становится стационарным 

спустя N=43000 итераций.  

 
A 

 

B 

 

C 

Рис. 2. Установившееся поле линий тока 

для задачи (1), число Рейнольдса Re=1000, 

n – кратность расщепления, n/01   .  

Рис. 2(A). 1,400000,
300

Re2

01  nt
h

 ; 

Рис. 2(B). 100,21000Re,
16

3
0

2

0  nth  ; 

Рис. 2(C). Re
16

3 2

0 h , 200,43000 0  nt 
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Общими показателями решения (1) явля-

ются максимальное и минимальное значение 

поля функции тока, поскольку все остальные 

поля можно получить через дифференциаль-

ные операторы от поля функции тока (как 

видно из задачи (1)).  

Рассмотрим max и min значения функ-

ции тока в предельном (стационарном) состоя-

нии решения задачи (1) для трех случаев:  

Таблица 1. Сравнение значащих цифр в стацио-

нарном поле функции тока в задаче (1) для раз-

личных алгоритмов 

Алгоритм max  m in  

A) n=1 1,71588 10-3 -0,1183079 

B) n=100 1,715838733007 10-3 -0,1183038468 

C) n=200 1,715838733009 10-3 -0,1183038468 

Примечание: 

А)n=1 (2-х слойная схема), N=400000; B)n=100 

(2-х слойная схема), N=21000; C)n=200 (3-слой-

ная схема), N=43000 

Таблица 2. Сравнение значащих цифр в несколь-

ких точках стационарного поля горизонталь-

ной компоненты скорости в задаче (1) для трех 

алгоритмов 

Ал-

го-

рит

м 

A:n=1 B:n=100 C:n=200 

r1 
3,25838

9 10-2 

3,258397414826

9 10-2 

3,258397414825

7 10-2 

r2 
-9,772 

15 10-2 

-9,77226561 

55239 10-2 

-9,77226561 

55180 10-2 

r3 
-1,732 

42 10-2 

-1,73241760 

2921899 10-2 

-1,73241760 

2922225 10-2 

Анализ ψmin, ψmax показывает, что два 

разных алгоритма: B – двухслойная схема по 

времени с расщеплением n=100; C – трехслой-

ная временная схема с n=200 дают одинаковые 

предельные решения, в которых стационарные 

ψmin, ψmax совпадают в 11–12 значащих цифрах 

(табл. 1). То же можно сказать о горизонталь-

ной компоненте u стационарного поля скоро-

сти в нескольких, но одних и тех же узлах 

сетки – совпадение в 11–12 значащих цифрах 

(табл. 2). Поэтому рис. 2(B) и рис. 2(C) нераз-

личимы графически.  

Решение без расщепления (алгоритм A) 

и решения с расщеплением (алгоритмы B, C) 

совпадают в 5 значащих цифрах.  

Основные полученные результаты:
 

1) Впервые предложен алгоритм (4) n-

кратного расщепления (n=100, 200), явной 

разностной схемы для уравнения вихря в 

десятки раз ускоряющий время решения 

гидродинамической задачи. 

2) В предельных случаях с большими и 

малыми числами Рейнольдса показано, что 

для спектральной устойчивости разностной 

схемы уравнения вихря следует выбирать 

закон [5], [6] стремления к нулю τ0, h. 

  0

2

10

2

0 Re
16

3
,0,,   hnhhO . 

3)  Решения с расщеплением в системе 

уравнений (1) и шагом времени Re
16

3 2

0 h  

соответствуют верхней границе 

спектральной устойчивости. Спектральная 

устойчивость с 0  подтверждена численно.  

4) Предложена двухслойная временная схема 

для уравнения вихря с аппроксимацией 

 4hO  .  
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Введение 

Различают два класса колебательных 

процессов – периодические и непериоди-

ческие. В теории и практике существенное 

значение имеет промежуточный класс – почти 

периодические колебания. 

Почти периодические колебания – это 

колебания, близкие к периодическим, которые 

слагаются из гармоник с несоизмеримыми 

периодами. Процесс, который состоит из суммы 

двух периодических колебаний с несоиз-

меримыми частотами, также является почти 

периодическим колебанием. 

Теория почти периодических коле-

баний начала развиваться в работах лат-

вийского математика П.Г. Боля, датского 

математика Х.А. Бора и др.  

П.Г. Боль заложил основы теории почти 

периодических функций и теории квази-

периодических функций, доказал теорему о 

разложимости квазипериодических функций в 

ряд Фурье и теорему о квазипериодической 

функции [1]. 

Научные работы Харальда Бора от-

носятся в основном к теории функций, он 

внес большой вклад в развитие теории почти 

периодических функций [2]. Именем 

Харальда Бора названы равномерные почти 

периодические функции. 

Фундаментальные результаты в теории 

периодических и почти периодических 

колебаний получены в работах Н.М. Крылова 

и Н.Н. Боголюбова [3], Ю.А. Митрополь-

ского, А.М. Самойленко, В.А. Плисса и др. 

[4–5]. 

Во многих задачах классической 

механики, небесной механики, робото-

техники и мехатроники встречаются про-

цессы, в которых зависимость от времени не 

является периодической, а выражается 

посредством тригонометрических сумм.  

В связи с этим возник интерес к иссле-

дованиям почти периодических решений 

дифференциальных уравнений и дифферен-

циальных уравнений с почти периоди-

ческими коэффициентами [6–12, 36]. 

В последние годы встал вопрос об 

изучении почти периодических функций в 

робототехнике [13–29], динамических систе-

мах [30, 33–35], теории устойчивости [10, 14–

18, 42–43], в частности, в системах управ-

ления космическими объектами [33–41].  

Верхняя оценка числа почти  

периодических решений 

Пусть правая часть уравнения  

),(= xtfx                             (1) 

есть непрерывная на 
2R  функция. 

Теорема 1. Если правая часть уравне-

ния (1) при каждом фиксированном t  есть 

возрастающая по x  функция, причем сущест-

вует момент *t  такой, что ),( * xtf  строго 

возрастает, то уравнение (1) может иметь не 

более одного почти периодического решения. 

Доказательство. Пусть выполнены 

условия теоремы, и пусть, напротив, урав-

нение (1) имеет два почти периодических 

решения ),( 1xt  и ),( 2xt , начинающихся 

при 0=t  в точках 1x  и 2x  соответственно. 

Учитывая почти периодичности решений, 

нетрудно показать, что решения ),( 1xt  и 

),( 2xt  не пересекаются, и, следовательно, не 

нарушая общности, можно считать, что при 

всех t   

).,(<),( 21 xtxt                       (2) 

Тогда, в силу монотонности функции f , при 

всех t  будет справедливо неравенство  

)),,(,()),(,( 21 xttfxttf            (3) 

а при *= tt , в силу строгого возрастания 

функции ),( * xtf  и ввиду неравенства (2), 

будет  

)).,(,(<)),(,( 2

**

1

** xttfxttf       (4) 

Не нарушая общности, можно считать, что 

0>*t . Выберем произвольное *> tT .  

Тогда  

0.>=))],(,()),(,([ 12
0

 dtxttfxttf
T

  (5) 

Действительно, в силу (3) 0 , а из 

непрерывности функции f  следует, что 

неравенство (4) выполняется в некоторой 

окрестности точки *t , откуда и следует 

справедливость нашего утверждения. 

Выберем произвольное )
2

1
(0,   .  

По предположению, функции ),( 1xt  и 

),( 2xt  почти периодические и, следова-

тельно, имеют общий  -почти период.  
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Отсюда, существует T'   такое, что  

  |),(| 11 xx'
     и      .|),(| 22   xx'

 

Тогда, с одной стороны, из (1), с учетом 

(3) и (5), имеем  

.))],(,()),(,([

))],(,()),(,([

=]),([]),([

12

12
0

1122



















dtxttfxttf

dtxttfxttf

xxxx

'

T

T

''

 

С другой стороны,  

.<2

|),(||),(|

]),([]),([

1122

1122











xxxx

xxxx

''

''

 

Полученное противоречие и доказывает, что 

уравнение (1) не может иметь двух различных 

почти периодических решений. 

Теорема 2. Если правая часть 

уравнения (1) при каждом фиксированном t  

есть выпуклая по x  функция, причем 

существует момент *t  такой, что ),( * xtf  

строго выпуклая, то уравнение (1) может 

иметь не более двух почти периодических 

решений. 

Доказательство. Пусть выполнены 

условия утверждения, и пусть, напротив, 

уравнение (1) имеет три почти периодических 

решения ),( ixt , 3,2,1=i , начинающихся в 

точках 1x , 2x , 3x  при 0=t . В 

рассматриваемой ситуации уравнение (1) 

обладает свойством существования и един-

ственности решений, и потому будем считать, 

что при всех t   

).,(<),(<),( 321 xtxtxt              (6) 

Выпишем два очевидных тождества, 

которые ввиду (6) имеют смысл при всех t :  

),(),(

)),(,()),(,(
=

),(),(

),(),(

23

23

23

23

xtxt

xttfxttf

xtxt

xtxt















 

и  

.
),(),(

)),(,()),(,(
=

),(),(

),(),(

12

12

12

12

xtxt

xttfxttf

xtxt

xtxt















 

Выберем произвольное *> tT , как отме-

чалось в доказательстве теоремы 1, можно 

считать, что 0>*t , и проинтегрируем эти 

равенства в пределах от 0  до T .  

Тогда получим два новых тождества:  

dt
xtxt

xttfxttf

xx

xTxT
TP

T

),(),(

)),(,()),(,(

=
),(),(

ln=)(

23

23

0

23

23

















 

и  

.
),(),(

)),(,()),(,(

=
),(),(

ln=)(

12

12

0

12

12

dt
xtxt

xttfxttf

xx

xTxT
TQ

T

















 

Вычитая из первого равенства второе, 

имеем  

.])),(),((

))),(,()),(,((

)),(),((

))),(,()),(,([(

=)()(

1

12

12

1

23

23
0

dtxtxt

xttfxttf

xtxt

xttfxttf

TQTP

T

























    (7) 

Представим решение ),( 2xt  в виде:  

).,())((1),()(=),( 312 xttxttxt    (8) 

В силу (6) очевидно, что при всех t  

(0,1) . Подставляя в (7) представление (8), 

получим  

).(=

))],(),())(()(1([

))],())((1),()(,(

)),(,())((1

)),(,()([

=)()(

1

13

31

3

1
0

TG

dtxtxttt

xttxtttf

xttft

xttft

TQTP

T





















(9) 

Нетрудно проверить, что  

0,>=)( TG  

а из определения функции G  и из 

выпуклости по x  функции f  следует, что 

для любого 0>'T  будет  

),()(=)( '' TGTGTTG   

причем 0)( 'TG . 

Вернемся снова к функциям P  и Q . 

Непосредственно из их определения видно, 

что они почти периодические и что  

0.=(0)=(0) QP  
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Выберем произвольное )
2

1
(0,    и 

T'   такое, что  

,|<)(| 'P
  

.|<)(|  'Q  

Существование такого '  следует из 

существования у функций P  и Q  общего  -

почти периода. Тогда для выбранного '  из 

(9) с учетом указанных выше свойств 

функции G  имеем  

.)()(=)(

=)()(|=)()(|









TGTGG

QPQP

''

''''

 

С другой стороны,  

.<2|)(||)(||)()(|   '''' QPQP  

Полученное противоречие и доказывает 

справедливость утверждения теоремы. 

Теперь следующим шагом является 

доказательство утверждения аналогичного 

теореме 3 [36].  

В дальнейшем будем считать, что 

правая часть уравнения  

),(= xtfx                         (10) 

является непрерывной на 
2R  функцией, 

имеющей непрерывную на 
2R  производную 

по x  ),( xtf '
 выпуклую по x  при каждом 

фиксированном t , причем существует момент 
*t  такой, что ),( * xtf '

 строго выпукла по x . 

Как и выше решение уравнения (10), 

начинающееся при 0=t  в точке x , будем 

обозначать через ),( xt , и положим  

.),(,(=),(ln=),(
0

 dxfxtxt '
t

'

  

Теорема 3. Уравнение (10) не может 

иметь более трех почти периодических 

решений. 

Доказательство. Пусть уравнение (10) 

имеет четыре почти периодических решения 

),( ixt , 4,3,2,1=i . Тогда рассмотрим три 

последовательности }{ j

nz ,  

1,2,3.=|,),(|max=
]

1
,[

jxxz n

j
x

j
xx

j

n 




  

Они ограничены и, следовательно, не 

нарушая общности, их можно считать 

сходящимися. Положим  

1,2,3.=,=lim jzz jj

n
n 

 

Покажем, что для любого 1,2,3=j  

0jz . Пусть, например, 0=1z . Тогда 

выберем произвольный интервал 

),(],[ 2121 xxyy  . В силу функции ),( 1yt'  и 

),( 2yt'  ограничены, откуда, на основании 

утверждения 4, заключаем, что совокупность 

функций ),( xt , ],[ 21 yyx , является равно-

мерно ограниченной и равностепенно непре-

рывной по x . Далее, последовательность 

функций )},({ xn

'  , ],[ 21 yyx , также 

является равномерно ограниченной и равно-

степенно непрерывной по x . Учитывая 

сказанное, последовательности функций 

)},({ xn  и )},({ xn

'  , без нарушения 

общности, можно считать равномерно сходя-

щимися к непрерывным функциям )(x  и 

)(x'  соответственно. 

Из предположения о том, что 0=1z , 

следует, что на ],[ 21 yy   

,=)( xx  

и значит  

1.=)(x'  

Из последнего тождества получаем, что на 

),(),(],[ 412121 xxxxyy    

0.)( x  

Но это невозможно, так как, в силу 

утверждения 9, )(x  строго выпукла на 

любом замкнутом интервале, принадле-

жащем ),( 41 xx .  

Полученное противоречие и показы-

вает, что 
1z  не может быть равной нулю. Для 

остальных двух интервалов рассуждения 

аналогичные. 

Из доказанного факта, что 0>jz , 

1,2,3=j , следует существование такого 

0> , что для всех 1,2,3=j : 

.>jz  

Выберем N  столь большим, чтобы для 

всех Nn >  и всех 1,2,3=j  и 4,3,2,1=i  

выполнялись следующие соотношения:  

.>,
2

1
|<),(|,

2

1
> *txxz niin

j

n  

Зафиксируем произвольное Nn > .  



Г. Г. Иванов, Г. В. Алфёров, В. С. Королёв 

26 

Тогда, в силу выбора N , функция 

|),(| xxn   

на каждом из интервалов ],[ 1jj xx , 1,2,3=j , 

достигает своего максимума в некоторой 

внутренней точке этого интервала. 

Следовательно, в каждом интервале ),( 1jj xx

, 1,2,3=j , существует точка jy  такая, что  

1.=),( jn

' y  

Откуда, учитывая, что  

),,(ln=),( xtxt '  

получим  

1,2,3.=0,=),( jy jn  

Итак, если уравнение (10) имеет четыре 

почти периодических решения, то для 

некоторого достаточно большого n  на 

),( 41 xx  существуют три различные точки jy , 

в каждой из которых  

0.=),( jn y  

Но при ],[ 41 xxx  и 
*> tn  функция 

),( xn  строго выпуклая и, следова-тельно, 

не может принимать в ],[ 41 xx  трех 

одинаковых значений.  

Полученное противоречие и показывает 

невозможность нашего предположения. 

Полученные здесь основные резуль-

таты запишем в единой форме, для чего 

введем обозначения, положив  

,),(=),(
0

1 dyytfxtf
x




 

),,(=),(0 xtfxtf  

),,(=),(1 xtfxtf '
 

где ),( xtf  – непрерывная по совокупности 

аргументов функция. 

Теорема 4. Если при некотором 

1,2,3=k  функция ),(2 xtf k
 непрерывна по 

совокупности аргументов и выпукла по x  

при каждом фиксированном t , причем 

существует такой момент 
*t , что ),( *2 xtf k

 

строго выпукла, то уравнение (1) может иметь 

не более k  почти периодических решений. 

Нижняя оценка числа почти 

периодических решений 

В предыдущих теоремах были найдены 

условия, позволяющие определить макси-

мально возможное число почти периоди-

ческих решений в дифференциальном урав-

нении первого порядка. Теперь мы исследуем 

вопрос сущест-вования у рассматриваемого 

уравнения почти периодических решений, что 

позволит определить минимально возможное 

число почти периодических решений у иссле-

дуемого дифференциального уравнения. 

Итак, рассмотрим дифференциальное 

уравнение первого порядка  

),,(= xtfx                        (11) 

где f  – непрерывная на 
2R  почти перио-

дическая по t  равномерно по x  на каждом 

компактном множестве функция и такая, что 

уравнение (11) обладает свойством сущест-

вования и единственности решений. 

При доказательстве наличия у 

уравнения (11) почти периодического реше-

ния будем использовать результат, получен-

ный в работе [36], который мы сформулируем 

в виде следующего утверждения. 

Лемма. Пусть правая часть уравнения 

(11) такова, что ),( xtf  убывает по ],[ bax  

при каждом фиксированном t . Тогда, если (11) 

имеет ограниченное решение )(t  такое, что 

],[}<0:)({ batt  , то оно имеет почти 

периодическое решение )(tx , область значений 

которого принадлежит интервалу ],[ ba . 

Замечание. Если в уравнении (11) 

сделать замену переменной, положив t= , 

то получим уравнение  

).,(= xf
d

dx



                  (12) 

Ясно, что если уравнение (11) имеет почти 

периодическое решение, то и уравнение (12) 

также имеет почти периодическое решение, и 

наоборот. Отсюда следует, что лемма остается в 

силе, если ),( xtf  возрастает по x  при каждом 

фиксированном t . 

Теорема 5. Если правая часть 

уравнения (11) есть функция, убывающая по 

x  при каждом фиксированном t , причем  

 


=),(lim xtf
x

 и  


=),(lim xtf
x

 

равномерно по t , то уравнение (11) имеет 

почти периодическое решение. 
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Доказательство. В силу предполо-

жения о том, что ),( xtf  при x  и 

),( xtf  при x  равномерно по t , 

найдутся постоянные 0>K  и 0>  такие, что 

при Kx <  будет ,),( xtf  а при Kx >  

будет ),( xtf  сразу для всех t .  

Тогда для Kx |>|  будет  

0.<)( 2

(11)

x
dt

d
 

Следовательно, решение уравнения (11), 

начинающееся в любой точке 0x , Kx || 0 , не 

может покинуть полосу ],[ KK .  

Таким образом, уравнение (11) имеет 

ограниченное решение, из чего, в силу леммы, 

заключаем, что (11) имеет хотя бы одно почти 

периодическое решение. 

Теорема 6. Пусть ),( xtf  убывает по x  

при каждом фиксированном t , и существует 

момент 
*t  такой, что ),( * xtf  строго убывает. 

Тогда, для того чтобы уравнение (11) имело 

единственное почти периодическое решение, 

необходимо и достаточно, чтобы оно имело 

хотя бы одно ограниченное решение. 

Доказательство. Необходимость 

условий теоремы очевидна, так как, если 

уравнение (11) имеет почти периодическое 

решение, то это решение и будет являться 

искомым ограниченным решением.  

Докажем достаточность. 

Если (11) имеет ограниченное решение, 

то в таком случае выполняются требования 

леммы, из которой следует, что уравнение 

(11) имеет почти перио-дическое решение. Но 

в силу теоремы 1 уравнение (11) при 

выполнении условий теоремы 6 не может 

иметь более одного почти периодического 

решения. Объединяя эти два утверждения, 

получаем, что уравнение (11) имеет при 

выполнении условий теоремы 6 единственное 

почти периодическое решение. 

Теорема 7. Пусть правая часть 

уравнения (11) такова, что уравнение  

0))(,( ttf   

имеет n  решений )(ti , 4,3,2,1=i , 

обладающих следующим свойством: для 

любого 0=k , 1,, n  в области  

)},(<<)(),,(:),{(= 1 txttxtD kkk    

где положено =0 ,  =1n , функция 

),( xtf  знакопостоянная, причем знак 

функции меняется при переходе в соседнюю 

область. Тогда, если  

1,,1,2,=

,=)(min<)(max= 11





nj

tt jj
t

j
t

j




 

и в каждой полосе  

ii x    

функция ),( xtf  является возрастающей или 

убывающей по x  при каждом фикси-

рованном t , то уравнение (11) имеет n  почти 

периодических решений. 

Доказательство. Прежде всего 

покажем, что если существуют ограниченные 

определенные на ),(   непрерывно 

дифференцируемые функции )(t  и )(t  

такие, что )()( tt    и  

),,(

),)((0))(,()(=))((





t

tGttfttG  
 

то уравнение (11) имеет ограниченное 

решение. 

Положим  

)(>)(),()](),([)(

),()(<)(),(=),(

ttxttttx

txttxtxtc






 

и рассмотрим уравнение  

)).,(,(),(= xtctfxtcxx             (13) 

Ясно, что (13) переходит в (11), если 

уравнение (11) имеет решение )(ty  такое, что 

при всех t   

).()()( ttyt    

Покажем, что такое решение существует. 

Пусть это не так. Тогда решение 

);0,( 0yty , начинающееся в произвольной 

точке (0)](0),[0 y , покидает с течением 

времени рассматриваемую область.  

Пусть, например, оно попадает в 

область )(<)( tty  . Чтобы могла реализо-

ваться такая возможность, обязательно 

должна существовать точка 
*t , в которой 

)(<)( ** tty   и )()( ** tty   . В этом случае 

из уравнения (13) будем иметь  

).()(=))(,()( ***** tytttfty        (14) 
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Но  

),()( ** tty    

а по условию  

),,(  tf  

следовательно,  

0.))(,()( ***  ttfty   

С другой стороны,  

0.>)()( ** tyt   

Таким образом, левая часть равенства 

(14) не превосходит нуля, а его правая часть 

строго больше нуля при 
*= tt . 

Полученное противоречие показывает, 

что решение );0,( 0yty  уравнения (13), 

начинающееся в точке (0)](0),[0 y , не 

может попасть в область )(<)( tty  .  

Аналогично доказывается, что это 

решение также не может попасть и в область 

)(>)( tty  . Следовательно, при 0t  будет 

иметь место оценка  

),()()( ttyt    

из которой, в силу предположения об ограни-

ченности функций   и  , следует сущест-

вование у уравнения (13), а значит и у 

уравнения (11), ограниченного решения. 

Подобным образом можно рассмат-

ривать ситуацию, когда  

).)((0))(( tGtG    

Теперь выберем произвольное 

ni ...,,2,1=  и, для определенности, будем 

считать, что в области 1iD   

0,),( xtf  

а в области iD   

0.),( xtf  

По условию теоремы  

1.,1,2,=,< 1  njjj   

Следовательно, для выбранного i  будет при 

ix    

0,))(( txG  

а при ix    

0.))(( txG  

Таким образом, выполняются все тре-

бования только что доказанного утверж-

дения, что позволяет сделать заключение о 

наличии у уравнения (11) ограниченного 

решения, располагающе-гося в полосе  

.ii x    

Но в этой полосе, по предположению, 

функция ),( xtf  является монотонной и 

почти периодической по t  равномерно по x , 

т.е. в полосе ii x    выполняются все 

требования леммы, в силу которой заклю-

чаем, что уравнение (11) имеет почти 

периодическое решение, расположенное в 

полосе .ii x    

Покажем, что в этой полосе не может 

существовать двух почти периодических 

решений. Пусть это не так.  

Обозначим одно почти периодическое 

решение через )(1 tx , а другое – через )(2 tx .  

Пусть, для определенности, (0)<(0) 21 xx . 

Разность )()( 21 txtx   представим в виде  

.))](,())(,([

(0)(0)=)()(

21
0

2121

 dxfxf

xxtxtx

t






 

В силу существования и единствен-

ности решений )(1 tx  и )(2 tx  никогда не 

пересекаются, и потому при всех t  будет  

).(<)( 21 txtx  

Ясно, что в полосе  

ii x    

функция ),( xtf  убывает по x  при каждом 

фиксированном t , следовательно, при всех t   

)).(,())(,( 21 txtftxtf   

Учитывая это, заключаем, что имеет 

место неравенство  

0.))](,())(,([

=(0)](0)[)]()([

21
0

2121





  dxfxf

xxtxtx

t     (15) 

Чтобы быть почти периодическим 

решением )(1 tx  из области, расположенной 

над кривой )(ti , обязательно должно перей-

ти в область, расположенную под кривой 

)(ti . Это значит, что существует момент 

0>'t  такой, что ).(<)(<)( 21

''

i

' txttx   Но по 

условию теоремы 0,=))(,( '

i

' ttf   и график 

функции )(ti  является границей областей 

перемены знака функции ),( xtf . 
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Следовательно, в точке 
't  должно 

выполняться неравенство  

)).(,(>))(,( 21

'''' txtftxtf  

Из этого неравенства, поскольку функция ),( xtf  

непрерывна, сразу следует, что в (15) при 
'tt   

имеет место знак строгого неравенства. 

Покажем, что это противоречит 

предположению о почти периодичности 

решений )(1 tx  и )(2 tx .  

Действительно, разность двух почти 

периодических функций есть функция почти 

периодическая. Выберем убывающую до нуля 

последовательность положительных чисел 

}{ l  и соответствующую ей последователь-

ность }{ l , где l  является l -почти перио-

дом функции )()( 21 txtx  . Без нарушения 

общности, последовательность }{ l  можно 

считать стремящейся к бесконечности при 

l . Выберем L  такое, что 
'

L t .  

Тогда для всех Ll >  будет  

0,>))](,())(,([

=(0)](0)[)]()([

21
0

2121











 dttxtftxtf

xxxx

l

ll

 

что противоречит выбору последователь-

ности }{ l . Полученное противоречие и 

доказывает, что в полосе  

ii x    

располагается только одно почти периоди-

ческое решение уравнения (11). Но таких 

полос n , по условию теоремы, из чего и 

заключаем, что уравнение (11) при выпол-

нении условий теоремы 7 имеет n  почти 

периодических решений. 

Устойчивость почти периодических 

решений 

Займемся теперь исследованием устой-

чивости решений уравнения (11). 

Теорема 8. Если правая часть 

уравнения (11) есть функция, убывающая по 

x  при каждом фиксированном t , то все 

решения этого уравнения являются равно-

мерно устойчивыми. 

Доказательство. Пусть )(tu  – 

произвольное решение уравнения (11).  

Положим .= uxy   Уравнение для y  

будет иметь вид:  

).,(=),(),(= ytgutfyutfy         (16) 

В качестве функции Ляпунова выберем 

функцию  

.
2

1
=)( 2yyv                     (17) 

Поскольку ),( xtf  убывает по x  при каждом 

фиксированном t , то производная функции 

(17) на решениях уравнения (16) будет 

удовлетворять неравенству  

0,),(=
(16)

ytyg
dt

dv
 

из которого следует равномерная устойчивость 

решения 0=y  уравнения (16), а значит и 

решения )(tu  уравнения (11). Учитывая, что в 

качестве )(tu  было выбрано произвольное 

решение уравнения (11), убеждаемся в 

справедливости утверждения утверждения. 

Заметим, из доказанной теоремы сразу 

следует, что в условиях теоремы 7 все n  

почти периодических решений уравнения (11) 

являются устойчивыми либо при t , 

либо при t . 

Обозначим через ),]([ xtfx  произ-

вольное производное число функции ),( xtf  

в точке x  при фиксированном t . 

Теорема 9. Если существует постоянная 

0>  такая, что для любого фиксированного 

t  и каждого производного числа ),]([ xtfx  

выполняется неравенство  

,),]([  xtfx  

то все решения уравнения (11) равномерно 

асимптотически устойчивы в целом. Если же 

дополнительно известно, что уравнение (11) 

имеет почти периодическое решение, то все 

решения уравнения (11) являются асимпто-

тически почти периодическими. 

Доказательство. Пусть )(tu  – произ-

вольное решение уравнения (11). Введем 

функцию y , положив .= uxy   Ясно, что 

если x  является решением уравнения (11), то 

y  будет решением уравнения (16). Найдем 

производную функции (17) на решениях 

уравнения (16).  

Нетрудно показать, что существуют 

производные числа, для которых имеет место 

соотношение:  

(0,1).

),,]([),(),(



 



  yutfyutfuytf yu
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Учитывая, что по условию утверждения  

,),]([    yutfyu  

получим следующую оценку:   

Из этого неравенства следует равно-

мерная асимптотическая устойчивость в 

целом решения 0=y  уравнения (16), а 

значит и решения )(tu  уравнения (11). 

Поскольку )(tu  – произвольное решение 

уравнения (11), то из этого следует, что все 

решения уравнения (11) являются асимпто-

тически устойчивыми в целом. 

Если же уравнение (11) имеет почти 

периодическое решение, то в силу его 

равномерной асимптотической устойчивости 

в целом и все решения уравнения (11) будут 

асимптотически почти периодическими. 

Теорема 10. Если функция ),( xtf  из 

правой части уравнения (11) убывает по x  

при каждом фиксированном t , и на каждом 

компакте  

0}>,||,||:),{( 1210 ddyduuuy   

при t   

  dufuyfysign
t

)],(),([)(
0

 

равномерно, то решение 0=y  уравнения (16) 

будет равномерно асимптотически устойчиво. 

Доказательство. Пусть )(tu  – произ-

вольное ограниченное решение уравнения 

(11). Положим  

uxy = . 

Из теоремы 8 следует, что решение 0=y  

уравнения (16) равномерно устойчиво, 

покажем, что все решения уравнения (16) 

стремятся к 0  при t . 

Пусть это не так. Тогда для некото-рого 

решения );0,( 0yty  уравнения (16) найдется 

0>d  такое, что  

.>);0,( 0 dyty  

Для определенности мы здесь 

предположили, что 0>0y . При доказа-

тельстве теоремы 8 мы показали, что имеет 

место неравенство  

0,yy  

из которого заключаем, что на решениях урав-

нения (16) || y  не возрастает. Следовательно, 

в рассматриваемом случае при 0t  будет 

.)( 0ytyd   

Положим .|)(|sup=0 tuu
t

 Из (16) имеем  

.
),(),(

=
0y

ytg

y

ytg

y

y



 

Отсюда, в силу условий теоремы, 

получаем  

0,=lim)(lim

),(

0
0

1/

0

 dyg

t

y

tt

eyty




  

что противоречит нашему предположению. 

Случай 0<0y  рассматривается ана-

логично. Таким образом, решение 0=y  

уравнения (16) является равномерно асимпто-

тически устойчивым. 

Заключение 

В работе представлено применение ме-

тода производных чисел [30, 31] в задачах 

оценки числа почти периодических решений 

дифференциальных уравнений первого по-

рядка. Найдены условия для определения 

верхней и нижней оценки количества почти 

периодических решений обыкновенных диф-

ференциальных уравнений первого опрядка. 

Исследованы вопросы существования и 

устойчивости этих решений. 
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Введение 

Начиная с работы [1], в дальнейшем, в 

работах [2–8] и др., получен ряд необходимых 

условий оптимальности для задач оптималь-

ного управления, описываемых гиперболиче-

скими уравнениями второго порядка с крае-

выми условиями Гурса. 

В предлагаемой же работе исследуется 

одна задача оптимального управления с пере-

менной структурой, описываемая краевыми 

задачами Гурса–Дарбу. 

Установлен ряд необходимых условий 

оптимальности первого порядка. 

Заметим, что ряд задач оптимального 

управления с переменной структурой (иногда 

их называют ступенчатыми задачами опти-

мального управления), описываемый обыкно-

венными дифференциальными уравнениями 

исследованы в работах [9–12] и др. 

1. Постановка задачи  

Предположим, что 𝐷𝑖 = [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] ×
[𝑥0, 𝑥1], 𝑖 = 1,2,  заданные прямоугольни-

ки,  (𝑇𝑖, 𝑋𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, (𝑡0 < 𝑇1 < ⋯ < 𝑇𝑘 ≤
𝑡1, 𝑥0 < 𝑋1 < ⋯ < 𝑋𝑘  ≤ 𝑥1 ), (𝜃𝑖, 𝜉𝑖), 𝑖 =
1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, (𝑡1 < 𝜃1 < ⋯ < 𝜃𝑘 ≤ 𝑡2, 𝑥0 < 𝜉1 < ⋯ <
𝜉𝑘  ≤ 𝑥1 )  заданные точки, 𝑈1 ⊂ 𝑅𝑟, 𝑈2 ⊂ 𝑅𝑞 

заданные компактные подмножества, 

𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥) измеримые 𝑟  и q-мерные со-

ответственно, вектор-функции управляющих 

воздействий, удовлетворяющие ограничениям 

𝑢1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈1 ⊂ 𝑅𝑟, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1,              (1) 

𝑢2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈2 ⊂ 𝑅𝑞 , (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2.               (2) 

Совокупность (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  управ-

ляющих функций 𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥) с вышепри-

веденными свойствами, назовем допустимым 

управлением. 

Предположим, что управляемый двух-

этапный процесс описывается системами не-

линейных гиперболических уравнений Дарбу: 

𝑧𝑡𝑥 = 𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥 , 𝑢1), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1,         (3) 

𝑦𝑡𝑥 = 𝑓2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑦𝑡 , 𝑦𝑥 , 𝑢2), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2        (4) 

с краевыми условиями Гурса: 

𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝑎(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1], 
𝑧(𝑡, 𝑥0) = 𝑏1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1],            (5) 

𝑎(𝑥0) = 𝑏1(𝑡0), 

𝑦(𝑡1, 𝑥) = 𝐵𝑧(𝑡1, 𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1], 
𝑦(𝑡, 𝑥0) = 𝑏2(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2].            

𝐵𝑧(𝑡1, 𝑥0) = 𝑏2(𝑡1).               (6) 

Здесь 𝑎(𝑥),  𝑏𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,2 −  заданные 

абсолютно-непрерывные n-мерные вектор-

функции, 𝐵 −  заданная (𝑛 × 𝑛)  постоянная 

матрица, 𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥 , 𝑢1),
𝑓2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑦𝑡 , 𝑦𝑥 , 𝑢2) − заданные 𝑛-мерные век-

тор-функции, непрерывные по совокупности 

переменных вместе с частными производны-

ми по (𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥), (𝑦, 𝑦𝑡 , 𝑦𝑥) соответственно. 

Предполагается, что каждой паре 

(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  допустимых управляющих 

функций 𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥) соответствует един-

ственное абсолютно-непрерывное решение (в 

смысле [4–6]) (𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) краевой задачи 

(3)–(6). 

Считая  𝜑1(𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑘), 𝜑2(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑘) 

заданными непрерывно-дифференцируемыми 

скалярными функциями, рассмотрим задачу 

нахождения минимального значения много-

точечного функционала  

𝑆(𝑢1, 𝑢2)

= 𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) + 

+𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘 , 𝜉𝑘)),    (7) 

при ограничениях (1)–(6). 

Допустимое управление, доставляющее 

минимальное значение функционалу (7), при 

ограничениях (1)–(6) назовем оптимальным 

управлением, а соответствующий процесс 

(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) −  оптималь-

ным процессом. 
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2. Вспомогательные построения 

Считая (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)),

(�̅�1(𝑡, 𝑥), �̅�2(𝑡, 𝑥), 𝑧̅(𝑡, 𝑥), �̅�(𝑡, 𝑥))  допустимы-

ми процессами введем обозначения 

𝑢𝑖(𝑡, 𝑥) = �̅�𝑖(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1,2, 𝑧̅(𝑡, 𝑥) = 

= 𝑧(𝑡, 𝑥) + ∆𝑧(𝑡, 𝑥), �̅�(𝑡, 𝑥) = 

=  𝑦(𝑡, 𝑥) + ∆ 𝑦(𝑡, 𝑥) 
и запишем выражение функционала качества 

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 𝑆(�̅�1, �̅�2) − 𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= [𝜑1(𝑧̅(𝑇1, 𝑋1), 𝑧̅(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧̅(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) − 

𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))] + 

+[𝜑2( �̅�(𝜃1, 𝜉1), �̅�(𝜃2, 𝜉2), … , �̅�(𝜃𝑘, 𝜉𝑘)) − 

−𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))].  (8) 

Из введенных обозначений следует, что 

приращение (∆𝑧(𝑡, 𝑥), ∆𝑦(𝑡, 𝑥))  состояния 

(𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))  является решением краевой 

задачи 

∆𝑧𝑡𝑥 = 𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑧̅(𝑡, 𝑥), 𝑧�̅�(𝑡, 𝑥), 𝑧�̅�(𝑡, 𝑥), �̅�1(𝑡, 𝑥)) 

−𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑡(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑥(𝑡, 𝑥), 𝑢1(𝑡, 𝑥)),     (9) 

∆𝑧(𝑡0, 𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1], 
∆𝑧(𝑡, 𝑥0) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1],            (10) 

∆𝑦𝑡𝑥 = 

= 𝑓2(𝑡, 𝑥, �̅�(𝑡, 𝑥),  �̅�𝑡(𝑡, 𝑥),  �̅�𝑥(𝑡, 𝑥), �̅�2(𝑡, 𝑥)) − 

−𝑓2(𝑡, 𝑥, 𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑦𝑡(𝑡, 𝑥), 𝑦𝑥(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥)),   (11) 

∆𝑦(𝑡1, 𝑥) = 𝐵∆𝑧(𝑡1, 𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1], 
∆𝑦(𝑡, 𝑥0) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2].           (12) 

Считая 𝜓𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1,2 пока произволь-

ными n-мерными вектор-функциями, введем 

функции (аналоги функции Гамильтона–

Понтрягина)   

𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥 , 𝑢1, 𝜓1) = 

= 𝜓1
′𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥 , 𝑢1), 

𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑦𝑡 , 𝑦𝑥 , 𝑢2, 𝜓2) = 

= 𝜓2
′𝑓2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑦𝑡 , 𝑦𝑥 , 𝑢2). 

Для простоты дальнейших изложений 

введем обозначения типа 

𝑝1 = (𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥)′, 𝑝2 = (𝑦, 𝑦𝑡 , 𝑦𝑥)′, 

∆�̅�𝑖
𝐻𝑖[𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝜓𝑖] ≡ 

≡ 𝐻𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , �̅�𝑖, 𝜓𝑖) − 𝐻𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝑢𝑖, 𝜓𝑖), 
𝜕𝐻𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝑢𝑖, 𝜓𝑖)

𝜕𝑝𝑖
=

𝜕𝐻𝑖[𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝜓𝑖]

𝜕𝑝𝑖
, 

∆𝐻𝑖[𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝜓𝑖] ≡ 

≡ 𝐻𝑖(𝑡, 𝑥, �̅�𝑖, �̅�𝑖, 𝜓𝑖) − 𝐻𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝑢𝑖, 𝜓𝑖), 
∆�̅�𝑖

𝑓𝑖[𝑡, 𝑥] = ∆�̅�𝑖
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑢𝑖(𝑡, 𝑥)). 

Здесь и в дальнейшем (′) штрих означа-

ет для векторов скалярное произведение, а 

для матриц – операцию транспонирования.  

Учитывая введенные в рассмотрение 

функции Гамильтона–Понтрягина из тож-

деств (9), (11) получим, что  

∫ ∫ 𝜓1
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

= ∫ ∫ ∆𝐻1[𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝜓1]

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡,        (13) 

∫ ∫ 𝜓2
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

= 

= ∫ ∫ ∆𝐻2[𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝜓2]

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑥𝑑𝑡.            (14) 

Учитывая введенные обозначения (13), 

(14), формула приращения (8) функционала 

качества (7) записывается в виде  

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 𝑆(�̅�1, �̅�2) − 𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= [𝜑1(𝑧̅(𝑇1, 𝑋1), 𝑧̅(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧̅(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) − 

−𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘, 𝑋𝑘))] + 

+[𝜑2( �̅�(𝜃1, 𝜉1), �̅�(𝜃2, 𝜉2), … , �̅�(𝜃𝑘, 𝜉𝑘)) − 

−𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))] + 

+ ∫ ∫ 𝜓1
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ [∆�̅�1
𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1) +

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

+𝐻1(𝑡, 𝑥, �̅�1, �̅�1, 𝜓1) − 

−𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, �̅�1, 𝜓1)]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+ ∫ ∫ 𝜓2
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ ∫ [∆�̅�2
𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

+ 

+𝐻2(𝑡, 𝑥, �̅�2, �̅�2, 𝜓2) − 

−𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, �̅�2, 𝜓2)]𝑑𝑥𝑑.             (15) 

Применяя формулу Тейлора, приращение (15) 

критерия качества преобразуется к виду  

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= ∑
𝜕𝜑1

′ (𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑧𝑖
×

𝑘

𝑖=1
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× ∆𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖) + 𝑜1 (∑‖∆𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

∑
𝜕𝜑2

′ (𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘 , 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

× 

× ∆𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖) + 𝑜2 (∑‖𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+ ∫ ∫ 𝜓1
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 −

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫ ∫ ∆�̅�1
𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)𝑑𝑥𝑑𝑡 −

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫ ∫
𝜕∆�̅�1

𝐻′
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑝1
∆𝑝1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑝1
∆𝑝1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫ ∫ 𝑜3 (∑‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥)‖

𝑘

𝑖=1

) 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+ ∫ ∫ 𝜓2
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ ∫ ∆�̅�2
𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ ∫
𝜕∆�̅�2

𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑝2
∆𝑝2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

 

− ∫ ∫
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑝2
∆𝑝2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ ∫ 𝑜4 (∑‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥)‖

𝑘

𝑖=1

) 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

.           (16) 

Здесь и в дальнейшем, ‖𝛼‖ есть норма 

вектора 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)′ , определяемая 

формулой ‖𝛼‖ = ∑ |𝛼𝑖|𝑛
𝑖=1 , а о(𝛼) − есть вели-

чина более высокого порядка, чем 𝛼.  

Принимая во внимания краевые условия 

(10), (12), можно убедиться в справедливости 

тождеств  

∆𝑧(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ ∆𝑧𝜏𝑠(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

, 

 ∆𝑧𝑡(𝑡, 𝑥) = ∫ ∆𝑧𝑡𝑠(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠,

𝑥

𝑥0

      

∆𝑧𝑥(𝑡, 𝑥) = ∫ ∆𝑧𝜏𝑥(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏,

𝑡

𝑡0

            (17) 

∆𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝐵∆𝑧(𝑡1, 𝑥) + ∫ ∫ ∆𝑦𝜏𝑠(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

, 

 ∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥) = ∫ ∆𝑧𝑡𝑠(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠,

𝑥

𝑥0

      

∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥) = 𝐵∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥) + 

∫ ∆𝑦𝜏𝑥(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏.

𝑡

𝑡1

                    (18) 

Учитывая тождество (17), и применяя 

теорему Фубини, из (18) получим, что  

∆𝑦(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ 𝐵∆𝑧𝜏𝑠(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏 +

𝑥

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

+ ∫ ∫ ∆𝑦𝜏𝑠(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

,            (19) 

∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥) = ∫ 𝐵∆𝑧𝑡𝑥(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

𝑡1

𝑡0

+ 

+ ∫ ∆𝑦𝜏𝑥(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏.

𝑡

𝑡1

                     (20) 

Предположим, что 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥) – характери-

стическая функция области [𝑡0, 𝑇𝑖] × [𝑥0, 𝑋𝑖] , 

𝛽𝑖(𝑡, 𝑥)  – характеристическая функция обла-

сти [𝑡1, 𝜃𝑖] × [𝑥0, 𝜉𝑖], а 𝛾𝑖(𝑥) – характеристиче-

ская функция отрезка [𝑥0, 𝜉𝑖]. Тогда ∆𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖) 

и ∆𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)  с учетом (17), (20), могут быть 

представлены в виде  

∆𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖) = 

= ∫ ∫ 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

,    (21) 

∆𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖) = ∫ ∫ 𝛾𝑖(𝑥)𝐵∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

+

𝑡1

𝑡0

 

+ ∫ ∫ 𝛽𝑖(𝑡, 𝑥)∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

.  (22) 
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Далее на основе тождеств (17)–(20), и 

теоремы Фубини получаем справедливость 

соотношений 

∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧
∆𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

= 

= ∫ ∫ (∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝜏, 𝑠, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧
𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥1

𝑥 

𝑡1

𝑡 

)

′𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 .                       (23) 
 

∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧𝑡
∆𝑧𝑡(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

=   

= ∫ ∫ (∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑠, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧𝑡
𝑑𝑠

𝑥1

𝑥 

)

′

×

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

   

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡,                               (24) 

∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧𝑥

∆𝑧𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

=

= ∫ ∫ (∫
𝜕𝐻′

1(𝜏, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧𝑥

𝑑𝜏

𝑡1

𝑡 

)

′𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

×    

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡,                           (25) 

∑
𝜕𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑧𝑖
×

𝑘

𝑖=1

 

× ∆𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖) = ∫ ∫ ∑ 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)

𝑘

𝑖=1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

×      

×
𝜕𝜑′1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑧𝑖
× 

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑥𝑑𝑡 .                     (26) 

∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦
∆𝑦(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

=

= ∫ ∫ (∫ ∫
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦
𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥1

𝑥 

𝑡2

𝑡 

)

′𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

× 

× ∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡+ 

+ ∫ ∫ ( ∫ ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦
𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥1

𝑥 

𝑡2

𝑡1 

)

′𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

×  

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡,                               (27) 

∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑡
∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

= 

= ∫ ∫ (∫
𝜕𝐻2[𝑡, 𝑠, 𝑝2, 𝜓2]

𝜕𝑦𝑡
𝑑𝑠

𝑥1

𝑥 

)

′

×

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

  

× ∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 .              (28) 

∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑥
∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

= 

= ∫ ∫ (∫
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑥
𝑑𝜏

𝑡2

𝑡 

) ×′

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

 

× ∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+ ∫ ∫ ( ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑥
𝑑𝜏

𝑡2

𝑡1 

)

′𝑥1

𝑥0

×

𝑡1

𝑡0

 

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥),                       (29) 

∑
𝜕𝜑2

′ (𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘 , 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

× 

× ∆𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖) =  

= ∫ ∫ ∑
𝜕𝜑2

′ (𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘 , 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

× 

× 𝛽𝑖(𝑡, 𝑥)∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 

+ ∑ ∫ ∫ 𝛾𝑖(𝑥)
𝜕𝜑2

′ (𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑘

𝑖=1

 

× 𝐵∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡.              (30) 

Теперь, учитывая тождества (29)–(30) в 

формуле приращения (16), и группируя по-

добные члены, получим, что  

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = ∫ ∫ [∑ 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)

𝑘

𝑖=1

×

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

×
𝜕𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑧𝑖
− 
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− ∫ ∫ [∑ 𝛾𝑖(𝑥)

𝑘

𝑖=1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

×
𝜕𝜑2

′ (𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘 , 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖
] − 

− ∫ ∫ (∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝜏, 𝑠, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧
𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥1

𝑥 

𝑡1

𝑡 

 

–

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑠, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧𝑡
𝑑𝑠

𝑥1

𝑥 

− 

− ∫
𝜕𝐻′

1(𝜏, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧𝑥
𝑑𝜏 +

𝑡1

𝑡 

𝛽𝑖(𝑡, 𝑥)𝐵′ × 

×
𝜕𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖
− 

− ∫ ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦
𝑑𝑠𝑑𝜏 −

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

 

− ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑥
𝐵𝑑𝜏

𝑡2

𝑡1 

]

′

× 

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+ ∫ ∫ [∑
𝜕𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘 , 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

× 

× 𝛽𝑖(𝑡, 𝑥) − 

− ∫ ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦
𝑑𝑠𝑑𝜏 +

𝑥1

𝑥 

𝑡2

𝑡 

 

+ ∫
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑠, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑡
𝑑𝑠

𝑥1

𝑥 

+ 

+ ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑥
𝑑𝜏

𝑡2

𝑡1 

] × 

× ∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

− ∫ ∫ ∆�̅�1
𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)𝑑𝑥𝑑𝑡 −

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫ ∫
𝜕∆�̅�1

𝐻′
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑝1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

× ∆𝑝1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

− ∫ ∫ ∆�̅�2
𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ ∫
𝜕∆�̅�2

𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑝2

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

× 

× ∆𝑝2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+𝑜1 (∑‖∆𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+𝑜2 (∑‖𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ ∫ 𝑜3(‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ 𝑜4(‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

.        (31) 

Предположим, что вектор-функции 

𝜓𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1,2 являются решениями двумер-

ных интегральных уравнений с частными ин-

тегралами вида 

𝜓1(𝑡, 𝑥) = 

= − ∑
𝜕𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑧𝑖
𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)

𝑘

𝑖=1

+ 

+ ∫ ∫
𝜕𝐻1(𝜏, 𝑠, 𝑝1(𝜏, 𝑠), 𝑢1(𝜏, 𝑠), 𝜓1(𝜏, 𝑠))

𝜕𝑧
𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥1

𝑥 

𝑡1

𝑡 

+ 

+ ∫
𝜕𝐻1(𝑡, 𝑠, 𝑝1(𝑡, 𝑠), 𝑢1(𝑡, 𝑠), 𝜓1(𝑡, 𝑠))

𝜕𝑧𝑡
𝑑𝑠 +

𝑥1

𝑥 

 

+ ∫
𝜕𝐻1(𝜏, 𝑥, 𝑝1(𝜏, 𝑥), 𝑢1(𝜏, 𝑥), 𝜓1(𝜏, 𝑥))

𝜕𝑧𝑥
𝑑𝜏

𝑡1

𝑡 

− 

− ∑ 𝛾𝑖(𝑥)𝐵′
𝜕𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

+ 

+ ∫ ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2⌈𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝜓2⌉

𝜕𝑦
𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥1

𝑥 

+

𝑡2

𝑡1 

 

+ ∫ 𝐵′  
𝜕𝐻2⌈𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝜓2⌉

𝜕𝑦𝑥
𝑑𝜏

𝑡2

𝑡1 

,            (32) 
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𝜓2(𝑡, 𝑥) = 

= ∑
𝜕𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

× 

× 𝛽𝑖(𝑡, 𝑥) + 

+ ∫ ∫
𝜕𝐻2⌈𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝜓2⌉

𝜕𝑦

𝑥1

𝑥 

𝑡2

𝑡 

𝑑𝑠𝑑𝜏 + 

+ ∫
𝜕𝐻2⌈𝑡 , 𝑠, 𝑝2, 𝜓2⌉

𝜕𝑦𝑡

𝑥1

𝑥 

𝑑𝑠 + 

+ ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2⌈𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝜓2⌉

𝜕𝑦𝑥
𝑑𝜏

𝑡2

𝑡1 

.              (33) 

Существование и единственность из-

меримых и ограниченных решений (32), (33) 

можно доказать известными (см., напр., [4]) 

методами.  

Таким образом, из (31) следует, что, 

если 𝜓𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1,2 являются решениями со-

пряженной системы (32), (33), то 

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2)

= − ∫ ∫ ∆�̅�1
𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)𝑑𝑥𝑑𝑡 −

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫ ∫
𝜕∆�̅�1

𝐻′
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑝1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

× ∆𝑝1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

− ∫ ∫ ∆�̅�2
𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ ∫
𝜕∆�̅�2

𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑝2
×

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

 

× ∆𝑝2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+𝑜1 (∑‖∆𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+𝑜2 (∑‖𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ ∫ 𝑜3(‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

− ∫ ∫ 𝑜4(‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

.          (34) 

Для вывода необходимого условия оп-

тимальности с помощью формулы прираще-

ния (34) требуется оценка остаточного члена с 

помощью оценок для норм приращений со-

стояний и их частных производных.  

Для ‖∆𝑝 1(𝑡, 𝑥)‖  справедливы оценки 

[13] при сделанных условиях гладкости на 

правую часть уравнения (3): 

‖∆𝑧(𝑡, 𝑥)‖  ≤ 

≤ 𝐿1 ∫ ∫ ‖∆�̅�1
𝑓1[𝑡, 𝑥]‖𝑑𝑥𝑑𝑡,             (35)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

‖∆𝑧𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤  

≤ [ ∫ ∫ ‖∆�̅�1
𝑓1[𝑡, 𝑥]‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+   

+ ∫ ‖∆�̅�1
𝑓1[𝑡, 𝑥]‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

],   (36) 

‖∆𝑧𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤                          

≤ 𝐿1 [ ∫ ∫ ‖∆�̅�1
𝑓1[𝑡, 𝑥]‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+               

+ ∫ ‖∆�̅�1
𝑓1[𝑡, 𝑥]‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

],   (37) 

где 𝐿1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 некоторая постоянная. 

Найдем оценки для ‖∆𝑝 2(𝑡, 𝑥)‖. 

Из (11), переходя к эквивалентному ин-

тегральному уравнению, получим, что 

∆𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝐵∆𝑧(𝑡1, 𝑥) + 

+ ∫ ∫(𝑓2(𝜏, 𝑠, �̅�2(𝜏, 𝑠), �̅�2(𝜏, 𝑠)) −

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

        

−𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), 𝑢2(𝜏, 𝑠))𝑑𝑠𝑑𝜏.  (38) 

Из (38) получаем, что  

∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥) = 𝐵∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥) + 

+ ∫(𝑓2(𝜏, 𝑥, �̅�2(𝜏, 𝑥), �̅�2(𝜏, 𝑥)) − 𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

 

−𝑓2(𝜏, 𝑥, 𝑝2(𝜏, 𝑥), 𝑢2(𝜏, 𝑥)),       (39) 
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∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥) = ∫(𝑓2(𝑡, 𝑠, �̅�2(𝑡, 𝑠), �̅�2(𝑡, 𝑠)) −

𝑥

𝑥0

  

−𝑓2(𝑡, 𝑠, 𝑝2(𝑡, 𝑠), 𝑢2(𝑡, 𝑠))𝑑𝑠 .          (40) 

Из тождеств (38)–(40) получаем, что  

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿2[‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥)‖ + 

+ ∫ ∫‖𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), �̅�2(𝜏, 𝑠))

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

− 𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), 𝑢2(𝜏, 𝑠))‖𝑑𝑠𝑑𝜏 + 

+ ∫ ∫‖𝑝2(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

].                       (41) 

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 

≤ 𝐿3 [ ∫‖𝑓2(𝑡, 𝑠, 𝑝2(𝑡, 𝑠), �̅�2(𝑡, 𝑠)) −

𝑥

𝑥0

 

−𝑓2(𝑡, 𝑠, 𝑝2(𝑡, 𝑠), 𝑢2(𝑡, 𝑠))‖𝑑𝑠 + 

+ ∫‖𝑝2(𝑡, 𝑠)‖𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

],   

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿4[‖∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥)‖ + 

+ ∫‖𝑓2(𝜏, 𝑥, 𝑝2(𝜏, 𝑥), �̅�2(𝜏, 𝑥))

𝑡

𝑡1

−            

−𝑓2(𝜏, 𝑥, 𝑝2(𝜏, 𝑥), 𝑢2(𝜏, 𝑥))‖𝑑𝜏 +           

 + ∫‖𝑝2(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

],           (42) 

где 𝐿𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 2,4̅̅ ̅̅  некоторые посто-

янные. 

Далее, используя лемму Гронуолла–

Беллмана (см., например, [14]) из неравенств 

(41), (42) после некоторых рассуждений полу-

чаем справедливость оценок:  

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿5[‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥)‖ + 

∫‖∆𝑧(𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ ∫‖∆𝑧𝑠(𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠 +

𝑥

𝑥0

 

+ ∫ ∫[𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), �̅�2(𝜏, 𝑠))

𝑥

𝑥0

−

𝑡

𝑡1

           

−𝑓2𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), 𝑢2(𝜏, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝜏,            (43) 

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿6 ∫[‖∆𝑧(𝑡1, 𝑠)‖]𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ 

+‖𝑓2(𝑡, 𝑠, 𝑝2(𝑡, 𝑠), �̅�2(𝑡, 𝑠)) – 

−𝑓2𝑡, 𝑠, 𝑝2(𝑡, 𝑠), 𝑢2(𝑡, 𝑠)‖ + 

+ ∫‖∆𝑧𝑠(𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠 +

𝑥

𝑥0

 

+    ∫ ∫‖𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), �̅�2(𝜏, 𝑠))

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

−   

−𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), 𝑢2(𝜏, 𝑠))‖𝑑𝑠𝑑𝜏.     (44) 

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿7[‖∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥)‖ + 

+ ∫ 𝑓2(𝜏, 𝑥, �̅�2(𝜏, 𝑥), �̅�2(𝜏, 𝑥))𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

 

−𝑓2(𝜏, 𝑥, 𝑝2(𝜏, 𝑥), 𝑢2(𝜏, 𝑥))‖ + 

+ ∫‖∆𝑧(𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠 +

𝑥

𝑥0

 

+ ∫ ∫‖𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), �̅�2(𝜏, 𝑠)) −

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

 

−𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), 𝑢2(𝜏, 𝑠))‖𝑑𝑠𝑑𝜏],      (45)  

где 𝐿𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 5,7̅̅ ̅̅  некоторые посто-

янные.  

Эти оценки позволяют получить необ-

ходимое условие оптимальности в форме 

принципа максимума Понтрягина.  

Считая (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  оптимальным 

управлением, его специальное приращение 

определим по формуле  

{
∆𝑢1(𝑡, 𝑥; 𝜀) = {

𝑣1 − 𝑢1(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1(𝜀),

0,                (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1\𝐷1(𝜀),

𝑢2(𝑡, 𝑥; 𝜀) = 0,   (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2,                    (46) 
   

Здесь 𝐷1(𝜀) = [𝜃, 𝜃 + 𝜀] × [ 𝜉, 𝜉 + 𝜀], 
(𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1)  произвольная пра-

вильная точка (точка Лебега) (см., напр., [14]) 

управления 𝑢1(𝑡, 𝑥),  𝑣1 ∈ 𝑈1  произвольный 

вектор, а 𝜀 > 0 произвольное достаточно ма-

лое число, такое, что 𝜃 + 𝜀 < 𝑡1, 𝜉 + 𝜀 < 𝑥1.  

Принимая во внимания оценки (35), (37), 

(43), (45) и учитывая формулу (46), из (34), на 

основе теоремы о среднем получаем, что 

−𝜀2[𝐻1(𝜃, 𝜉, 𝑝1(𝜃, 𝜉), 𝑣1, 𝜓1(𝜃, 𝜉)) − 

−𝐻1(𝜃, 𝜉, 𝑝1(𝜃, 𝜉), 𝑢1(𝜃, 𝜉), 𝜓1(𝜃, 𝜉))] + 𝑜(𝜀2)

≥ 0. 
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Отсюда в силу произвольности  𝜀 > 0 

следует неравенство  

𝐻1(𝜃, 𝜉, 𝑝1(𝜃, 𝜉), 𝑣1, 𝜓1(𝜃, 𝜉)) − 

−𝐻1(𝜃, 𝜉, 𝑝1(𝜃, 𝜉), 𝑢1(𝜃, 𝜉), 𝜓1(𝜃, 𝜉)) ≤ 0. 

Теперь специальное приращение опти-

мального управления (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥)) опре-

делим по формуле  

{

∆𝑢1(𝑡, 𝑥; 𝜇) = 0,   (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2,               (47)

𝑢2(𝑡, 𝑥; 𝜇) = {
𝑣2 − 𝑢2(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2(𝜇),

0,          (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2\𝐷2(𝜇).

 

Здесь 𝐷2(𝜇) = [𝜃, 𝜃 + 𝜇] × [ 𝜉, 𝜉 + 𝜇], 
(𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡1, 𝑡2) × [𝑥0, 𝑥1)  произвольная пра-

вильная точка управления 𝑢2(𝑡, 𝑥),  𝑣2 ∈ 𝑈2 

произвольный вектор, а 𝜇 > 0  произвольное 

достаточно малое число, такое, что 𝜃 + 𝜇 <
𝑡2, 𝜉 + 𝜇 < 𝑥1.  

При определении специального прира-

щения управления (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  форму-

лой (47), учитывая оценки (43)–(45) из фор-

мулы приращения (34) получаем, что вдоль 

оптимального управления (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  

−𝜇2[𝐻2(𝜃, 𝜉, 𝑝2(𝜃, 𝜉), 𝑣2, 𝜓2(𝜃, 𝜉))

− 𝐻2(𝜃, 𝜉, 𝑝2(𝜃, 𝜉), 𝑢2(𝜃, 𝜉), 𝜓2(𝜃, 𝜉))] + 

+𝑜(𝜇2) ≥ 0. 

Следовательно, 

𝐻2(𝜃, 𝜉, 𝑝2(𝜃, 𝜉), 𝑣2, 𝜓2(𝜃, 𝜉)) − 

−𝐻2(𝜃, 𝜉, 𝑝2(𝜃, 𝜉), 𝑢2(𝜃, 𝜉), 𝜓2(𝜃, 𝜉)) ≤ 0. 

На основе полученных неравенств 

сформулируем доказанный результат. 

Теорема 1. При сделанных предполо-

жениях, для оптимальности допустимого 

управления (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  необходимо, 

чтобы выполнялись соотношения 

max
𝑣1∈𝑈1

𝐻1(𝜃, 𝜉, 𝑝1(𝜃, 𝜉), 𝑣1, 𝜓1(𝜃, 𝜉)) =  

= 𝐻1(𝜃, 𝜉, 𝑝1(𝜃, 𝜉), 𝑢1(𝜃, 𝜉), 𝜓1(𝜃, 𝜉))   (48) 

для всех (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1), 

max
𝑣2∈𝑈2

𝐻2(𝜃, 𝜉, 𝑝2(𝜃, 𝜉), 𝑣2, 𝜓2(𝜃, 𝜉)) = 

= 𝐻2(𝜃, 𝜉, 𝑝2(𝜃, 𝜉), 𝑢2(𝜃, 𝜉), 𝜓2(𝜃, 𝜉))  (49) 

для всех (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1). 

Линеаризованный принцип максимума  

В этом пункте исследование задачи (1)–

(7) продолжается при следующих дополни-

тельных предположениях: 

1) множества 𝑈𝑖 , 𝑖 = 1,2 выпуклы, 

2) вектор-функции 𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1)  и 

𝑓2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2)  непрерывны по совокупности 

аргументов вместе с частными производными 

по (𝑝1, 𝑢1) и (𝑝2, 𝑢2) соответственно.  

Приведем формулу приращения функ-

ционала качества (7), соответствующую допу-

стимым управлениям (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  и 

(�̅�1(𝑡, 𝑥), �̅�2(𝑡, 𝑥)) (см. (15)): 

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= [𝜑1(𝑧̅(𝑇1, 𝑋1), 𝑧̅(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧̅(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) − 

−𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘, 𝑋𝑘))] + 

+[𝜑2( �̅�(𝜃1, 𝜉1), �̅�(𝜃2, 𝜉2), … , �̅�(𝜃𝑘, 𝜉𝑘)) − 

−𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))] + 

+ ∫ ∫ 𝜓1
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ [𝐻1(𝑡, 𝑥, �̅�1, �̅�1, 𝜓1)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

−𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+ ∫ ∫ 𝜓2
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

−              

− ∫ ∫ [𝐻2(𝑡, 𝑥, �̅�2, �̅�2, 𝜓2) −

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

 

−𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, �̅�2, 𝜓2)⌉𝑑𝑥𝑑𝑡.        (50) 

Применяя формулу Тейлора к отдель-

ным слагаемым в формуле (50), получаем, что  

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= ∑
𝜕𝜑′

1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑧𝑖
×

𝑘

𝑖=1

 

× ∆𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖) + 

+ ∑
𝜕𝜑′2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖
×

𝑘

𝑖=1

 

× ∆𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖) + 

+ ∫ ∫ 𝜓1
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ [
𝜕∆�̅�1

𝐻′
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑝1
∆𝑝1(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+
𝜕∆�̅�1

𝐻′
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1
∆𝑢1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡] + 
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+ ∫ ∫ [
𝜕∆�̅�2

𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑝2
∆𝑝2 (𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

+ 

+
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2
∆𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡] + 

+𝑜1 (∑‖∆𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+𝑜2 (∑‖𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ ∫ 𝑜5(‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ 𝑜4(‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥) +∆𝑢2(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

.  (51) 

Считая, что 𝜓𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1,2  являются 

решениями сопряженной системы (32), (33), 

то аналогично с доказательством формулы 

приращения (34) доказывается справедли-

вость следующей формулы приращения 

функционала качества: 

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= − ∫ ∫ [
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

× ∆𝑝1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

− ∫ ∫
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2
∆𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

+ 

+𝑜1 (∑‖∆𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+𝑜2 (∑‖𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ ∫ 𝑜5(‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ 𝑜4(‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢2(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

. (52) 

Из оценок установленных, например, в 

[1], следует, что  

‖∆𝑧(𝑡, 𝑥)‖ ≤                                 

≤ 𝐿2 ∫ ∫ ‖∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

,           (53) 

‖∆𝑧𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤                               

≤ 𝐿2 ∫ [ ∫ ‖∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

+ ∫ ‖∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖𝑑𝑥

𝑥1

𝑥0

],               (54) 

‖∆𝑧𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿2 ∫ ∫ ‖∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+ ∫ ‖∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

].                (55) 

Перейдем к оценке для ‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ , 
‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ и ‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖. 

Из краевой задачи (11)–(12), переходя к 

эквивалентному интегральному уравнению и 

используя условие Липшица, получаем, что 

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С1[‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥)‖ + 

+ ∫ ∫‖∆𝑦(𝜏, 𝑠)‖ + ‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑠)‖

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

] +            

+‖∆𝑦𝑠(𝜏, 𝑠)‖ + ‖∆𝑢2(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏,   (56) 

где С1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 некоторое постоянное. 

Аналогично получаем, что 

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С2 ∫ [‖∆𝑢2(𝑡, 𝑠)‖
𝑥

𝑥0

+ 

+‖∆𝑦(𝑡, 𝑠)‖ + 

+‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑠)‖∆𝑦𝑠(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠,             (57) 

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С3[‖∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥)‖ + 

+‖∆𝑦(𝜏, 𝑥)‖‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑥)‖ + 

+ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑥)‖

𝑡

𝑡1

+ ‖∆𝑦𝑥(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏,    (58) 

где С2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, С3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  также не-

которые постоянные. 

Далее, ясно, что  

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤              

≤ С4[‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥)‖ + ∫‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

, (59) 
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‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤ ∫‖∆𝑦𝑠(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

,      (60) 

(С4 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0). 

Из (57)–(58) применяя лемму Гронуолла (см., 

например, [14]) соответственно, получим, что  

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С5 [ ∫‖∆𝑢2(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠 +

𝑥

𝑥0

 

+ ∫[‖∆𝑦(𝑡, 𝑠)‖ + ‖∆𝑦𝑠(𝑡, 𝑠)‖] 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

,          

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С6‖∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥)‖ 

+ ∫[‖∆𝑦(𝜏, 𝑥)‖ + ‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑥)‖

𝑡

𝑡1

]𝑑𝜏 + 

+ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

0

,     

где С5 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, С6 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некото-

рые постоянные. 

Из последних неравенств, используя со-

ответственно оценки (59), (60), получим 

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С7 [ ∫‖∆𝑢2(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

 

+ ∫‖∆𝑦𝑠(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ ∫ ∫‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

+ 

+ ∫‖∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

],                    (61) 

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С8[∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥) + 

+ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

+ ∫‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑥)‖

𝑡

𝑡1

𝑑𝜏 + 

+ ∫ ∫‖∆𝑦𝑠(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

,                (62) 

(С7 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, С8 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторые 

постоянные). 

Применяя к этим неравенствам лемму 

Вендорффа (см., например, [14]), будем иметь 

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 

≤ С9 [ ∫[‖∆𝑧 (𝑡1, 𝑠)‖ + ‖∆𝑢2(𝑡, 𝑠)‖]𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ 

+ ∫‖∆𝑦𝑠(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

,            (63) 

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С10[‖∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥)‖ + 

+ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

+ 

∫‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑥)‖

𝑡

𝑡1

𝑑𝜏],              (64) 

(С9 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, С10 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторые 

постоянные). 

Усиливая эти неравенства (63), (64) 

друг с другом, а затем применяя к усиленным 

неравенствам лемму Вендорффа, аналогично 

будем иметь 

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 

≤ С12 [ ∫‖∆𝑧 (𝑡1, 𝑠)‖[+‖∆𝑢2(𝑡, 𝑠)‖]𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ 

+ ∫‖∆𝑧 𝑠
(𝑡1, 𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ 

+ ∫ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

,               ( 65) 

 

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С13‖∆𝑧 (𝑡1, 𝑥)‖ + 

+ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

+ 

+ ∫ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑠)‖

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

𝑑𝑠𝑑𝜏 +  

+ ∫ ∫‖∆𝑧 (𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

.              (66) 

Далее, из (59) с учетом (65) получаем, что  

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤                             

≤ С11‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥)‖ + ∫ ∫‖∆𝑧(𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏 +

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

 

+ ∫ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

+

𝑡

𝑡1
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+ ∫ ∫‖∆𝑧𝑠(𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

.

𝑡

𝑡1

     (67) 

Используя оценки (65)–(67), с помощью 

специальных приращений управляющих 

функций получим необходимое условие оп-

тимальности. 

Предположим, что в () ∆𝑢2(𝑡, 𝑥) ≡ 0 . 

Тогда из (52) получаем, что 

𝑆(𝑢1 + ∆𝑢1, 𝑣1) − 𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= − ∫ ∫ [
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

× ∆𝑝1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+𝑜1 (∑‖∆𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+𝑜2 (∑‖𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ ∫ 𝑜5(‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ 𝑜4(‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥) +

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

 

+∆𝑢2(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡.               (68) 

Пусть 𝜇 ∈ [0,1]  произвольное число, 

𝑣1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈1 ⊂ 𝑅𝑟, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1 , произвольное 

допустимое управление. Тогда с учетом вы-

пуклости множества 𝑈1  специальное прира-

щение управляющей функции 𝑢1(𝑡, 𝑥) можно 

определить по формуле 

∆𝑢1(𝑡, 𝑥; 𝜇) = 𝜇[𝑣1(𝑡, 𝑥) − 𝑢1(𝑡, 𝑥)].    (69) 

Через ∆𝑧(𝑡, 𝑥; 𝜇)  обозначим специаль-

ное приращение состояния 𝑧(𝑡, 𝑥)  и 𝑦(𝑡, 𝑥), 
отвечающее приращению () управления. Из 

оценок (65)–(67) следует, что 

‖∆𝑧(𝑡, 𝑥; 𝜇)‖ ≤ 𝐶14𝜇,                  (70) 

‖∆𝑧𝑡(𝑡, 𝑥; 𝜇)‖ ≤ 𝐶14𝜇,                (71) 

‖∆𝑧𝑥(𝑡, 𝑥; 𝜇)‖ ≤ 𝐶14𝜇,                (72) 

где 𝐶14 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 некоторая постоянная. 

Принимая во внимания формулу (69) и 

оценки (70)–(72) из частичной формулы при-

ращения (68), приходим к разложению  

𝑆(𝑢1(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢1(𝑡, 𝑥; 𝜇), 𝑣1(𝑡, 𝑥)) − 

−𝑆(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥)) = 

= −𝜇 ∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1
×

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

× (𝑣1(𝑡, 𝑥) − 𝑢1(𝑡, 𝑥))𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑜 (𝜇).     (73) 

Пусть теперь 𝜈 ∈ [0,1]  произвольное 

число, 𝑣2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈1 ⊂ 𝑅𝑟, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1,  произ-

вольное допустимое управление. Специальное 

приращение управляющей функции 𝑢2(𝑡, 𝑥) 

определим по формуле 

∆𝑢2(𝑡, 𝑥; 𝜈) = 𝜈[𝑣2(𝑡, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥)].        (74) 

Через  ∆𝑦(𝑡, 𝑥; 𝜈)  обозначим специаль-

ное приращение 𝑦(𝑡, 𝑥). Ясно, что 

∆𝑧(𝑡, 𝑥; 𝜈) = 0. Поэтому из оценок (65)–(67), 

учитывая (68), получаем, что 

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥; 𝜈)‖ ≤ 𝐶15𝜈, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2.                
‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥; 𝜈)‖ ≤ 𝐶15𝜈, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2.              
‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥; 𝜈)‖ ≤ 𝐶15𝜈, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2.     (75) 

Учитывая (74), (75) из (68), получаем 

справедливость разложения 

𝑆(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢2(𝑡, 𝑥; 𝜈)) − 

−𝑆(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥)) = 

= −𝜈 ∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

×             

× [𝑣2(𝑡, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑜 (𝜈).   (76) 

Предположим, что допустимое управ-

ление является оптимальным управлением в 

задаче (1)–(7). Тогда из разложений (73), (76) 

получаем справедливость неравенств 

𝜇 ∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

×              

× [𝑣1(𝑡, 𝑥) − 𝑢1(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 − 𝑜 (𝜇) ≤ 0,   (77) 

𝜈 ∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

×                   

× [𝑣2(𝑡, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑜 (𝜈) ≤ 0. (78) 

Из неравенств (77), (78) в силу произ-

вольности 𝜇 ∈ [0,1] и  𝜈 ∈ [0,1] получаем, что 
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∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1
×

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

                   

× [𝑣1(𝑡, 𝑥) − 𝑢1(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 0,     (79) 

∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

×                 

× [𝑣2(𝑡, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 0.      (80) 

Сформулируем полученный результат. 

Теорема 2. Если множества 𝑈𝑖 , 𝑖 = 1,2 

выпуклы, а 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖, 𝑢𝑖),   𝑖 = 1,2  имеют не-

прерывные частные производные по 
(𝑝𝑖 , 𝑢𝑖),   𝑖 = 1,2 соответственно, то для опти-

мальности допустимого управления 

(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  в задаче (1)–(7) необходи-

мо, чтобы неравенства (79), (80) выполнялись 

для всех 𝑣1(𝑡, 𝑥), 𝑣2(𝑡, 𝑥) соответственно. 

Таким образом, доказано необходимое 

условие оптимальности в форме линеаризо-

ванного интегрального принципа максимума. 

Непосредственным следствием теоремы 

является следующее утверждение. 

Следствие. Пусть выполняются усло-

вия теоремы. Тогда для оптимальности допу-

стимого управления (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  в рас-

сматриваемой задаче необходимо выполнение 

соотношений 

𝜕𝐻′
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1
× 

× [𝑣1(𝑡, 𝑥) − 𝑢1(𝑡, 𝑥)] ≤ 0            (81) 

для всех 𝑣1 ∈ 𝑈1, (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1), 
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2
×                  

× [𝑣2(𝑡, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥)] ≤ 0             (82) 

для всех 𝑣2 ∈ 𝑈2, (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡1, 𝑡2) × [𝑥0, 𝑥1). 

Полученное необходимое условие оп-

тимальности является аналогом линеаризо-

ванного (дифференциального) [15] принципа 

максимума. 

Необходимые условия оптимальности 

(79) и (81), (80) и (82) можно показать, что эк-

вивалентны. 

Проверка этих необходимый условий 

оптимальности легче, чем проверка условий 

оптимальности (79), (80).  

Но они более слабы, чем аналог прин-

ципа максимума Понтрягина и получены при 

более жестких ограничениях на данные рас-

сматриваемой задачи. 

Аналог уравнения Эйлера  

Предположим, что множества 𝑈𝑖 , 𝑖 =

1,2  открыты, а 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝑢𝑖),   𝑖 = 1,2  непре-

рывно-дифференцируемы по (𝑝𝑖, 𝑢𝑖),   𝑖 = 1,2 

соответственно. Предположим, что 𝜀  произ-

вольное, достаточно малое по абсолютной ве-

личине число, а 𝛿𝑢1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅𝑟, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1 

произвольная n-мерная измеримая и ограни-

ченная вектор-функция (допустимая вариация 

управляющей функции).  

Тогда специальное приращение управ-

ляющей функции 𝑢1(𝑡, 𝑥)  можно определить 

по формуле  

∆𝑢1(𝑡, 𝑥; 𝜀) = 𝜀𝛿𝑢1(𝑡, 𝑥).                 (83) 

Пусть (∆𝑧(𝑡, 𝑥; 𝜀), ∆𝑦(𝑡, 𝑥; 𝜀))  специаль-

ное приращение состояния (𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) , 

отвечающее приращению (83) управления 

𝑢1(𝑡, 𝑥).  

Из оценок (65), (67) и формулу (83) сле-

дует, что ‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥; 𝜀)‖, ‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥; 𝜀)‖  имеют 

порядок малости 𝜇. Тогда учитывая формулу 

(83) из (68) получаем разложение 

𝑆(𝑢1 + 𝜀𝛿𝑢1, 𝑢2) − 𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= −𝜀 ∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1
×

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

            

× 𝛿𝑢1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑜 (𝜀).               (84) 

Теперь предположим, что  

∆𝑢2(𝑡, 𝑥; 𝜀) = 𝜀𝛿𝑢2(𝑡, 𝑥).               (85) 

где, как и выше, 𝜀 также достаточно малое по 

абсолютной величине число, а 𝛿𝑢2(𝑡, 𝑥) ∈

𝑅𝑞 , (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2  произвольная -мерная измери-

мая и ограниченная вектор-функция. 

Пусть (∆𝑧(𝑡, 𝑥; 𝜀), ∆𝑦(𝑡, 𝑥; 𝜀))  специаль-

ное приращение состояния (𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) , 

отвечающее приращению (85) управления 

𝑢2(𝑡, 𝑥). Ясно, сто при этом ‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥; 𝜀)‖ = 0, 

а ‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥; 𝜀)‖  имеют порядок малости 𝜀 , в 

силу оценок (65), (67). Тогда из формулы 

приращения (52) следует, что 

𝑆(𝑢1, 𝑢2) − 𝑆(𝑢1, 𝑢2 + 𝜀𝛿𝑢2) = 

= −𝜀 ∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

×            

× 𝛿𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑜 (𝜀).            (86) 
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Из разложений (84), (86), что в силу 

открытости областей управления 𝑈𝑖 , 𝑖 = 1,2 и 

основного результата вариационного исчис-

ления следует, что если (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥)) оп-

тимальное управление, то для всех 𝛿𝑢1(𝑡, 𝑥) ∈

𝑅𝑟, 𝛿𝑢2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅𝑞 выполняются соотношения 

∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

×                

× 𝛿𝑢1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0,                 (87) 

∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

×               

× 𝛿𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0.                    (88) 

Соотношения (87), (88) являются неяв-

ными необходимыми условиями первого по-

рядка. Но из них можно получить явно выра-

женную через параметры рассматриваемой 

задачи вариацию управления определяя спе-

циальным образом. 

Имеет место 

Теорема 3 (аналог уравнения Эйлера). 

Если множества 𝑈𝑖 , 𝑖 = 1,2  открыты, то для 

оптимальности допустимого управления 

(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  необходимо выполнение 

соотношений 

𝜕𝐻 
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1
= 0               (89) 

для всех  (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1), 

𝜕𝐻 
2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2
= 0                 (90) 

для всех (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡1, 𝑡2) × [𝑥0, 𝑥1). 

Соотношения (89), (90) являются аналогом 

уравнения Эйлера из классического вариацион-

ного исчисления для рассматриваемой задачи. 

Заключение 

В статье рассматривается задача опти-

мального управления с переменной структу-

рой, описываемая в двух областях нелиней-

ными системами гиперболических уравнений 

второго порядка с краевыми условиями Гурса, 

при предположении что функционал качества 

является многоточечным.  

При развитии аналога метода прираще-

ний для рассматриваемой задачи введены со-

пряженные уравнения в форме двумерных ин-

тегральных уравнений типа Вольтерра с од-

номерными слагаемыми. Построена общая 

формула приращения критерия качества перво-

го порядка, носящего конструктивный характер. 

Приведены оценки норм приращений состоя-

ний. Исследуя полученную формулу прираще-

ния на игольчатого типа вариациях (аналог ва-

риации Макшейна) управления, доказан аналог 

принципа максимума Понтрягина. При предпо-

ложении выпуклости областей управления и 

гладкости правых частей уравнений также по 

управляющим функций выведен аналог лине-

аризованного условия максимума. 

В частности, приведено необходимое 

условие оптимальности в форме дифференци-

ального условия максимума. В случае откры-

тости областей управления установлен аналог 

классического уравнения Эйлера. 
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Аннотация. Проведены двухосные циклические испытания эластомерных композитов, наполнен-

ных зернистыми наночастицами (технический углерод и детонационные наноалмазы), нано-пла-

стинками (малослойный нанографен) и нановолокнами (многостенные углеродные нанотрубки). 

Эксперименты проводились на уникальном четырехвекторном испытательном стенде Zwick/Roell с 

использованием специальных крестообразных образцов веерного типа. Исследования показали, что 

наибольшее влияние на изменение механических свойств материала в процессе циклического де-

формирования по взаимно перпендикулярным направлениям оказывают нановолокна (углеродные 

нанотрубки). Именно они, благодаря своей длине и гибкости, наиболее эффективно участвуют в 

перестройке микроструктуры, формируя тем самым макроскопическое поведение материала. 
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Abstract. Biaxial cyclic tests of elastomeric composites filled with granular nanoparticles (carbon black 

and detonation nanodiamonds), nanoplates (few-layer nanographene) and nanofibers (multi-walled carbon 

nanotubes) have been carried out. The experiments were carried out on Zwick/Roell's unique four-vector 

test stand using special fan-type cruciform specimens. Studies have shown that carbon nanotubes have the 

greatest influence on the change in the mechanical properties of a material during cyclic deformation in 

mutually perpendicular directions. It is they, due to their length and flexibility, that most effectively partic-

ipate in the restructuring of the microstructure, thereby forming the macroscopic behavior of the material. 
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Введение 

Наполненные эластомеры представляют 

собой иерархические структурно неоднород-

ные системы со сложным механическим пове-

дением. Они способны деформироваться без 

разрушения на десятки и даже сотни процен-

тов, демонстрируя при этом хорошо выражен-

ные нелинейно упругие и вязкоупругие свой-

ства. Для них также характерны различные ме-

ханические эффекты, связанные с перестрой-

кой внутренней структуры материала при его 

деформировании – накопление внутренней по-

врежденности, возникновение наведенной ме-

ханической анизотропии вследствие переори-

ентации полимерных макромолекул и измене-

ния взаимного расположения частиц наполни-

теля, эффект Маллинза и т.д. Поэтому для изу-

чения механического поведения таких матери-

алов требуются нетривиальные механические 

эксперименты, которые позволяют выявить 

все эти особенности. Это сложные цикличе-

ские траектории нагружения с различной ам-

плитудой по напряжениям и деформациям, 

остановками на релаксацию и т.д.  

Кроме того, из практики хорошо из-

вестно, что при эксплуатации в конструкции 

такие материалы зачастую ведут себя далеко 

не так, как это наблюдалось при стандартных 

обычных испытаниях образцов. Использова-

ние двухосной машины позволяет суще-

ственно приблизиться к решению этой про-

блемы, задавая сложные траектории нагруже-

ния по разным осям, то есть появляется воз-

можность испытывать образцы в условиях, бо-

лее близких к реальности.  

В работе представлена новая эксперимен-

тальная методика исследования механических 

свойств наполненных эластомеров в случае 

сложного двухосного нагружения. В ее основе 

лежит циклическое нагружение образцов по 

двум осям (последовательно или одновременно). 

При этом на каждом цикле задается своя инди-

видуальная амплитуда по деформациям и дела-

ются временные остановки на релаксацию при 

смене направления движения захватов. Мето-

дика позволяет за одно испытание получить ком-

плексные данные об упругих, вязких и пластиче-

ских свойствах полимера, что существенно сни-

жает трудоемкость исследований. Данный под-

ход хорошо зарекомендовал себя для одноосных 

испытаний [1, 2], поэтому его обобщение на 

двухосный случай вполне оправдано и представ-

ляет серьезный научный интерес.  

1. Описание установки для двухосных 

механических испытаний  

Следует отметить, что количество публи-

каций по двухосным механическим испытаниям 

очень мало. Дело в том, что в мире существует 

всего несколько таких установок, причем при-

надлежат они коммерческим фирмам, которые 

не стремятся к опубликованию полученных на 

них результатов. Что касается России, то в Ка-

занском научном центре РАН также имеется 

установка для двухосных механических испыта-

ний, но она предназначена для исследования ме-

таллов [3, 4]. Она способна создавать очень боль-

шие усилия на захватах, но сам их ход движения 

недостаточен для исследования "мягких" ко-

нечно деформируемых полимеров.  
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В Пермском государственном нацио-

нальном исследовательском университете 

имеется единственный в России четырехвек-

торный испытательный стенд Zwick/Roell, из-

готовленный по специальному заказу в ФРГ 

(рис. 1). Главная особенность этой уникальной 

установки в том, что на ней можно проводить 

механические испытания по двум взаимно пер-

пендикулярным направлениям одновременно, 

причем независимо по каждой из осей. Стенд 

обладает широкими возможностями по про-

граммированию сложных траекторий нагруже-

ния: монотонное и циклическое растяже-

ние – сжатие, изменение скорости деформиро-

вания на любом этапе приложения нагрузки, 

остановки на релаксацию в любой момент 

цикла и т.д.  

Zwick/Roell имеет две взаимно перпенди-

кулярные траверсы, на которых размещено по 2 

независимо программируемых захвата с макси-

мальным ходом 400 мм и скоростью перемеще-

ния от 0.001 до 7500 мм/мин (то есть полный ход 

равен 800 мм, а максимальная скорость дефор-

мирования 7500 мм/мин). Наибольшее усилие на 

захвате составляет 2500 Н. То есть, эта машина 

практически идеально подходит для испытания 

относительно "мягких" эластомерных материа-

лов, способных деформироваться на десятки и 

сотни процентов.  

В комплект оборудования стенда входит 

также видеоэкстензометр videoXtens. С его по-

мощью можно бесконтактным образом измерять 

деформации непосредственно в рабочей части 

области образца по перемещениям заранее нане-

сенных меток. Это позволяет значительно повы-

сить точность измерений и исключить влияние 

искажающих факторов, связанных с формой об-

разца и его закреплением в захватах.   

 

Рис. 1. Четырехвекторный испытательный 

стенд Zwick/Roell (общий вид) 

Для двухосных экспериментов исполь-

зовали специальные крестообразные образцы 

веерного типа (рис. 2), форма и размеры кото-

рых были определены на основе проведенных 

в ИМСС УрО РАН теоретических расчетов [3].  

 

Рис. 2. Крестообразный образец для двухос-

ных испытаний  

Они оптимальны с точки зрения получе-

ния однородных полей деформаций и напря-

жений на рабочей части образца и минимиза-

ции размеров тяг (нерабочей части). Рабочая 

зона имела форму квадрата со стороной 35 мм. 

С каждой стороны зоны имелось по 10 стерж-

необразных тяг из того же материала что и об-

разец (длина тяги 45 мм, ширина 2 мм).  

2. Материалы для испытаний  

Основным объектом исследований были 

эластомерные нанокомпозиты на основе бута-

диен-стирольного каучука (БСК) СКМС-

30АРКМ-15 (матрица) и различных нанона-

полнителей: Это технический углерод (ТУ), 

детонационные наноалмазы (ДНА), малослой-

ный графен (МСГ), а также многостенные уг-

леродные нанотрубки (МУНТ). Материалы 

для испытаний готовились в НИИ синтетиче-

ского каучука (Санкт-Петербург). 

СКМС-30АРКМ-15 это хорошо известный 

эластомер, который производится в промышлен-

ных масштабах. Его, например, широко исполь-

зуют в автомобильных шинах и различных рези-

новых амортизаторах (т.е. в достаточно сложных 

и тяжелых эксплуатационных условиях). 

В качестве 3D наполнителя брали про-

мышленный технический углерод марки N-330 

с размером частиц 28-36 нм и удельной по-

верхностью 82 м2/г. Это один из наиболее рас-

пространенных на сегодня нанонаполнителей. 

Введение ТУ в эластомер позволяет суще-

ственно улучшить его механические характе-

ристики (особенно прочность и деформатив-
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ность) [6, 7]. Сегодня ТУ чаще всего исполь-

зуют в комплексе совместно с другими напол-

нителями [8–10].  

Вторым 3D наполнителем были детонаци-

онные наноалмазы. ДНА сочетают в себе нано-

размерность (4–6 нм), химическую стойкость 

ядра и химическую активность периферической 

оболочки. Эти наполнители в настоящее время 

достаточно широко используются при производ-

стве наполненных эластомеров [5, 11].  

2D наполнителем служил малослойный 

графен (МСГ), который получали по разработан-

ной авторами из НИИСК оригинальной мето-

дике [12]. Она базируется на СВС синтезе графе-

новых наноструктур из гидролизного лигнина — 

природного биополимера, являющегося отходом 

деревообрабатывающей промышленности. Ха-

рактерный размер частиц малослойного графена 

составлял порядка 100–300 нм, удельная поверх-

ность – 499 м2/г. По своему виду они представ-

ляют собой агломераты из хаотично соединен-

ных нанопластинок.  

В качестве 1D наполнителя использо-

вали многостенные углеродные нанотрубки 

(МУНТ) (изготовитель Институт Катализа СО 

РАН, Новосибирск). Характерные размеры 

нанотрубок по данным производителя: диа-

метр равнялся примерно 10–12 нм, средняя 

длина – от 30 до 40 мкм, а удельная поверх-

ность – 260±15 м2/г. Число вложенных слоев 

(стенок) варьировалось от 5 до 15.  

Кроме того, в качестве 1D также исполь-

зовались их модифицированные с помощью 

самораспространяющегося высокотемпера-

турного синтеза варианты (СВС МУНТ). СВС 

обработка позволила существенно улучшить 

их дисперсность и убрать нежелательные не-

органические примеси [13]. 

3. Эксперимент и дискуссия  

Все образцы испытывали по одной и той 

же программе: 1-й и 2-й циклы – деформиро-

вание по оси X; 3-й и 4-й – по оси Y; 5-й и 6-й  – 

повторное нагружение по оси X. На каждом 

цикле производились следующие действия: 

1) растяжение до деформации ε=50 % и вы-

держка 10 мин;  

2) полная разгрузка образца и снова вы-

держка на 10 мин.  

Скорость деформирования на обоих этапах 

была постоянной и равнялась 25 %/мин.  

Результаты испытаний представлены на 

рис. 3–8. По оси ординат отложено условное 

напряжение σ0 (сила, отнесенная к начальной 

площади сечения рабочей части образца), по 

оси абсцисс – деформация ε. Сплошные линии 

соответствуют первым двум циклам нагруже-

ния (деформирование по оси Х), штриховые – 

3 и 4 циклам (деформирование по Y), пунктир-

ные – 5 и 6 циклы (повторное деформирование 

по X).  

Следует отметить, что во всех экспери-

ментах первые циклы нагружения по каждой 

оси (1, 3 и 5) всегда лежали выше или совпа-

дали со вторыми (2, 4 и 6 соответственно).  

На рис. 3 представлены результаты цикли-

ческих двухосных испытаний для ненаполнен-

ного БСК. Все деформационные кривые как при 

нагружении "вдоль" по оси X, так и "поперек" по 

оси Y практически совпали. Гистерезисные по-

тери и остаточные деформации выражены слабо. 

То есть, в чистом виде этот материал можно счи-

тать упругим и изотропным.  

 

Рис. 3. Двухосные циклические испытания 

ненаполненного БСК  

 

Рис. 4. Двухосные циклические испытания 

БСК наполненного 50 м.ч. ТУ 

Иная картина наблюдается, если доба-

вить в него 3D наполнитель в виде техниче-

ского углерода. На рис. 4 хорошо видно, что 

при вводе в БСК 50 м.ч. ТУ происходит суще-
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ственное увеличение жесткости системы (мак-

симальное напряжение увеличивается в ~3.5 

раза) и гистерезисных потерь (материал стано-

вится вязкоупругим). Появилась незначитель-

ная наведенная анизотропия механических 

свойств (т.е. изменение свойств изначально 

изотропного материала при его деформирова-

нии в разных направлениях). Циклы по осям X 

и Y не сильно различаются.  

На рис. 5–8 показаны результаты цикли-

ческих испытаний эластомерных композитов с 

двойным наполнителем – к 43 м.ч. техниче-

ского углерода добавляли по 7 м.ч. ДНА, МСГ, 

МУНТ и СВС МУНТ. То есть все композитные 

системы имели одинаковую массовую концен-

трацию дисперсной фазы. Это было сделано 

для удобства сравнения результатов экспери-

ментов и позволило вычленить влияние типа 

наполнителя (а не его количества).  

Замена 7 м.ч. ТУ на 7 м.ч детонационных 

наноалмазов (тоже 3D наполнитель) вызвала по-

вышение общей жесткости композитной си-

стемы примерно на 10–15 % (рис. 5). Вязкие 

свойства (гистерезис) изменились незначи-

тельно. Но наведенная механическая анизотро-

пия оказалась более выраженной – 5-й и 6-й 

циклы (повторно по оси X) лежали ниже. Пре-

дельные напряжения при ε=50 % снизились на 

≈15 %. 

 

Рис. 5. Двухосные циклические испытания 

БСК наполненного 43 м.ч. ТУ и 7 м.ч. ДНА 

Изменения в механическом поведении 

материала при добавлении 2D наполнителя в 

виде частиц малослойного графена вместо 

ДНА оказались практически незаметными 

(рис. 6). То есть, влияние 3D и 2D частиц при-

мерно одного порядка.  

 

Рис. 6. Двухосные циклические испытания 

БСК наполненного 43 м.ч. ТУ и 7 м.ч. МСГ 

Иная картина складывается при вводе в 

эластомер углеродных нанотрубок. На рис. 7 

представлены результаты испытаний для ком-

позитов, содержащих ТУ и немодифицирован-

ные МУНТ. Хорошо видно, что если жесткость 

материала оказалась сопоставимой с компози-

тами, содержащими ДНА и МСГ (см. рис. 5–6), 

то вязкие свойства стали значительно более 

выраженными (площадь гистерезиса выросла 

примерно в 1.5–2 раза). Наведенная механиче-

ская анизотропия также выросла.  

 

 
Рис. 7. Двухосные циклические испытания 

БСК наполненного 43 м.ч. ТУ и 7 м.ч. МУНТ  

Наибольший эффект наблюдался при 

вводе в эластомерный композит модифициро-

ванных нанотрубок – СВС МУНТ (рис. 8), по 

сравнению с вариантом наполнения для 50 м.ч. 

ТУ (рис. 4).  

В этом случае максимальные напряже-

ния возросли почти в полтора раза по сравне-

нию с вариантом для 50 м.ч. ТУ (рис. 4). Вяз-

кие потери выросли более чем в два раза.  
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Наведенная анизотропия в данном мате-

риале оказалась максимальной по сравнению с 

2D и 3D наполнителями. 

 

 

Рис. 8. Двухосные испытания БСК наполнен-

ного 43 м.ч. ТУ и 7 м.ч. СВС МУНТ 

По мнению авторов, это связано с тем, что 

длинные и гибкие нановолокна намного эффек-

тивнее влияют на ориентационные процессы в 

микроструктуре наполненного эластомера при 

его деформировании по сравнению 2D и 3D 

наполнителями. Как показывает сравнение гра-

фиков на рис. 7 и 8, чем выше дисперсность и 

гибкость этих волокон, тем данные механиче-

ские эффекты выражены сильнее.  

Заключение  

Двухосные циклические испытания эла-

стомерных композитов, наполненных зерни-

стыми, пластинчатыми и волокнистыми наноча-

стицами показали, что наибольшее влияние на 

изменение механических свойств материала в 

процессе циклического деформирования по вза-

имно перпендикулярным направлениям оказы-

вают нановолокна (углеродные нанотрубки). 

Именно они, благодаря своей длине и гибкости, 

наиболее эффективно участвуют в перестройке 

микроструктуры, формируя тем самым макро-

скопическое поведение материала.  
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Введение 

Наличие электрического заряда и его 

перенос в жидкостях с низкой проводимостью 

[1–7] оказывают существенное влияние на 

эволюцию малых возмущений и характер 

сформировавшихся структур. Существуют 

разные механизмы зарядообразования и не-

устойчивости в жидкостях: диэлектрофорети-

ческий [3, 4], электрокондуктивный [5] и ин-

жекционный [6, 7]. В жидких диэлектриках с 

разными механизмами зарядообразования мо-

гут формироваться своеобразные конвектив-

ные структуры со сложной эволюцией. При 

диэлектрофоретическом механизме зарядооб-

разования поляризационный заряд образуется 

при зависимости диэлектрической проницае-

мости от температуры [1, 2]. Неоднородность 

диэлектрической проницаемости может вы-

звать движение в жидкости даже в невесомо-

сти. С помощью управления амплитудой и ча-

стотой электрического поля можно контроли-

ровать конвекцию [3–5].  

В работах [3, 4] изучены с использова-

нием маломодовой модели электроконвектив-

ные колебания идеального жидкого диэлек-

трика в переменном электрическом поле го-

ризонтального слоя при умеренных частотах. 

В данной работе исследование проведено в 

более широком диапазоне частот и амплитуд, 

получены новые интересные результаты.  

В работе [5] исследованы с использова-

нием другой маломодовой модели электроко-

нвективные режимы слабопроводящей жид-

кости с электрокондуктивным механизмом 

зарядообразования в переменном электриче-

ском поле.  

Анализ колебаний в диэлектрических 

жидкостях важен с точки зрения фундамен-

тальных научных проблем и для различных 

практических применений в электрогидроди-

намических устройствах [1, 2].  

В настоящей работе исследована эво-

люция течений; проанализированы и проклас-

сифицированы колебания жидкости при раз-

ных амплитудах и частотах внешнего поля; 

исследованы сценарии возникновения хаоса.  

Актуальность этих исследований связа-

на с необходимостью знать законы переходов 

от периодического поведения к хаотическому 

поведению в детерминированных нелинейных 

диссипативных системах, и обратных перехо-

дов. В реальных системах этому соответству-

ют переходы от ламинарного движения к тур-

булентному движению. Такие переходы 

встречаются во всех нелинейных системах и 

являются важной проблемой современных ис-

следователей [8, 9].  

Наблюдаемые в настоящей работе син-

хронное движение и перемежаемость были 

объектами исследований, например в работах 

[10, 11].  

Существует ряд методов идентифика-

ции динамических режимов и определения их 

характеристик [9].  

В данной работе помимо стандартных 

методов исследования строились Фурье-

спектры [9, 12], с помощью алгоритма Бенет-

тина определялись Ляпуновские показатели 

[13, 14].  

1. Постановка задачи  

В работе рассматривается плоский го-

ризонтальный конденсатор с неоднородно 

нагретой вязкой несжимаемой идеальной ди-

электрической жидкостью в переменном вер-

тикальном электрическом поле и поле силы 

тяжести. Идеальные т9епло- и электропро-

водные границы находятся при z = – h/2, h/2 (h 

– толщина слоя) и нагреты до различной тем-

пературы T(–h/2) = , T(h/2) = 0. Здесь T – 

температура, отсчитываемая от среднего зна-

чения,  – характерная разность температур. 

При  > 0 будет нагрев снизу. Потенциал 

электрического поля верхней границы зазем-

лён и равен нулю: ( / 2) 0h  , а потенциал 

нижней границы изменяется со временем t 

гармонически:  ( / 2) cosh U t     (U – 

напряжение,  = 2/tf – частота, ft  – период 

модуляции).  

Действующая на единицу объема жид-

кости электрическая сила, следующая [15]: 
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ef E , (1) 

где eρ  
– свободный заряд единицы объема,   

– диэлектрическая проницаемость,   – плот-

ность жидкости. Кулоновская часть силы (1) в 

идеальных диэлектриках отсутствует, по-

скольку в них нет свободного электрического 

заряда. Третье слагаемое имеет градиентный 

вид и приводит к переопределению давления 

в уравнении Навье–Стокса. Движение вызы-

вает только диэлектрофоретическая (вторая) 

часть силы. Она связана с пространственной 

неоднородностью диэлектрической проница-

емости.  

Предполагается, что диэлектрическая 

проницаемость линейно зависит от темпера-

туры:  0 1 T    , где   – положитель-

ный температурный коэффициент диэлектри-

ческой проницаемости. Тогда действует ди-

электрофоретический механизм зарядообра-

зования. Рассматривается электрогидродина-

мическое приближение, когда магнитные эф-

фекты пренебрежимо малы по сравнению с 

электрическими эффектами [1]. Влияние ин-

жекции не учитывается. В уравнении тепло-

проводности вязкая диссипация и джоулев 

разогрев пренебрежимо малы.  

Уравнения электроконвекции идеально-

го жидкого диэлектрика имеют вид 

21
( )

2
p

t
   

 
         

 

v
v v v g E , 

( )
T

T T
t




   


v , div 0v , 

div( ) 0 E ,  E , (2) 

 0 1 T    ,  0 1 T    . 

Здесь v , p, T – поля скорости, давления 

и температуры,  – динамическая вязкость,   

– коэффициент температуропроводности,   

– коэффициент теплового расширения жидко-

сти. В основном, коэффициенты  ,  ~

2 410 10 
1град
. 

Уравнения электроконвекции обезраз-

мериваются, при этом выбираются безразмер-

ные переменные на основе масштабов: време-

ни –   2
0 /t h  , расстояния –  r h , ско-

рости – [ v ] = /h, температуры –  T   , по-

тенциала –   U    , давления – 

  2/p h , частоты –   2
0 /h    .  

Равновесное решение имеет вид:  

0 0v , 0     1/2T z   , 

 0    1/ 2 cosz t    , 0  cos tE γ .    (3) 

Здесь γ  – единичный вектор, направ-

ленный по вертикали вверх.  

Представим все переменные – скорость, 

температуру, давление, потенциал и напря-

женность в виде: v , 0  T T   , 0p p p  , 

0    , 0  '
E E E  (штрихи означают от-

клонения величин от равновесных значений, 

затем штрихи опускаем).  

Тогда безразмерные уравнения электро-

конвекции примут вид: 

    

 

2
ε

1
Ra+Ra cos

Pr

+Ra cos ,

p t
t

t
z



 





     




 



v
v v γ

γ v

 Pr
t


 


    


vγ v , 

 cos 0t
z


 


  


, div 0v .          (4) 

Здесь использованы безразмерные па-

раметры – число Прандтля Pr, тепловое число 

Рэлея Ra и электрическое число Рэлея Ra : 

0

Pr



 , 

3
0Ra
g h 




 , 

 
22

0
Ra

U 


 




 .  (5) 

Из определения электрического числа 

Рэлея видно, что оно не зависит от направле-

ния градиента температуры. 

В задаче считается, что на свободных 

недеформируемых, изотермических границах 

слоя производная потенциала равна нулю 

(штрихом обозначена производная по z): 

1/ 2z   : 0w w       .          (6) 

В плоскости слоя задача считается изо-

тропной, используются плоские возмущения, 

когда  ,0,u wv  и 0y   .  
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2. Вывод модели электроконвекции 

Используем функцию тока для скорости 

w
x





, u
z


 


.   (7) 

В ее терминах уравнения электрокон-

векции примут вид:  

2
2 2

1
Ra

Pr

Ra cos cos ,

t x z z x x

t t
x z x



  
  

 
  

      
       

      

  
    

   

 

Pr
t x z z x x

     


     
    

     
,   (8) 

cos 0t
z


 


  


. 

Тогда граничные условия перепишутся: 

1/ 2z   : 0        .           (9) 

Для решения уравнений (8) использует-

ся метод Галеркина, и следующие аппрокси-

мации функций, удовлетворяющие гранич-

ным условиям: 

 sin cosA t kx z  , 

   cos cos sin 2B t kx z C t z    ,  (10) 

   cos sin cos2D t kx z E t z    , 

где k – волновой вектор, характеризующий 

периодичность возмущений в плоскости кон-

денсатора, A, B, C, D, E – зависящие от време-

ни амплитуды. Вторые слагаемые в аппрок-

симациях необходимы, чтобы учесть нели-

нейность уравнений (8). 

При подстановке аппроксимаций (10) в 

систему уравнений (8) после ортогонализации 

получаются дифференциальные уравнений 

для амплитуд A, B, C и алгебраические выра-

жения для амплитуд D, E: 

   2 2 2

2 2

2 2

+ Ra+Ra cos

Ra cos

A k
k A t B

t k

k
tD

k
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 2 2Pr
B

kA k B k AC
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,  (11) 

2Pr 4
2

C k
C AB
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, 

2 2
cosD B t

k





 


, 

2

C
E


 . 

Исключим амплитуду D и перемасшта-

бируем следующие переменные: 

k k , 
2 2

Pr

(1 )
t t

k



, 

22(1 )k
A X

k


 , 

2
B Y


 , 

1
C Z


 , (12) 

тогда получим следующую трехмодовую мо-

дель электроконвекции (точка над перемен-

ными – производная по t): 

2Pr Pr(r ecos 2 )X X t Y    , 

Y Y X XZ    ,         (13) 

bZ Z XY   . 

В этих уравнениях вместо циклической 

частоты использована линейная частота 

2   и введены следующие новые пара-

метры: 

0

Ra
r

Ra
 , 

0

Ra
e

Ra





 , 
2

4
b

1 k



, 

 
3

4 2

0 2

1
Ra

k

k

 
 , 

 
4

4 2

0 4

1
Ra

k

k


 
 ,  (14) 

где r и e – нормированные тепловое и элек-

трическое числа Рэлея; b – геометрический 

параметр; при 0Ra , 0Ra  начинается термо-

гравитационная или диэлектрофоретическая 

конвекция соответственно. Поскольку элек-

трическое числа Рэлея всегда положительное, 

то нормированное электрическое число также 

всегда положительно (е > 0).  

Система дифференциальных уравнений 

(13) является модифицированной моделью 

Лоренца [9]. 

Для выявления характера конвекции и 

определения интенсивности ее теплопереноса 

вычислялось число Нуссельта (усредненный 

по времени безразмерный теплопоток) на гра-

ницах слоя: 

2/

1
0

2

Nu
2

k

z

k T
dx

z 

 
   

 
 , Nu

qh





, (15) 

где q – плотность потока тепла,  – коэффи-

циент теплопроводности. Усреднение тепло-

потока делали по большому промежутку вре-

мени tend = N ft  (где N > 100, ft
 
– период ко-

лебаний): 

  1

20

1
Nu 1 2

endt

z
end

Z t dt
t 

   . (16) 
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При Nu = 1 тепло переносится молеку-

лярным теплопереносом, при Nu > 1 возника-

ет конвекция. 

3. Результаты исследования  

Уравнения (13) решались численно для 

разных частот и электрических чисел с одина-

ковыми начальными условиями. Полученные 

зависимости амплитуд от времени анализиро-

вались с помощью Фурье анализа, из которого 

делались выводы о частотных закономерно-

стях и типе колебаний.  

Вычисления были сделаны при следу-

ющих значениях параметров: Pr = 10, Ra = 0 (r 

= 0, это случай невесомости). Тогда критиче-

ское значение волнового числа k = 1 (при этом 

геометрический параметр b = 2), а электриче-

ское число Рэлея Ra c = 164 = 1558.6 [3].  

В результате вычислений получены 

разные типы нелинейных колебаний жидко-

сти: хаотические и периодические. При обоб-

щении результатов получена карта нелиней-

ных режимов электроконвекции на плоскости 

период модуляции 1/ft   (обратная частота 

модуляции)  электрическое число e (рис. 1).  

 

Рис. 1. Карта нелинейных режимов на 

плоскости период модуляции  электриче-

ское число 

 

Ниже линии e = 2 существует область 

устойчивости. В ней все возмущения затухают 

(рис. 2), например, в точке a (рис. 1). Выше этой 

линии возникают периодические колебания.  

В постоянном электрическом поле при 

вычислении с одинаковыми начальными 

условиями определено, что хаос возникает 

при е = 20.9. Когда частота поля растет, тогда 

точка возникновения хаоса увеличивается в 

два раза: е   41.8.  

На карте режимов (рис. 1) представлены 

различные области: 1, 2, 3 – области ("языки") 

хаотических режимов, ниже которых нахо-

дится область периодических режимов; 4, 5, 6 

– области ("языки") периодических режимов в 

области хаоса.  

 

Рис. 2. Зависимость амплитуды затухающих 

колебаний от времени при  = 0.625 (tf  = 1.6), 

e = 1.5 (точка a на рис. 1) 

 

При движении на карте режимов вверх 

по электрическому числу при заданной часто-

те через "язык" хаоса 1, мы попадем в перио-

дическую область, затем в "язык" хаоса 2, за-

тем в периодическую область, после чего в 

"язык" хаоса 3 и т. д. При движении на карте 

режимов вверх по электрическому числу при 

меньшей частоте (большем периоде) через 

область хаоса, мы будем последовательно 

проходить через "языки" периодических ре-

жимов 4, 5, 6. Эти "языки" периодических ре-

жимов называют окнами периодичности. 

В точках b и d на карте режимов жид-

кость колеблется периодически (рис. 3, 4).  

В этом случае колебания синхронные, в 

их Фурье-спектрах имеются кратные частоты: 

n = n (n   целое число).  

В точке b жидкость колеблется с удво-

енной внешней частотой и ее четными гармо-

никами (рис. 3), в спектре есть кратные часто-

ты n, n = 2, 4, …   

В точке d жидкость колеблется с внеш-

ней частотой и ее нечетными гармониками 

(рис. 4), n = 1, 3…   

В точке c на карте режимов функция 

тока колеблется хаотически, спектр колеба-

ний сплошной (рис. 5).  
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a

 
б 

Рис. 3. Зависимость амплитуды перио-

дических колебаний от времени (а), 

спектр Фурье (б) при  = 0.625 (tf  = 1.6), 

e = 22.5 (точка b на рис. 1)  

Фазовая траектория будет неустойчивой 

при хотя бы одном положительном показателе 

Ляпунова. Траектория будет асимптотически 

устойчивой при всех отрицательных показа-

телях Ляпунова.  

На рис. 6(б), 7(б) есть интервалы пара-

метров, соответствующие отрицательному и 

положительному старшему показателю Ляпу-

нова. Например, показатель положителен для 

частоты  = 0.625 на участке 22.5 < e < 41.3, а 

для частоты  = 0.25 на участке 13.5 < e < 14.6. 

Это соответствует попаданию в область хаоса.  

Аналогичные результаты получаются 

при вычислении числа Нуссельта для тех же 

частот (рис. 6(а), 7(а)).  

Таким образом, вычислялись показате-

ли Ляпунова и зависимости чисел Нуссельта, 

в результате чего была построена карта режи-

мов на рис. 1. 

 
а 

 
б 

Рис. 4. Зависимость амплитуды перио-

дических колебаний от времени (а), 

спектр Фурье (б) при  = 0.625 (tf  = 1.6), 

e = 44.5 (точка d на рис. 1)  

На следующем этапе нужно было опре-

делить или уточнить сценарии перехода к ха-

осу. Приведем результаты вычислений для 

периодов tf  = 4; 5; 6. Для этих периодов на 

карте режимов (рис. 1) изображены верти-

кальные точечные линии, вдоль которых про-

водились вычисления.  

Был рассмотрен переход к хаосу в "язы-

ке" 4, первом окне периодичности, при tf  = 4 

( = 0.25). С ростом электрического числа пе-

риод колебаний удваивается первый раз при 

e1 = 13.4062, в спектре появляется частота в 

раза меньше ( = 0.125). Вторая бифуркация 

удвоения периода происходит при e2 = 

13.4621, рождается  = 0.0625. Третья – при e3 

= 13.4739, появляется  = 0.03125. Постоянная 

Фейгенбаума определяется по формуле 

1

+1

e e
lim 4.669...

e e

k k

k
k k

 




 


 [8].  



В. А. Ильин, М. О. Суханов 

66 

По первым трем точкам бифуркации 

была вычислена постоянная Фейгенбаума: 

   4.706. Погрешность вычисления состави-

ла 0.79 %.  

а 

 
б 

Рис. 5. Зависимость амплитуды хаотических 

колебаний от времени (а), спектр Фурье (б) 

при  = 0.625 (tf  = 1.6), e = 30 (точка c на 

рис. 1)  

Затем был рассмотрен переход к хаосу в 

"языке" 5, втором окне периодичности, при tf  

= 5 ( = 0.2). Первые бифуркации удвоения 

периода происходят соответственно при e1 = 

35.985, e2 = 36.477, e3 = 36.569.  

Константа Фейгенбаума в этом случае 

равна:    5.348.  

При рассмотрении перехода к хаосу в 

"языке" 6, третьем окне периодичности, при tf  

= 6 ( = 0.16) первые три бифуркации удвое-

ния периода получились равными: e1 = 47.509, 

e2 = 47.890, e3 = 47.953. Постоянная Фейген-

баума равна:    6.047. 

 
а 

 
б 

Рис. 6. Зависимость числа Нуссельта от 

электрического числа при частоте  = 

0.625 (а). Зависимость старшего показате-

ля Ляпунова от электрического числа при 

частоте  = 0.625 (б) 

В рассмотренных двух последних слу-

чаях погрешность вычислений постоянной 

Фейгенбаума выше, но сценарий тот же.  

Вычисления показали, что при выходе 

из окон периодичности хаос возникает по 

сценарию Фейгенбаума. 



Математическое моделирование нелинейной электроконвекции… 

67 

 
а 
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Рис. 7. Зависимость числа Нуссельта от 

электрического числа при частоте  = 0.25 

(а). Зависимость старшего показателя Ля-

пунова от электрического числа при ча-

стоте  = 0.25  (б). 

Заключение 

В работе было проведено математиче-

ское моделирование нелинейной электрокон-

векции в горизонтальном слое с идеальным 

жидким диэлектриком. Для исследования ис-

пользовалась трехмодовая модель. В идеаль-

ном диэлектрике в основном работает диэлек-

трофоретический механизм неустойчивости.  

Были получены и исследованы разные 

хаотические и периодические режимы коле-

баний жидкости. В невесомости исследование 

проведено при умеренных и низких частотах 

электрического поля. С помощью метода Бе-

неттина вычислялись старшие показатели Ля-

пунова. На основе определения характера 

временной эволюции амплитуд задачи, вы-

числений теплопотока и показателей Ляпуно-

ва построена карта режимов электроконвек-

ции. Определены границы окон периодично-

сти в области хаоса при низких частотах элек-

трического поля. Вычисления показали, что 

при выходе из окон периодичности хаос воз-

никает по сценарию Фейгенбаума, через бес-

конечную последовательность бифуркаций 

удвоения периода колебаний. 

Как известно, модельные свободные 

границы в задаче Релея–Бенара [9] позволяют 

в упрощенной постановке изучить движения 

жидкости в горизонтальном слое. При этом ее 

качественное поведение по сравнению с твер-

дыми границами сохраняется, понижаются 

лишь границы переходов между режимами. 

Полученные в настоящей работе в прибли-

женной постановке движения качественно 

должны соответствовать решениям задачи в 

полной постановке, при этом могут быть 

лишь количественные отличия в результатах. 
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К задаче приведения уравнений динамики твердого тела 

в гиперболическом пространстве 
Николай Николаевич Макеев  
Саратов, Россия, nmakeyev@mail.ru 

Аннотация. Приводится аффинное преобразование пространства скоростей системы уравнений 

движения абсолютно твердого тела, движущегося относительно центра инерции в гиперболиче-

ском пространстве постоянной отрицательной кривизны. Движение тела происходит под воздей-

ствием системы гироскопических сил и постоянной следящей обобщенной силы, заданной сило-

вым винтом. Структура гироскопических сил задается специальными условиями, содержащими 

характерные постоянные параметры (гироскопические коэффициенты). Для преобразованной си-

стемы уравнений при заданных структурно-кинетических ограничениях проводится редуцирова-

ние системы к интегро-дифференциальному уравнению, полученному относительно одной из 

компонент винта скорости сдвига. Приводится пример точной линеаризации преобразованной си-

стемы уравнений. 
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Введение 

Начало исследованию динамики твер-

дого тела в гиперболическом пространстве 

было положено в работах, опубликованных в 

период, начиная с 70-х годов XIX века. Целью 

этих работ являлась верификация основных 

положений геометрии Н.И. Лобачевского в 

применении принципов классической меха-

ники Галилея–Ньютона к решению задач ди-

намики твердого тела для неевклидовых про-

странств. 

В 1873 г. У.К. Клиффорд исследовал 

движение тела в пространстве постоянной по-

ложительной кривизны (эллиптическом про-

странстве Римана) и эти исследования в даль-

нейшем продолжились. Основой этих разра-

боток явилась геометрическая теория винтов, 

созданная Р.С. Боллом, конструктивное по-

строение которой было наиболее полно раз-

работано А.П. Котельниковым. 

Новый этап в развитии теории динами-

ки твердого тела для гиперболического про-

странства открылся с публикации работы А.П. 

Широкова [1], в которой рассмотрен аналог 

регулярной прецессии тела, существующий в 

евклидовом пространстве и распространен-

ный на пространство Н.И. Лобачевского. 

Публикация этой работы вызвала появление 

ряда новых исследований в области динамики 

тела в гиперболическом пространстве, а также 

в трехмерном псевдоевклидовом простран-

стве и на плоскости Лобачевского. 

К настоящему времени это научное 

направление продолжает расширяться. Биб-

лиография, относящаяся к истории возникно-

вении и развития неевклидовой механики, со-

держится в работе [2]. 

1. Предварительные положения 

Согласно проективной модели Ф. Клейна 

[2], пространство Лобачевского (пространство 

L3) реализуется внутренними точками абсолюта  

0)()()()( 24232221  xxxxxg ij

ij   (1) 

гиперболического пространства .3  Здесь gij − 

метрический тензор псевдовекторного четы-

рехмерного пространства, рассматриваемого 

как трехмерное проективное пространство P3, 

реализующее пространство L3. Отобразив 

точки пространства P3 на точки гиперсферы 

псевдоевклидова пространства 
1

4R , при реше-

нии задач в пространстве 3  применяем тен-

зорный аппарат пространства .1

4R  

Под движением пространства 3  пони-

мается проективное линейное преобразование, 

переводящее в себя абсолют (1). Поскольку 

между одночленными группами движений в 

пространстве 3  и специальными линейными 

комплексами в пространстве P3 существует вза-

имно однозначное соответствие, то движение в 

пространстве ,3  как и в пространстве L3, мож-

но задавать бивектором пространства 
1

4R  [3]. 

Трехмерное проективное пространство 

P3 , реализующее пространство L3, рассматри-

вается как псевдовекторное четырехмерное 

пространство с метрическим тензором gij (1). 

Для отображения винтов в пространстве L3 

здесь применяется правило А. Котельникова–

Е. Штуди путем их отображения на ком-

плексные векторы комплексного евклидова 

пространства [2].  

Рассмотрим свободное от связей абсо-

лютно твердое тело, движущееся относительно 

его центра инерции в гиперболическом про-

странстве L3. Пусть )...( 0

4

0

1

0 eeR − опорный 

координатный тетраэдр, автополярный относи-

тельно абсолюта (1), неизменно связанный с 

инерциальным конфигурационным простран-

ством L3. Этот неподвижный тетраэдр задается 

точками )4,...,1(0 je j  данного простран-

ства. С твердым телом неизменно свяжем по-

движный координатный невырожденный тетра-

эдр )...( 41 eeR  (тетраэдр инерции тела), задан-

ный точками je ( j = 1, … , 4), также автопо-

лярный относительно абсолюта (1). При этом 

тетраэдр R выбирается так, чтобы его вершина 

− точка e4 тела − была собственной, совпадала с 

центром инерции тела, и чтобы пространствен-

ные ориентации этих тетраэдров совпадали [2]. 

Положение тетраэдра R и его точек от-

носительно R0 задается параметрами положе-

ния и ориентации по схеме, принятой в работе 

[2]. Положение точки e4 задается двумя ли-

нейными и одним угловым параметрами, а 

ориентация тетраэдра R относительно R0 

определяется заданными углами Эйлера.  

Таким образом, взаимное положение 

данных тетраэдров устанавливается упорядо-

ченным набором шести заданных характер-

ных параметров. 
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Мгновенное состояние тела в простран-

стве L3 задается винтом мгновенной скорости 

),( 444 jjj vV   (кинематическим винтом) и 

винтом мгновенного кинетического момента 

(винтом импульса или кинетическим винтом) 

)3,2,1(),( 4

4

4

4

4  jAvBG j

j

j

j

j   стержня. 

Здесь ),( 4

4

j

j Bv  − компоненты скорости 

сдвига и моменты инерции сдвига тела отно-

сительно его главных осей инерции, соответ-

ственно; )3,2,1(),( 4

4 jAj

j  − компонен-

ты скорости вращения и моменты инерции 

вращения тела относительно тех же осей, со-

ответственно. Определения моментов инер-

ции твердых тел в пространстве L3 как поня-

тия приведены в работе [1].  

В дальнейшем предполагается, что дви-

жение твердого тела происходит под воздей-

ствием сил с гироскопической структурой (по 

Томсону и Тэту [4, 5]).  

Система уравнений движения твердого 

тела, происходящего под воздействием сило-

вого винта внешних сил в пространстве L3, 

имеет вид [4] 

,

)()(

1423431241224343424

34242434

2434

14

14

mkvv

vvBAvB








 

.)3,2,1(

)()(

232

3424243434312412

34243424

2434

14

14

nk

vv

vvBBA











     (2)   

В системе уравнений (2) каждая из двух 

групп уравнений задана приведенным здесь 

уравнением-представителем. Остальные урав-

нения каждой из этих групп могут быть полу-

чены из данных путем циклической переста-

новки индексов 1, 2, 3 в указанных величинах, 

что здесь и всюду далее обозначается обще-

принятым символом (1, 2, 3). 

В уравнениях (2) числа 
rsrsrs nm ,,  (r 

= 1, 2, 3; s = 1, … , 4; r ≠ s) − заданные посто-

янные коэффициенты и характерные парамет-

ры винта внешних сил, соответственно. 

Поскольку мощность силового винта с 

параметрами 
rs при 0 rsrs nm  тожде-

ственно равна нулю, то силы, определяемые 

этим винтом при данных условиях, являются 

гироскопическими, а параметры 
rs  − задан-

ными гироскопическими коэффициентами, 

обусловливающими гироскопический эффект. 

Система уравнений (2) эволюционного 

типа является многопараметрической и ана-

литически замкнутой относительно компо-

нент скоростей )3,2,1(, 44 iv ii   при зна-

чениях заданных параметров (mrs, nrs) = const. 

Эта система может быть интерпретирована 

как динамическая система гиростата, движу-

щегося в пространстве L3, c гиростатическими 

параметрами 
rs [4]. Система уравнений (2) в 

дальнейшем называется основной динамиче-

ской системой (ОДС). 

Из многообразия решений ),( 44 jj v       

(j = 1, 2, 3) системы уравнений (2) выделим 

множество, для которого гипотетически су-

ществуют соотношения связи вида 

,)3,2,1(44  jmvn j

j

j

j       (3) 

где jj mn , − неотрицательные постоянные, 

подлежащие определению такие, что 

 
 


3

1

3

1,

.)(0)(,0
j ji

jij jinnn   (4) 

Система равенств (3) при условиях (4) 

может быть геометрически истолкована как не-

вырожденное аффинное преобразование, явля-

ющееся композицией центрально-аффинного 

преобразования с центром, совпадающим с цен-

тром инерции тела, и параллельного переноса. 

При этом постоянные nj  являются коэффициен-

тами центрально-аффинного преобразования, 

величины mj  − параметрами параллельного пе-

реноса, а первое соотношение (4) − условием 

невырожденности данного преобразования. 

Если допустить, что все параметры       

nj = n, mj = 0, то условия (3) соответствуют 

винтовому движению тела с параметром вин-

та n ≠ 0. Второе ограничение (4) исключает 

существование винтового движения тела из 

множества возможных движений, определяе-

мого условиями (3). 

Ограничения (4) исключают существова-

ние двух следующих случаев движения тела. 

Первый из них, при котором все nj = 0, согласно 

равенствам (3), соответствует перманентному 

вращению тела со скоростями ωj4 = mj  (j = 1, 2, 3). 

Второй случай, при котором все значения 

00  nn j , как будет показано далее, предпо-

лагает существование центральной структурно-

кинетической симметрии тела 

( )3,2,1;, 44  jBBAA jj , для которого значе-

ние величины параметра n является неопреде-

ленным. 
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Ставится задача: применяя невырож-

денное преобразование (3) с условиями (4), 

привести ОДС (2) к динамической системе 

третьего порядка при выполнении определен-

ных ограничений. 

Эта формулировка соответствует огра-

ниченной задаче редуцирования ОДС, реали-

зуемой при определенных условиях совмест-

ности, построенных для исходной и преобра-

зованной динамических систем. 

2. Приведение основной  

динамической системы 

Применяя к уравнениям системы (2) 

преобразование (3), в результате получаем си-

стемы уравнений следующих групп 1 и 2. 

Уравнения движения группы 1: 
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          (5) 

где для коэффициентов aij  имеем: 

.)3,2,1(

)(

,)1()(,

142

3

24

2

34

32243441

3224341111401

nkm

mmmBBa

nnBBanAa









 (6) 

Здесь циклической перестановке под-

лежат только вторые номера двойных индек-

сов. При этом индексы номеров 0 и 4 здесь и 

всюду далее в данной перестановке не участ-

вуют. Для остальных коэффициентов имеем:  

.)(

,)(

,)(
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,)(

,)(

23

2

14

21142433

23

3

14

31341432

31

3
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32243431
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1

24

12142423
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1

34

13341422

12

2

34

23243421

























nnmBBa

nnmBBa

nnmBBa

nnmBBa

nnmBBa

nnmBBa

  (7) 

Соотношения (7) имеют сходную форму 

представления по отношению к характерным 

показателям системы уравнений (5) − инерци-

онным параметрам Bj4 , параметрам преобра-

зования (3) nj, mj и гироскопическим коэффи-

циентам λrs .);3,2,1,;,( srsrji   Эта 

особенность отражает симметрическую струк-

туру набора этих характеристик. 

Аналогично для группы 2 имеем: 
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          (8) 
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где коэффициенты bij определяются как 

,)3,2,1(
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1142433

14

3

23

1341432

24

3

31

2243431

24

1

31

2142423

34

1

12

3341422

34

2

12

3243421

























nmBAb

nmBAb

nmBAb

nmBAb
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  (9) 

Сопоставляя между собой уравнения 

групп 1, 2, определяемые системами (5) и (8), 

получаем условия их совместности: 

,)3,2,1(
0

1

0

1
 jp

b

b

a

a

j

j

j

j
         (10) 

,)3,2(
0

2

0

2  rp
b

b

a

a

r

r

r

r         (11) 

,
03

33

01

21 p
c

c

c

c
                    (12) 

,)2,1(
0

3

0

3  rp
b

b

a

a

r

r

r

r       (13) 

,)3,2,1(
0

4

0

4
 jp

b

b

a

a

j

j

j

j
      (14) 

где с − условное обозначение коэффициентов 

a, b с указанными в равенствах (12) индекса-

ми; p − параметр пропорциональности. 
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Из условий (10)−(14) согласно равен-

ствам (6), (7), (9) следуют соотношения связи, 

соответственно 
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В соответствии с условиями (14) имеем 
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Если не выполняется второе условие 

(4), то, согласно ограничениям (15), твердое 

тело обладает центральной кинетической сим-

метрией, а значение параметра n, как отмеча-

лось ранее, становится неопределенным. 

Обозначим 

)3,2,1(
)(

)(

243414

243414
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и положим 





3

1,

44 ,)(0)(
ji

ji jiBB  

что равносильно условию 0jJ ( j =1, 2, 3). 

Это условие исключает наличие центральной 

кинетической симметрии тела и тогда соот-

ношения (15) представляются в виде 

0)1()( 321321  nnJnnn         (20) 

.)3,2,1(  

Равенства (20) определяют квадратич-

ную зависимость коэффициентов nj  от инер-

ционных параметров тела. Обозначая 

,])21[(])1[( 31

2

31

1

331 JJnJnJD  
 

,4 1

2

1 JDD   

из системы уравнений (20) получаем зависи-

мость вида )( 31 nn : 

,2 11 DDn                      (21) 

где 13 J  в силу свойства, согласно которому 

.)( 34243424143434 AABBBBA   

Зависимость (21) определена в ограни-

ченной односвязной области, в которой 

,0D откуда  следует 

.0])1[(4])21[( 2

331

2

31

2

31  nJJJJnJ  

Из соотношений (20) следует 

311

131
2

2

2)(

nJDD

JnDD
n









            (22) 

для области действительных значений пара-

метров при ограничении 

.0131

2

31  nDnJ  

Поскольку, согласно равенствам (20), 

,)(
)1(

21

21

213
3 nn

nn

nnJ
n 




  

то в силу равенств (21), (22) явная зависи-

мость величины n3 от инерционных парамет-

ров тела определяется очевидным образом. 

Итак, значения всех параметров nj, удо-

влетворяющих условиям (15), определены и в 

дальнейшем полагаются известными. 

Из соотношений совместности − по-

следних равенств (16)−(18) − получаем, соот-

ветственно, 

)()( 14

3

23

24

1

34141    npBBAm (23)    

.)3,2,1(  
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Равенства (23) для параметров mj  яв-

ляются определяющими при известных вы-

ражениях, относящихся к величинам λrs . 

Внося выражения (23) в остальные уравне-

ния данной системы, представляющие усло-

вия совместности систем уравнений (5), (8), 

в результате получаем следующие соотно-

шения. 

Из уравнений системы (17) при условии 

01   получаем: 

 

           (24) 

где обозначено: 
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2142434141
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Аналогичным образом, в силу уравне-

ний системы (16) при условии 02  , имеем: 

,)(
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           (25) 

где  
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Согласно уравнениям системы (16) при 

ограничении 03   находим: 

.)(
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             (26) 

Здесь обозначено: 

,)(

,)(

,)(

,)()(

341424344

21341424343

243434142

23414124341

BBBAh

nnBBBAh

BABAh

nBAnBAh









 

,32413 hhhh   

.])()([

,)]()([

134141422434246

2434243414145

pnBBBnBAAF

pBABBABF




 

Итак, равенства (24)−(26) при заданных 

условиях однозначно выражают величины ги-

роскопических параметров λrs, где (r, s) = 1, … 

, 4, через моменты инерции тела с точностью 

до слагаемых, содержащих параметр p. Пара-

метры силового винта mj4, nj4 (j = 1, 2, 3) опре-

деляются равенствами (19), (23) также с точ-

ностью до слагаемых, содержащих свободный 

параметр p. 

Первые три уравнения системы (18), не 

применявшиеся для определения неизвестных 

параметров, при подстановке в них найден-

ных выражений для соответствующих вели-

чин превращаются в тождества. 

Таким образом, все неизвестные парамет-

ры jj mn ,  преобразования (3), а также условия 

совместности для величин ,, 4jij  nj4, mj4 

);3,2,1,( jiji   при заданных ограниче-

ниях определены с точностью до величин, со-

держащих свободный параметр p. 

3. Редуцирование приведенной  

динамической системы 

Объединенная система уравнений (5), (8) 

(совокупность групп 1 и 2) является преобразо-

ванной динамической системой третьего поряд-

ка с квадратичной нелинейностью. Одна из этих 

групп уравнений (например, группа 1) прини-

мается за определяющую, а другая применяется 

для установления условий совместности соот-

ветствующих уравнений данных групп.  

Уравнения системы (5) при определен-

ных условиях имеют структуру, характерную 

для динамических уравнений гиростата с по-

стоянным гиростатическим моментом, дви-

жущегося относительно центра инерции в ев-

клидовом пространстве R3. Данная система 

уравнений с точностью до структурных при-

знаков изоморфна динамической системе Н.Е. 

Жуковского [6], а модель моментно-силового 

воздействия на гиростат эквивалентна видо-

измененной модели Р. Граммеля [7].  
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Эта модель реализуется в режиме авто-

регулирования при воздействии постоянного 

результирующего момента внешних сил, за-

данного относительно координатного тетра-

эдра инерции .)( reR Отсюда следует, что для 

данной системы уравнений возможно приме-

нение алгоритма редуцирования путем выде-

ления определяющего уравнения для одной из 

переменных vj4. Применим этот прием к си-

стеме уравнений (5), для которой коэффици-

енты ars удовлетворяют приведенным выше 

условиям совместности. При этом предпола-

гается, что для данной системы в общем слу-

чае не существуют алгебраические первые 

интегралы относительно компонент 

).3,2,1(4 jv j
 

Введем структурно-кинетические усло-

вия симметрии: 

,)2,1(, 44  rBBAA rr        (27) 

023 a                            (28) 

и применим естественно принимаемые огра-

ничения .)3,2,1(00  ja j  Равенства (27) 

определяют кинетическую симметрию тела 

относительно главной центральной оси инер-

ции ),( 34 ee  координатного тетраэдра инер-

ции R. В этом случае имеем a13 = 0 и третье 

уравнение системы (5) становится линейным, 

причем 

.
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,
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2

14
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24
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       (29) 

Поставим задачу: произвести редуци-

рование системы уравнений (5) путем сведе-

ния ее к определяющему уравнению относи-

тельно одной из компонент винта скорости 

сдвига тела при условиях (27), (28). 

Выражая из линейного уравнения (5) ве-

личину v14, согласно условию (28), получаем 

,)()( 43

24

33

34

03

1

23

14 avavaav      (30) 

где коэффициенты ar3  (r = 2, 3, 4) определя-

ются равенствами (29). 

В силу соотношения (30) и условий 

(27), (28) из системы уравнений (5) следует: 

 3424

2

24

1

34 vvkvkv   

,05

34

4

24

3  kvkvk                (31)  

,),()( 3434243424 vvFvvfv          (32) 

где обозначено 

,)5,...,2(,)( 1)1(33

1

031  

 ramkaak rr

,)(,)( 2221

1

020123

1

0301 aaaanaaam    

,)(),(

,)()(

2

34

1212

34

222

3434

22

34

121

34

HvHavavvF

avavf











.)2,1(

,),(),(

,)(,),(),(

2)2(23432

2121

1

2302033321











raaaa

HH

aaaa

rrr





(33) 

Рассматривая равенство (32) как урав-

нение относительно величины v24, получаем 

,),()( 34343424 vvvv               (34) 

где обозначено 



t

dvfv
0

3434 ,)(exp)(            (35) 




t

dvvvFvvv
0

341343424

0

3434 ,)(),(),(   

при этом ).0(2424

0 vv   

Из равенств (31), (33), (34), (35) имеем 

.0)(

)(

531

34

421

34





kkfk

vkkFkv




        (36) 

Равенство (36) является результирую-

щим интегро-дифференциальным уравнени-

ем, содержащим функции ,,,, Ff зави-

сящие от ., 3434 vv  Уравнение (36) может вы-

рождаться в определяющее дифференциаль-

ное уравнение относительно функции v34. Это 

возможно, в частности, при значениях 

.0)(,0 32234303124222  aaaaaaa  

4. Приведение к линейной  

динамической системе 

Рассмотрим пример вырождения систе-

мы уравнений (5) в линейную систему. Вве-

дем структурно-кинетические условия: 

,)3,2,1(, 44  jBBAA jj     (37) 

к которым присоединим ограничения 

.02314                         (38) 

Условия (37) выражают кинетическую 

симметрию тела относительно его центра 
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инерции, а ограничения (38) − перекрестную 

стабилизацию данных компонент гироскопи-

ческого винта, действующего на тело. В силу 

условий (37), (38) имеем 03332  aa  и из 

системы уравнений (5) получаем 

,14214 Lvv                     (39) 

где обозначено 

,4

2 kn   

.)()( 443

1

2342

1

22 kaanaaL    

Здесь )3,2,1;4,...,1(  jiaij  − инерцион-

но-кинетические коэффициенты, определяе-

мые равенствами (6), (7). 

Обозначим 
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Если выполняется условие 

,0)()( 43

1

321

1

2   UUnUUn           (40) 

то уравнение (39) определяет движение про-

екции фазовой точки на координатную ось 1–

4 как гармонического осциллятора с соб-

ственной частотой Ω, находящегося под воз-

действием постоянной моментно-силовой 

нагрузки L. В случае, при котором имеет ме-

сто условие (40) с противоположным знаком, 

уравнение (39) при L = 0 соответствует дви-

жению проекции фазовой точки по той же ко-

ординатной оси, происходящему под воздей-

ствием гипотетической силы отталкивания, 

линейно зависящей от величины отклонения 

этой точки. 

Полагая решение уравнения (39) из-

вестным, выражения для компонент 
3424, vv  

определяются из уравнений системы 

,)3,2(04

14

2

4

0  ravava rr

r

r
  

которая следует из системы (5) при условиях 

(37), (38). 

Данный пример показывает, что движе-

ние твердого тела в пространстве L3 под воз-

действием заданной моментно-силовой 

нагрузки относительно его центра инерции 

при условиях (37), (38) в определенном смыс-

ле можно сопоставить с движением гармони-

ческого осциллятора в фазовом пространстве. 

5. Приведение интегралов 

динамической системы 

В работе [5] показано, что для ОДС (2) 

при движении тела по инерции, когда компо-

ненты результирующего винта внешних сил 

,);3,2,1,,(0,04 srsrjnm rsj    

существуют алгебраические интегралы 
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2214

14

214

14 ,])()([ hAvBI   
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,])( 1

21414

14 hA    

.)()( 2

14
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14

14

2314
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В равенствах (41) величины 21,, III яв-

ляются интегралами энергии и кинетического 

винта, соответственно. При этом величина I2 

представляет собой аналог классического ин-

теграла Э. Нетер [5], существующего для 

уравнений движения тела в евклидовом про-

странстве. Символ (1, 2, 3), находящийся под 

знаком суммы, обозначает суммирование по 

всем величинам, получаемым циклической 

перестановкой данных числовых индексов, 

содержащихся в этих величинах. 

Применим к интегралам (41) преобразо-

вание (3), предварительно полагая 

,);3,2,1,,(0

,)3,2,1(0,0

4

44

srsrj

jnABm

rsj

jjjj






(42) 

и приведем геометрическую интерпретацию 

преобразованных интегралов. 

Обозначим: 

2
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2

141

2

114141 )()(, nABNnABK   

.)3,2,1(                           (43) 

Преобразованные алгебраические инте-

гралы (41) при условиях (42) в обозначениях 

(43) имеют вид 
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Уравнение (44) в пространстве квазико-

ординат 
4jv является каноническим уравне-

нием преобразованного эллипсоида кинетиче-

ской энергии сдвига с длинами полуосей, рав-

ными .)0;3,2,1()( 2
1




hjhK j  Здесь каж-

дому фиксированному значению параметра h 

соответствует единственный определенный 

уровень энергии сдвига. 

Равенство (45) представляет в v-про-

странстве уравнение поверхности второго по-

рядка, характеризующей согласно условиям 

(42) модуль преобразованного кинетического 

винта сдвига тела. Если характерная величина 

Nj h1 > 0, то эта поверхность является эллип-

соидом с длинами полуосей 

.)3,2,1()( 1

1   jhNp jj  

Соотношение (46) истолковывается как 

уравнение проекции преобразованного кине-

тического винта сдвига тела на некоторую 

ось, связанную с осью этого винта. 

Линейная связка преобразованных ин-

тегралов (44)−(46) в координатном v-прост-

ранстве определяет область изменения вели-

чин компонент ,4jv  соответствующую дан-

ному набору фиксированных значений пара-

метров h, h1, h2. 

Аналогичное истолкование интегралов 

возможно и в общем случае, вне ограничений 

(42), но оно обладало бы меньшей наглядно-

стью по сравнению с интерпретацией в слу-

чае, определяемом этими ограничениями. 

Заключение 

Установлена принципиальная возмож-

ность приведения исходной динамической си-

стемы шестого порядка к нелинейной системе 

третьего порядка. Исходная система как глад-

кое аналитическое многообразие описывает 

движение твердого тела относительно центра 

инерции в гиперболическом пространстве по-

стоянной отрицательной кривизны. Это при-

ведение реализовано при выполнении ряда 

параметрических ограничений, условий сов-

местности и выполнено с точностью до функ-

ций, зависящих от некоторого произвольного 

независимого параметра. 

Приведение системы уравнений с ис-

пользованием преобразования вида (3) ранее 

применялось в работе [8] при решении задачи 

о движении относительно неподвижной точки 

гиростата в центральном гравитационном по-

ле евклидова пространства R3.  

В этой работе примененное преобразо-

вание позволило произвести интегрирование 

преобразованной системы уравнений движе-

ния в квадратурах. 

Для приведенной динамической систе-

мы в случае осевой структурно-кинетической 

симметрии тела произведено ее редуцирова-

ние к интегро-дифференциальному уравне-

нию для одной из компонент винта скорости 

сдвига тела. Этот прием способствует нахож-

дению точных частных решений системы в 

замкнутой конечной форме (без применения 

разложений функций в ряды и приближенных 

методов). Как было отмечено: "Для построе-

ния точных решений классической задачи о 

движении тела, имеющего неподвижную точ-

ку, сведение этой задачи к одному уравнению 

имеет принципиальное значение" [9]. Дей-

ственность этого положения подтверждается 

практикой исследований при решении задач 

классической динамики твердого тела. 

Преобразование вида (3) в частном слу-

чае, для которого все mj = 0, было применено 

в работе [10], где рассматривалась задача, 

аналогичная приведенной в настоящей статье. 
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Аннотация. Одним из вариантов устранения концентрации напряжений в окрестности вершин по-

верхностных трещин (V-образных надрезов) является заполнение полости трещин материалом. Эф-
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ния содержат сингулярное поведение напряжений в окрестностях вершин трещин. Из анализа по-
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Введение 

В задачах теории упругости вершины 

V-образных надрезов относят к особым точ-

кам, а их окрестности, как правило, являются 

зонами сильной концентрации напряжений. В 

общем случае характер поведения напряже-

ний в окрестности особых точек определя-

ется: видом нагружения, геометрией тела 

вблизи особой точки (углы раствора между 

касательными из особой точки), механиче-

скими характеристиками материала в окрест-

ности особой точки (модули упругости, коэф-

фициенты Пуассона). Именно эти показатели 

определили направление экспериментальных 

и численных работ, связанное с поиском гео-

метрических и механических характеристик, 

обеспечивающих более низкий уровень кон-

центрации напряжений.  

Хорошим примером таких исследований 

является работа [1], где теоретически и экспе-

риментально было показано, что комбинации 

значений углов и механических свойств, соот-

ветствующие решениям без сингулярности 

напряжений, обеспечивают малонапряженное 

состояние вблизи вершины.  

Аналогичные по содержанию исследо-

вания приведены в работах [2–6]. В опреде-

ленной мере итог этим исследованиям подво-

дят работы [7–9], где было показано, что ми-

нимальный уровень концентрации напряже-

ний в окрестности особых точек имеет место 

при значениях геометрических параметров и 

упругих постоянных материалов, которые 

определяют границу между решениями с син-

гулярностью и без сингулярности напряже-

ний. Этот результат был использован в каче-

стве основы для методики поиска значений 

упругих постоянных материала прослойки и 

ее геометрии на краях поверхности контакта, 

обеспечивающих минимальный уровень кон-

центрации напряжений [10]. 

Одним из вариантов уменьшения 

уровня напряжений в окрестности V-образ-

ных надрезов является скругление вершины 

надреза (или использование U-надреза). Дру-

гим вариантом уменьшения уровня напряже-

ний в окрестности V-образных надрезов явля-

ется заполнение его полости материалом ("за-

лечивание"). Результаты анализа сингулярно-

сти напряжений являются полезными для по-

иска упругих постоянных заполняющего ма-
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териала, обеспечивающего наилучшее сниже-

ние уровня концентрации напряжений вблизи 

вершины V-образного надреза, полость кото-

рого заполнена этим материалом. В этом слу-

чае необходимо построить и исследовать син-

гулярные решения вблизи вершины соответ-

ствующего замкнутого составного клина.  

В работах [11–13] приведены общие ре-

шения и трансцендентные уравнения, позво-

ляющие определить собственные значения 

для составного клина. Примерами исследова-

ний, посвященных получению численных ре-

зультатов и их анализу для различных вариан-

тов составных замкнутых клиньев, могут слу-

жить работы [14–17].  

В работе [17] представлен сравнитель-

ный анализ численных результатов о показа-

телях сингулярности напряжений в составном 

замкнутом клине и однородном клине с гра-

нями, свободными от напряжений, при раз-

личных соотношениях углов раствора и моду-

лей упругости однородных частей составного 

клина, и при различных значениях коэффици-

ентов Пуассона.  

Одним из главных результатов работы 

[17] является установление аномального влия-

ния на характер сингулярности напряжений 

коэффициента Пуассона при приближении его 

значения к 0.5. А именно: исчезновение сингу-

лярности напряжений при симметричном (от-

носительно биссектрисы угла раствора) напря-

женном состоянии. Это послужило основой 

для устранения сингулярности напряжений в 

вершине V-образного надреза при заполнении 

его полости материалом с коэффициентом 

Пуассона, близким к 0.5. На численных моде-

лях продемонстрировано, что уровень концен-

трации напряжений может быть снижен при 

достаточно больших углах раскрытия и жест-

кости заполняющего слабосжимаемого мате-

риала на несколько порядков меньше жестко-

сти основного материала.  

В работе [18] продемонстрировано, что 

при заполнении надреза материалом, имею-

щим модуль упругости на три порядка ниже, 

чем у основного материала, повышение пре-

дельной нагрузки составляет 15 %. 

В настоящей работе приведены резуль-

таты серии экспериментов при разных глуби-

нах V-образного надреза и при заполнении 

материалами, имеющими модули упругости 

на один, два и на три порядка ниже, чем у ос-

новного материала.  

Наряду с экспериментом проведены 

численные расчеты, дающие представление о 

значениях механических характеристик мате-

риалов, при которых в вершине составного за-

мкнутого клина отсутствует сингулярность 

напряжений. Результаты численных расчетов 

дают теоретическое обоснование результатам 

экспериментов. 

1. Численные результаты для 

составного замкнутого клина 

Одно из направлений исследования по-

ведения напряжений в окрестности особых то-

чек связано с построением собственных реше-

ний для составного замкнутого клина. Соб-

ственные решения в каждой из подобластей 

1,2i   имеют вид [19]: 

 kki ki

r ru r


   ;      kki kiu r


    , (1) 

где ,  r   – полярные координаты с центром в 

вершине клина, 1,2,3,k  , k  – собственные 

значения, ,  ki ki

r    – собственные функции, 

,  ki ki

ru u  – перемещения в полярной системе ко-

ординат. Наличие в спектре собственных значе-

ний k  с Re 1k   будет определять  сингуляр-

ное поведение  напряжений в окрестности вер-

шины составного клина. 

Построение собственных решений изла-

гается в [11, 12], где также приводится транс-

цендентное уравнение для нахождения соб-

ственных значений: 
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Здесь: 1p   ; 1  – угол V-образного надреза; 
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 – 

комбинированные параметры упругих посто-

янных материалов (параметры Дандерса) [20], 

при этом 3 4i i     при плоско-деформиро-

ванном состоянии (ПДС),    3 1i i i     

при плоско-напряженном состоянии (ПНС); 

2 1 ,G G   где  2 1i i iG E  , ,i iG  – коэф-

фициенты Пуассона и модули сдвига, 1, 2i  .  
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Так как 1 2 2     , из соотношения 

(2) следует, что собственные значения зави-

сят только от величины одного из углов и ме-

ханических характеристик материалов 1,

2 ,  2 1 .G G  Для поиска собственных значе-

ний был использован алгоритм, основанный 

на применении метода Мюллера и принципа 

аргумента [21]. 

Полученные результаты демонстри-

руют, что зависимости собственных значений 

от угла 1  для различных коэффициентов 

Пуассона 1  существенно отличаются. При 

этом для симметричного относительно биссек-

трисы угла 1  напряженного состояния при 

слабосжимаемых заполняющих материалах 

имеются диапазоны значений 1 , 1,  при  кото-

рых сингулярность напряжений отсутствует. 

В табл. 1 приведены значения коэффи-

циентов Пуассона заполняющего материала 

1,  при которых для углов 10 15     при раз-

ных значениях коэффициента Пуассона ос-

новного материала 2  и различных отноше-

ниях модуля упругости основного материала 

к модулю уравнений заполняющего матери-

ала 2 1E E  будет отсутствовать сингулярность 

напряжения. 

В частности, для основного материала с 

коэффициентом Пуассона 2 0.3   при запол-

нении V-образного надреза материалом, мо-

дуль упругости которого на два порядка 

меньше, чем модуль упругости основного ма-

териала 2 1( 100),E E   сингулярные решения 

не возникают, если коэффициент Пуассона 1  

больше или равен 0.4983.  

2. Экспериментальное исследование 

Для оценки эффективности снижения 

концентрации напряжений вблизи V-образ-

ного надреза путем его заполнения другим 

материалом были проведены разрушающие 

испытания на растяжение. Критерием оценки 

является максимальная сила, предшествую-

щая разрушению образцов.  

Результаты получены для образцов с не-

заполненным V-образным надрезом и образ-

цов с V-образным надрезом, заполненным 

определенным материалом. Схема образцов 

представлена на рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Расчетная схема образцов 

из эбонита, размеры в мм 

На эффективность "залечивания" сильно 

влияет адгезионная прочность между материа-

лом образца и заполняющим материалом. По-

этому были проведены испытания по опреде-

лению адгезионной прочности между матери-

алами. Для интерпретации результатов для ма-

териалов, обладающих наибольшей адгезион-

ной прочностью экспериментально были опре-

делены модули упругости. 

Образцы были вырезаны из листового 

эбонита в масляной среде. V-образный надрез 

сформирован специально изготовленным рез-

цом с углом заточки 12.5° на фрезерном станке 

с ручным управлением. В качестве материалов 

для заполнения полости V-образного надреза 

были выбраны уретансодержащие материалы с 

коэффициентом Пуассона, близким к 0.5, изго-

товленные в лаборатории Института техниче-

ской химии УрО РАН: материал П480, П66, 

П45 и П9.  

Таблица 1. Пограничные значения коэффициента Пуассона 
1  

2  

2 1E E  
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.45 0.5 

10  0.4659  0.4701  0.4757  0.4825  0.4907  0.4952  0.4999 

100  0.4967  0.4971  0.4976  0.4983  0.4991  0.4996  0.4999 

1000  0.4996  0.4997  0.4997  0.4998  0.4999  0.4999  0.4999 
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Для получения этих материалов по мето-

дике, описанной в работе [22], были синтезиро-

ваны два олигодиизоцианата (П-10000 К и 

СКУ-ПФЛ-100). Для материала П480 исполь-

зовали олигодиизоцианат П-10000 К, а также 

смесь олигодивинилизопрендиола (ПДИ-1 К) с 

3,3'-дихлор-4,4'-диаминодифе-нилметана при 

мольном соотношении 0.4 к 0.6 в качестве от-

верждающей смеси. Для получения материа-

лов П66, П45 и П9 были использованы смеси 

олигодиизоцианата СКУ-ПФЛ-100 и эпоксид-

ной смолы ЭД-20 при массовом соотношении 

93 к 7 – для материала П65, 85 к 15 – для мате-

риала П45, и 78 к 22 – для материала П9. В ка-

честве отвердителя также использовали 3,3'-

дихлор-4,4'-диамино-дифенилметан. Перед за-

полнением материалами поверхность образцов 

из эбонита очищалась, обезжиривалась и высу-

шивалась. Время отверждения – 24 часа при 

температуре 23 °С и затем 48 часов при темпе-

ратуре 80 °С. 

Для определения модуля упругости мате-

риалов использовалось испытание на растяже-

ние. Модуль упругости определялся в соответ-

ствии с региональным стандартом ГОСТ 9550-

81 по формуле 

 2 1 0

0 2 1( )

F F l
E

A l l

 


  
,                     (3) 

где 2F  – нагрузка, соответствующая верхнему 

пределу относительного удлинения, 1F  – 

нагрузка, соответствующая нижнему пределу 

относительного удлинения, 0l  – база экстензо-

метра, 0A  – площадь начального поперечного 

сечения образца, 2l  – удлинение, соответ-

ствующее нагрузке 2F , 1l  – удлинение, соот-

ветствующее нагрузке 1F . Для испытания на 

растяжение взяты четыре образца из эбонита, 

длиной 200 мм и с размерами прямоугольного 

сечения 18×15 мм. Скорость нагружения со-

ставляла 1 мм/мин. В результате испытаний 

были получены следующие значения модуля 

упругости: для эбонита – 2121.9 86.5 МПа;  

для П480 – 4.4 0.2 МПа;  для П66 – 

32.3 0.8 МПа;  для П45 – 59.5 2.8 МПа;  для 

П9 – 235.3 8.9 МПа.  

Следует отметить, что модуль упругости 

материала П480 почти на три порядка ниже 

модуля упругости эбонита. 

Метод испытаний на адгезионную проч-

ность был основан на отрыве двух склеенных 

брусков длиной 100 мм из эбонита с прямо-

угольным сечением размерами 18 мм на 20 мм 

(рис. 2). Толщина наносимого слоя мини-

мальна. В качестве склеивающего материала 

использованы материалы П480, П66, П45 и П9. 

Результатом испытания является усилие от-

рыва, необходимое для нарушения адгезии. 

Прочность при отрыве рассчитывается 

по формуле 

F A ,                           (4) 

где F  – максимальная сила при отрыве, A  –

площадь образца. 

Все испытания проводились на универ-

сальной испытательной машине SHIMADZU се-

рии AGS-X. Для определения прочности при от-

рыве для каждого материала испытано по три об-

разца. Скорость нагружения составляла 

1 мм/мин. Обработка результатов измерений 

проведена в соответствии с ГОСТ Р 8.736-2011.  

 

Рис. 2. Испытание на определение ад-

гезионной прочности между эбони-

том и заполняющими материалами 

Среднее арифметическое значений: 

1

1 n

i

i

x x
n 

  ,                         (5) 

где ix  – i -й результат измерений, n  – число 

измерений. 

Среднее квадратическое отклонение: 

2

1

( )

1

n

i

i

x x

S
n









.                       (6) 
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Результаты испытаний показали следую-

щие значения прочности при отрыве σпр 

(МПа): для П480 – 1.7 0.7 МПа;  для П66 – 

5.9 3.2 МПа;  для П45 – 8.3 3.3 МПа;  для П9 – 

9.1 2.4 МПа.  

В частности, получено, что наибольшей 

адгезионной прочностью при отрыве от эбо-

нита обладает материал П9. 

Для определения влияния заполняющего 

материала на прочность образцов было вы-

брано испытание на растяжение. Для испыта-

ния были взяты образцы из эбонита в форме 

брусков, длиной 200 мм, имеющие одинако-

вую площадь наименьшего поперечного сече-

ния. Глубина V-образного надреза h  состав-

ляет 5 мм, 7.5 мм и 10 мм с углом раствора 

12.5° (рис. 3). Анализ снимков, сделанных с 

помощью микроскопа, позволил установить, 

что радиус скругления в вершине надреза со-

ставляет примерно 0.05 мм. 

Результатом испытаний являются значе-

ния силы F, при которых происходит разруше-

ние образцов. Эти значения приведены в табл. 

2. В табл. 3 приведены результаты увеличения 

силы, при которой происходит разрушение об-

разцов с надрезом, заполненным материалом, 

по отношению к образцам с полостью, не запол-

ненной материалом.  

Полученные результаты дают количе-

ственную оценку повышения прочности образ-

цов с V-образными надрезами при заполнении 

их полости материалами и влияния на конечный 

результат глубины полости и модулей упругости 

материала, заполняющего полость. 

 

Рис. 3. Образцы из эбонита с разной 

глубиной V-образного надреза: а) глубиной 

5 мм;  б) глубиной 7.5 мм;  в) глубиной 10 мм 

Таблица 2. Значения разрушающей силы F  

, ммh  Образец F, Н 

5.0 с V-образным надре-

зом, не заполненным 

материалом 

3481.8 ± 

190.5 

7.5 2650.4 ± 18.8 

10.0 1955.9 ± 59.1 

5.0 с V-образным надре-

зом, заполненным ма-

териалом П480 

3938.7 ± 52.7 

7.5 2937.6 ± 71.5 

10.0 2408.6 ± 38.6 

5.0 

с V-образным надре-

зом, заполненным ма-

териалом П66 

4751.3 ± 

103.0 

7.5 
3794.5 ± 

225.3 

10.0 
3159.8 ± 

132.4 

5.0 
с V-образным надре-

зом, заполненным ма-

териалом П45 

5312.2 ± 98.1 

7.5 4353.5 ± 75.6 

10.0 
3922.1 ± 

160.7 

5.0 с V-образным надре-

зом, заполненным ма-

териалом П9 

6237.5 ± 81.9 

7.5 4756.7 ± 62.2 

10.0 4169.1 ± 94.6 

Таблица 3. Увеличение разрушающей силы F 

при заполнении полости V-образного надреза 

материалом (в %) 

Глубина 

h, мм 
П480 П66 П45 П9 

 5.0  13  36  47  77 

 7.5  14  43  69  83 

 10.0  23  62  112  118 

Наибольшее увеличение предельной 

силы, при которой происходит разрушение, 

обеспечивает заполнение полости надреза мате-

риалом П9. Для отношения модулей упругости 

эбонита и материала П9, согласно данным из 

табл. 1, пограничное значение коэффициента 

Пуассона, заполняющего полость материала, не 

больше 0.4907. Для этой пары материалов имеет 

место самый большой диапазон значений коэф-

фициента Пуассона, заполняющего полость ма-

териала (от 0.4907 до 0.5), при которых сингу-

лярность напряжений в вершине не возникает. 

Значение коэффициента Пуассона материала П9 

располагается в этом диапазоне. Следует отме-

тить, что материал П9 имеет наибольшую (среди 

рассмотренных материалов) прочность адгези-

онной связи с эбонитом. 

Для всех рассмотренных материалов, запол-

няющих полость надреза, наблюдается следующая 

закономерность: с увеличением глубины надреза 

относительная разница предельных нагрузок уве-

личивается, то есть эффективность от заполнения 

полости материалом проявляется ярче. 

(а)

(б)

(б)

(а)
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Заключение 

Приведены экспериментальные резуль-

таты по разрушению образцов с поверхност-

ными трещинами разной глубины (V-образными 

надрезами) при заполнении полости трещин раз-

личными материалами. Полученные результаты 

позволяют наряду с известными численными 

оценками влияния на уровень концентрации 

напряжений в окрестности вершин поверхност-

ных трещин механических характеристик мате-

риалов, заполняющих трещины получить коли-

чественные представления о влиянии на проч-

ность образцов с поверхностными трещинами, 

размеров трещин и модулей упругости заполня-

ющих материалов. 
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Введение 

Обеспечение информационной безопасно-

сти в условиях постоянно совершенствующихся 

методов реализации атак на автоматизирован-

ные системы специального назначения стано-

вится все более актуальным вопросом. Согласно 

методического документа [1] актуальными угро-

зами для систем и сетей являются: 

1) использование уязвимостей (уязвимо-

стей кода (программного обеспечения), уязви-

мостей архитектуры и конфигурации систем и 

сетей, а также организационных и многофак-

торных уязвимостей); 

2) внедрение вредоносного программ-

ного обеспечения; 

3) использование недекларированных 

возможностей программного обеспечения и 

(или) программно-аппаратных средств; 

4) установка программных и (или) про-

граммно-аппаратных закладок в программное 

обеспечение и (или) программно-аппаратные 

средства; 

5) формирование и использование скры-

тых каналов (по времени, по памяти) для пере-

дачи конфиденциальных данных; 

6) перехват (измерение) побочных элек-

тромагнитных излучений и наводок (других 

физических полей) для доступа к конфиденци-

альной информации, содержащейся в аппарат-

ных средствах аутентификации; 

7) инвазивные способы доступа к конфи-

денциальной информации, содержащейся в ап-

паратных средствах аутентификации; 

8) нарушение безопасности при постав-

ках программных, программно-аппаратных 

средств и (или) услуг по установке, настройке, 

испытаниям, пусконаладочным работам (в том 

числе администрированию, обслуживанию); 

9) ошибочные действия в ходе создания 

и эксплуатации систем и сетей, в том числе при 

установке, настройке программных и програм-

мно-аппаратных средств. 

В рамках данной работы рассмотрим 

угрозу внедрения вредоносного программного 

обеспечения, а именно вредоносных утилит [2]. 

Исследованию защищенности автомати-

зированных систем специального назначения 

посвящено множество работ [3–5], но в данных 

работах не приводятся модели для численных 

оценок опасности вредоносных программ.  

Цель исследования. Разработать мо-

дель для оценки опасности деструктивных воз-

действий вредоносных утилит на автоматизи-

рованные системы. 

Постановка задачи. Для достижения 

цели работы необходимо решить следующие 

задачи: 

1. Определить исходные данные для мо-

делирования (поведенческие паттерны вредо-

носных утилит, вид регрессии). 

2. Провести опрос специалистов в обла-

сти информационной безопасности (в резуль-

тате получить сведения об опасности вредо-

носных утилит на основе их поведенческих 

паттернов). 

3. С использованием прикладных про-

грамм сформировать модель для оценки опас-

ности вредоносных утилит. 

4. Выполнить верификацию полученной 

модели на тестовом наборе данных. 

1. Модели и алгоритмы реализации  

организационных мер защиты  

информации в АССН от деструктивных 

воздействий ранее неизвестных  

вредоносных программ  

В работе [6] описан процесс разработки 

информационно-логической модели ком-

плексной системы защиты информации от ра-

нее неизвестных вредоносных программ. В 

ходе моделирования определены группы 

должностных лиц, участвующие в процессе 

обеспечения информационной безопасности: 

1. Руководители подразделений, обеспе-

чивающих информационную безопасность ав-

томатизированных систем специального 

назначения. 

2. Специалисты, обеспечивающие ин-

формационную безопасность автоматизиро-

ванных систем специального назначения. 
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3. Пользователи автоматизированных 

систем специального назначения. 

Для каждой группы должностных лиц 

определены на основе модели Захмана [7] реа-

лизуемые мероприятия при появлении ранее 

неизвестных вредоносных программ, ответ-

ственные должностные лица, временные 

рамки и результат выполнения действий. 

Поскольку реализуемые мероприятия за-

висят от опасности вредоносной программы 

([0–3.99] – низкая, [4.0–6.99] – средняя, [7.0–

8.99] – высокая, [9.0–10.0] – критическая), для 

обеспечения корректного функционирования 

комплексной системы защиты информации 

необходимо разработать модель для оценки 

опасности деструктивных воздействий. 

2. Регрессионный анализ 

Использование регрессионного анализа 

направлено на решение следующих задач [8]: 

1. Предсказание значения зависимой пере-

менной с помощью независимых переменных. 

2. Определение вклада отдельных неза-

висимых переменных в вариацию зависимой 

переменной. 

В зависимости от взаимосвязи между ве-

личинами регрессия может быть линейной или 

нелинейной. 

Существуют следующие основные виды 

регрессий: 

1. Парная регрессия, предназначенная 

для описания наиболее вероятных значений 

одной переменной, исходя из значений другой. 

2. Множественная регрессия, которая яв-

ляется расширением парной регрессии. При 

построении моделей множественной регрес-

сии оценивается степень влияния нескольких 

признаков на исследуемый параметр. 

Также возможно разделение регрессион-

ных моделей, исходя из типов исходных данных: 

1. Пространственная выборка (значения 

показателей относятся к одному моменту вре-

мени). 

2. Временная выборка (значения одного 

показателя, относящиеся к различным момен-

там времени). 

Процесс формирования математической 

модели включает в себя последовательную ре-

ализацию следующих этапов [8]: 

1. Этап спецификации – качественное 

изучение моделируемого процесса (объекта, 

явления). 

2. Информационный этап – сбор инфор-

мации. 

3. Идентификация модели – выполне-

ние статистического анализа модели и оценка 

неопределенных параметров. 

4. Верификация – проверка истинности 

модели (ее адекватности). 

3. Этап спецификации  

Согласно ранее проведенных исследова-

ний [2], актуальными для АССН являются сле-

дующие классы вредоносных программ: 

1. Вредоносные утилиты. 

2. Троянские программы. 

3. Вирусы и черви. 

Возможность создания модели оценки 

опасности деструктивных воздействий вредо-

носных программ на автоматизированные си-

стемы специального назначения рассмотрим 

на примере вредоносных утилит. 

Вредоносные утилиты реализуют пове-

денческие паттерны, представленные в табл. 1: 

Таблица 1. Поведенческие паттерны  

вредоносных утилит 

Наименование  

поведенческого паттерна 
Обозначение 

Проникновение 

 на компьютер-жертву 
p1 

Скрытие следов присутствия  

преступников в системе 
p2 

Внесение в список разрешенных 

посетителей системы  

новых пользователей 

p3 

Прекращение работы системы p4 

Проведение атак типа 

"Отказ в обслуживании" 
p5 

Сбор и анализ сетевых пакетов p6 

Подмена адреса отправителя 

письма по электронной почте 
p7 

Создание вредоносных программ p8 

Навязывание ложной информа-

ции (уведомление об опасности,  

нарушениях) 

p9 

Модификация вредоносных  

программ 
p10 

Распространение флуда  

(бесполезных сообщений  

по каналам электронной почты) 

p11 
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Согласно [1] при оценке угроз необхо-

димо определить негативные последствия их 

реализации.  

В случае, если в отношении автоматизи-

рованной системе специального назначения 

будет реализована угроза внедрения вредонос-

ного программного обеспечения, могут быть 

следующие негативные последствия: 

1. Нарушение конфиденциальности ин-

формации, обрабатываемой в автоматизиро-

ванной системе. 

2. Нарушение доступности отдельных 

элементов или в целом автоматизированной 

системы. 

3. Нарушение целостности, обрабатыва-

емой в автоматизированной системе.  

Кроме того, реализация угрозы на боль-

шое количество элементов системы может по-

влечь за собой нарушение функционирования 

отдельных подразделений и, как следствие, не-

своевременное выполнение задач.  

Исходя из определенных параметров мо-

дели для оценки опасности деструктивных 

воздействий вредоносных утилит на АССН це-

лесообразно использовать множественную ли-

нейную регрессию. Общий вид модели, сфор-

мированной на основе множественной линей-

ной регрессии имеет вид: 

nn pbpbpbaY *** 2211    ,   (1) 

где: 

Y – значение исследуемой величины; 

a – коэффициент множественной линей-

ной регрессии; 

b1,…n – коэффициенты чистой регрессии; 

p1,…,n – поведенческие паттерны вредо-

носных утилит. 

4. Информационный этап 

Для построения модели оценки опасно-

сти деструктивных воздействий вредоносных 

утилит на автоматизированные системы спе-

циального назначения среди специалистов в 

области обеспечения информационной без-

опасности был проведен опрос. В ходе опроса 

специалистам было предложено оценить опас-

ности вредоносных утилит, исходя из реализу-

емых ими поведенческих паттернов (p).  

Результаты опроса обобщены и пред-

ставлены в табл. 2. 

Таблица 2. Результаты опроса 

№ п/п 
Реализуемые пове-

денческие паттерны 
Опасность 

1.  p1, p2, p5 10 

2.  p2, p8, p10 4,4 

3.  р7, р11 1,78 

4.  p5, p6 2,98 

5.  p8, p10 0,89 

6.  p4,p5,p6 5,33 

7.  р7, р11 1,78 

8.  p4,p5 3,84 

9.  p4,p9 2,87 

10.  p4,p6 3,84 

11.  p3, p9 2,87 

12.  p3, p6 3,84 

13.  p6 1,49 

14.  p2 3,5 

15.  p6, p11 1,78 

16.  p5 p9 2,02 

17.  p3, p8 2,87 

18.  p7 p10 1,86 

19.  p3 p7 3,84 

20.  p1, p11 5,3 

21.  p1, p4, p6, p9 9,36 

22.  p2, p11 3,8 

23.  p3, p10 2,71 

24.  p4, p9 2,87 

25.  p6,p7 2,98 

5. Идентификация модели 

В ходе моделирования необходимо вы-

явить зависимость между переменной J (харак-

теризующую опасность вредоносной утилиты) 

и p1,..,11 (поведенческими паттернами вредонос-

ных утилит). Для идентификации модели вос-

пользуемся пакетами прикладных программ 

Excel и STATISTICA.  

Внесем полученные в табл. 2 значения 

опасности и реализуемые поведенческие пат-

терны в редактор Excel. Для этого в столбец J 

внесем значение опасности, оцененное экспер-

тами, а в соответствующих столбцах p1,…,11 зна-

чение "0", если паттерн не реализован в вредо-

носной утилите и "1", если реализован.  

Пример заполнения сведений об опасно-

сти вредоносных утилит представлен на рис. 1. 
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Рис. 1. Заполнение сведений о вредонос-

ных утилитах 

Используя опцию регрессия функции 

анализа данных, получим значения коэффици-

ентов, представленных на рис. 2. 

 

Рис. 2. Коэффициенты регрессионной модели 

На основе полученных коэффици-

ентов составим модель множественной 

регрессии (1): 

11109

876

543

21

*12,0*29,0*43,0

*47,0*39,1*42,1

*39,1*25,2*2,2

*36,3*07,521,0

ppp

ppp

ppp

ppY









 .   (2) 

6. Верификация модели 

С точки зрения регрессионного анализа 

адекватность модели может быть подтвер-

ждена данными, представленными на рис. 3.  

 

Рис. 3. Регрессионная статистика 

Проверка возможности применения сфор-

мированной модели для оценки опасности ранее 

неизвестных вредоносных утилит выполнена на 

10 примерах. Тестовый набор данных является 

репрезентативным, так как включает в себя при-

меры с различными комбинациями поведенче-

ских паттернов.  

Результаты верификации модели пред-

ставлены в табл. 3. 

Таблица 3. Результаты верификации 

№ 

п/п 

Реализуемые 

поведенческие 

паттерны 

Вычисленная 

опасность 

Уровень 

опасности 

1.  р1, р2, p8, р10 9,4 
Критиче-

ский 

2.  р1, р2 8,64 Высокий 

3.  p4, p5, p10 4,17 Средний 

4.  p1, p6 6,7 Средний 

5.  p3, p7, p11 3,92 Низкий 

6.  p1 5,28 Средний 

7.  p3, p11 2,53 Низкий 

8.  p6, p9 2,06 Низкий 

9.  p7, p9 2,03 Низкий 

10.  p9, p11 0,76 Низкий 

Верификация модели на тестовом 

наборе данных подтверждает целесообраз-

ность оценки опасности вредоносных утилит, 

основываясь на поведенческих паттернах. Вы-

численные значения и уровни опасности вре-

доносных утилит логичны, поскольку соответ-

ствуют нанесенному автоматизированной си-

стеме ущербу. 

Заключение 

В данной статье рассмотрен вопрос раз-

работки модели для оценки опасности де-

структивных воздействий вредоносных утилит 

на автоматизированные системы специального 

назначения. В ходе моделирования с использо-

ванием пакета прикладных программ Excel и 

STATISTICA получены коэффициенты для 

каждого поведенческого паттерна.  

Разработанная модель может быть ис-

пользована специалистами в области обеспе-

чения информационной безопасности для реа-

лизации превентивных мер защиты от деструк-

тивных воздействий ранее неизвестных вредо-

носных утилит. 
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