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Аннотация. В статье исследуются упорядоченные ветвящиеся диаграммы решений (OBDD 

– Ordered Binary Decision Diagrams) – модель для вычисления булевых функций. Целью 

работы является сравнительный сложностной анализ квантовых и классических недетер-

минированных OBDD большой ширины. Исследуется сложность вычисления булевой 

функции ''Равенство'' в недетерминированных квантовых OBDD для различных порядков 

считывания переменных в сравнении с классической сложностью. Показывается, что при 

использовании порядка чтения переменных, при котором ширина классической недетерми-

нированной OBDD константна, ширина квантовой модели линейна, и что доказанная ниж-

няя оценка точна. Определяется булева функция, для которой ширина квантовой недетер-

минированной OBDD экспоненциальна для любого порядка считывания. Предлагается 

квантовый алгоритм вычисления этой функции с нулевой ошибкой. Представляется резуль-

тат о соотношении сложностных классов для квантовых и классических недетерминиро-

ванных OBDD большой ширины. 
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Abstract. In this paper we investigate ordered binary decision diagrams (OBDD) – a model for 

computing Boolean functions. The aim of this work is a comparative complexity analysis of quan-

tum and classical nondeterministic OBDDs of large width. We study the complexity of computing 

the Boolean function "Equality" in nondeterministic quantum OBDDs for different order of reading 

variables in comparison with the classical complexity. We show that when using the order of read-

ing for which the width of the classical nondeterministic OBDD is constant, the width of the quan-

tum model is linear and the proved lower bound is tight. We define a Boolean function for which 

the width of nondeterministic quantum OBDD is exponential for any order of reading variables. 

We construct a quantum algorithm for computing this function with zero error. We present a result 

on the relationship between complexity classes for quantum and classical nondeterministic OBDDs 

of large width. 
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Введение 

Квантовая информатика зародилась в конце прошлого столетия. В 1980-х годах 

была высказана идея о возможном построении вычислительных моделей с использова-

нием законов квантовой механики [1, 2]. С тех пор эта область стремительно развивается: 

были определены и активно исследуются квантовые аналоги классических вычислитель-

ных моделей: автоматов, схем, ветвящихся программ и т. д., найдены задачи, для кото-

рых квантовые алгоритмы оказались значительно эффективнее, чем известные классиче-

ские. Недетерминированные модели не являются реалистичными, однако позволяют 

лучше понять возможности моделей реалистичных (детерминированных, вероятностных 

и т.д.). Недетерминизм играет важную роль в теории компьютерных наук. В частности, 

вопрос, являются ли недетерминированные модели более эффективными, чем детерми-

нированные, сформулирован как проблема о соотношении классов P и NP, являющихся 

одной из важнейших на сегодняшний день. Сравнительный анализ квантовых и класси-

ческих недетерминированных вычислительных моделей, и построение эффективных 

квантовых алгоритмов для моделей с различными ограничениями является актуальным 

направлением исследований. 

Ветвящиеся программы (BP – Branching Programs) – известная модель для вычис-

ления булевых функций, основанная на применении операций ''if'', ''then'', ''else'' и ''goto'' 

и имеющая приложения в различных областях: в области верификации моделей и про-

грамм, в базах данных и т.д. [3, c. 5–11]. Известно, что логарифм сложности BP соответ-

ствует объему памяти машины Тьюринга, а максимальная длина вычислительного пути 

– времени вычисления [4, 5]. Модель квантовых BP, как последовательность унитарных 

эволюций квантовой системы с заключительным измерением для извлечения результата 

вычислений, была определена в работе [6]. 
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В работах [7, 8] определены несколько иные модели BP, эквивалентные модели ра-

боты [6]. Упорядоченные ветвящиеся диаграммы решений (OBDD – Ordered Binary 

Decision Diagrams) – это модель BP, в которой на каждом вычислительном пути пере-

менные считываются в одном и том же порядке не более одного раза. Естественной ме-

рой сложности для этой модели является ширина. Различные варианты OBDD: детерми-

нированные, недетерминированные, вероятностные, квантовые исследовались разными 

авторами [9, 7, 10, 8, 11, 12]. В частности, было показано, что вероятностные OBDD мо-

гут быть экспоненциально эффективнее детерминированных и недетерминированных 

[9], а квантовые OBDD – эффективнее детерминированных и стабильных вероятностных 

[10].  

В работе [11] было продемонстрировано превосходство квантового недетерми-

низма над классическим: была представлена функция, вычислимая недетерминирован-

ными квантовыми OBDD (NQOBDD) константной ширины, в то время как ширина клас-

сических недетерминированных OBDD (NOBDD) для этой функции неконстантна.  

В работе [12] исследовались NQOBDD линейной и сублинейной ширины, для ко-

торых, в частности, было показано, что квантовые и классические недетерминированные 

модели не сравнимы между собой. 

Одной из особенностей модели OBDD является возможность выбора порядка счи-

тывания переменных. Во всех упомянутых выше работах результаты основывались на 

симметрических булевых функциях, для которых порядок считывания не важен, по-

скольку значение функции на конкретном наборе зависит от числа единиц в наборе, а не 

от их расположения. При этом ширина OBDD для таких функций не более чем линейна. 

Для получения высоких нижних оценок необходимо исследование несимметрических 

булевых функций. Для таких функций сложность OBDD может существенным образом 

зависеть от того, в каком порядке программа считывает переменные. Известны примеры 

функций, для которых разница в сложности в зависимости от используемого порядка 

считывания экспоненциальна. При этом задача нахождения наилучшего порядка считы-

вания для заданной функции является NP-полной [13, c. 135]. 

Целью данной работы является сравнительное исследование NOBDD и NQOBDD 

линейной и сверхлинейной ширины. Мы исследуем известную булеву функцию ''Ра-

венство'' и сложность ее вычисления в квантовых недетерминированных OBDD при 

использовании различных порядков считывания переменных в сравнении с классиче-

ской недетерминированной сложностью. С использованием метода доказательства 

нижней оценки сложности NQOBDD, впервые представленного в материалах конфе-

ренции [12], мы доказываем экспоненциальную нижнюю оценку сложности вычисле-

ния функции ''Равенство'' при ''наихудшем'' порядке считывания. Мы доказываем ли-

нейную нижнюю оценку сложности функции ''Равенство'' при вычислении в NQOBDD 

с использованием ''наилучшего'' порядка, при котором классическая сложность равна 

3. Мы показываем, что полученные нижние оценки точны. Мы конструируем функцию, 

для которой доказываем экспоненциальную нижнюю оценку сложности вычисления в 

квантовых NOBDD для любого порядка считывания и предлагаем квантовый алгоритм 

ее вычисления.  

На основе полученных результатов мы представляем результат об иерархии клас-

сов сложности, основанных на модели недетерминированных OBDD сверхлинейной ши-

рины. 
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1.  Предварительные сведения 

1.1. Определения моделей 

В работе мы используем верхний индекс для нумерации векторов и наборов, ниж-

ний индекс – для нумерации элементов векторов и наборов.  

Детерминированная ветвящаяся программа (BP – Branching Program) над множе-

ством переменных 𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛} – это ориентированный ациклический граф с финаль-

ными вершинами, помеченными 0  и 1  (будем называть их отвергающими и принимаю-

щими вершинами, соответственно). Каждая внутренняя вершина помечена булевской 

переменной 𝑥  ∈ 𝑋, и имеет два исходящих ребра, помеченных 0  и 1, соответственно. BP 

обрабатывает входной набор 𝝈 ∈ {0,1}𝑛,  стартуя из выделенной начальной вершины. 

Для каждой внутренней вершины, помеченной переменной 𝑥𝑗, BP осуществляет переход 

из этой вершины либо по 0-ребру, либо по 1-ребру, в соответствии со значением 𝜎𝑗, ко-

торое принимает переменная 𝑥𝑗 во входном наборе. BP представляет булеву функцию 

𝑓: {0,1}𝑛 → {0,1}, если для любого 𝝈 ∈ {0,1}𝑛  она завершает работу в финальной вер-

шине, помеченной 𝑓(𝝈). 
Сложность 𝑆𝑖𝑧𝑒(𝑃)  BP 𝑃  – это количество ее внутренних вершин. Длина 

𝐿𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑃) BP 𝑃 – это максимальная длина пути из начальной вершины в конечную. 

Длина BP оценивает время, требуемое для вычисления функции 𝑓  в худшем случае, 

сложность BP оценивает память, затрачиваемую в процессе вычисления. 

BP называется один раз читающей, если на любом вычислительном пути каждая 

переменная считывается не более одного раза. BP называется уровневой, если ее вер-

шины могут быть разбиты на уровни 0,1, … таким образом, что для каждого 𝑖  ребра, ис-

ходящие из вершин уровня 𝑖 , ведут только в вершины уровня 𝑖 + 1 . 

Ширина 𝑊𝑖𝑑𝑡ℎ(𝑃) уровневой BP 𝑃  – это максимальное число вершин на уровне. 

Очевидно, что 𝑆𝑖𝑧𝑒(𝑃) ≤ 𝐿𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑃) ⋅ 𝑊𝑖𝑑𝑡ℎ(𝑃). 

Уровневая BP 𝑃  называется забывающей, если во всех вершинах одного уровня 𝑃  

тестируется одна и та же переменная. 

OBDD (Ordered Binary Decision Diagram) – это уровневая забывающая один раз чи-

тающая ветвящаяся программа.   

Поскольку длина OBDD не превосходит 𝑛, естественной мерой сложности явля-

ется ее ширина. Модель OBDD константной ширины с естественным порядком считы-

вания и одинаковыми преобразованиями на всех уровнях эквивалентна модели конечных 

автоматов [14].  

Недетерминированная OBDD (NOBDD) допускает переходы из вершины текущего 

уровня в более чем одну вершину последующего уровня при считывании одной и той же 

переменной. В этом случае для входного набора 𝝈 могут существовать несколько вычис-

лительных путей. NOBDD 𝑃  принимает входной набор 𝝈, если существует вычисли-

тельный путь, соответствующий данному набору, завершающийся в принимающей вер-

шине. В противном случае 𝑃  отвергает набор 𝝈.  

Для определения квантовой OBDD нам понадобятся некоторые сведения из теории 

квантовых вычислений. Для большей информации см., например [15]. Квантовая система 

(𝑄𝑆 ) с 𝑑  базисными состояниями (использующая log 𝑑 квантовых битов) может быть опи-

сана при помощи d-мерного комплекснозначного Гильбертова проcтранства ℋ𝑑.  
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Чистое состояние 𝑄𝑆  – это элемент пространства ℋ𝑑 , вектор-столбец |𝝍⟩ =

(𝑧0, … , 𝑧𝑑−1) с единичной нормой (унитарный вектор): ‖|𝝍⟩‖ = √⟨𝝍|𝝍⟩ = 1 (⟨𝝍| – со-

пряженный к |𝝍⟩ вектор-строка). Комплексное число 𝑧𝑖 (𝑖 = 0,… , 𝑑 − 1) называется ам-

плитудой базисного состояния |𝒊⟩, где |𝒊⟩ обозначает унитарный вектор со значением 1 в 

позиции 𝑖 (нумерация элементов вектора осуществляется с 0).  

Таким образом, чистое состояние – это суперпозиция базисных состояний 𝑄𝑆  с 

комплекснозначными амплитудами. Унитарная эволюция – это изменение состояния 

квантовой системы за определенный период времени, описывается 𝑑-мерной унитарной 

матрицей 𝑈 . Матрица 𝑈  называется унитарной, если выполняется 𝑈𝑈† = 𝐼 , где 𝑈†  – 

транспонированная комплексносопряженная к 𝑈 матрица, 𝐼 – единичная матрица. 

Квантовое измерение – это процедура извлечения классической информации из 

квантового состояния. Ортогональное измерение 𝑄𝑆 описывается системой операторов 

𝑂 = {𝑃1, … , 𝑃𝑡}, действующих в ℋ𝑑 таких, что 𝑃𝑖   =  𝑃𝑖
†
, 𝑃𝑖

2  =  𝑃𝑖, 𝑃𝑖𝑃𝑗 = 𝟎,  ∑ 𝑃𝑖
𝑡
𝑖=1 = 𝐼  

(𝑖, 𝑗 =  1, … , 𝑡, 𝑖 ≠  𝑗, 𝑡 ≤  𝑑). Если |𝜓⟩ – состояние 𝑄𝑆 до измерения, то результатом из-

мерения является одно из значений из множества {1, … , 𝑡}. При этом:  

1. 𝑝𝑘 = ‖𝑃𝑘 |𝝍⟩‖
2– вероятность того, что исход измерения – значение 𝑘; 

2. |𝜓′⟩ = 𝑃𝑘|𝝍⟩/‖𝑃𝑘 |𝝍⟩‖– состояние квантовой системы после измерения, ре-

зультатом которого является значение k. 

Квантовая OBDD 𝑄 ширины 𝑑 и длины 𝑙 ((𝑑, 𝑙)-QOBDD) определяется как 

𝑄 = ( |𝝍𝟎⟩, 𝑅, 𝑂𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 ) , 

где |𝝍0⟩ – начальная суперпозиция; 𝑅 – последовательность (длины 𝑙) инструкций, со-

держащих 𝑑-мерные унитарные преобразования квантовой системы 𝑄𝑆 с 𝑑 базисными 

состояниями, определенная следующим образом: 

𝑅 = {⟨ 𝑗𝑖, 𝑈𝑖(0), 𝑈𝑖(1)⟩}𝑖=1
𝑙 , 

где 𝑈𝑖(0) и 𝑈𝑖(1) – унитарные (𝑑 ×  𝑑)-матрицы, описывающие преобразования, приме-

няемые на i-ом шаге, 𝑂𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = {𝑃𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡, 𝑃𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡} – система операторов, задающих финаль-

ное измерение с исходами 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡 и 𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡, соответственно.  

QOBDD 𝑄  обрабатывает вход 𝝈 = 𝜎1…𝜎𝑛 ∈ {0,1}
𝑛, начиная работу в суперпози-

ции |𝝍0⟩. Если после текущего шага 𝑄 находится в состоянии |𝝍⟩, то на следующем i-ом 

шаге (𝑖 =  1, … , 𝑛) 𝑄 считывает очередной символ 𝜎𝑗𝑖 входного слова 𝝈 ∈ Σ𝑛, определя-

емый последовательностью 𝑅 инструкций программы, и преобразует текущую суперпо-

зицию |𝝍⟩ в суперпозицию |𝝍′⟩ =  𝑈𝑖(𝜎𝑗𝑖)|𝝍⟩. После считывания входного набора про-

изводится измерение финальной суперпозиции |𝝍𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙⟩ = 𝑈𝑛(𝜎𝑖𝑛)⋯𝑈1(𝜎𝑖1)|𝝍
0⟩. Если 

исход измерения 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡, вход принимается, в противном случае – отвергается. Вероят-

ность принятия слова 𝝈 определяется как  

𝑃𝑟𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡
𝑄 (𝝈) =  ‖𝑃𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡|𝝍𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙⟩‖

2  .  

𝑄 недетерминированно вычисляет функцию 𝑓, если 𝑄 принимает вход 𝝈 с вероят-

ностью > 0 тогда и только тогда, когда 𝑓(𝝈) =1. Такую OBDD будем называть недетер-

минированной квантовой OBDD (NQOBDD). 𝑄 вычисляет функцию 𝑓 без ошибки, если 

𝑄 принимает с вероятностью 1 входы 𝝈, для которых 𝑓(𝝈) = 1 и принимает с вероятно-

стью 0 входы 𝝈, для которых 𝑓(𝝈) = 0. 
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1.2. Сведения из линейной алгебры 

Приведем некоторые сведения из линейной алгебры, которые понадобятся нам в 

дальнейшем (см. напр. [16]). 

Пусть 𝑉 – векторное пространство над полем комплексных чисел с нормой ‖ ⋅ ‖2. 

Система векторов 𝝍1, 𝝍2, … , 𝝍𝑑 ∈  𝑉  является линейно зависимой, если существуют 

числа 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑑 ∈ ℂ, одновременно не равные нулю такие, что 𝛼1 𝝍
1 +⋯+ 𝛼𝑑𝝍

𝑑 =
𝟎  (𝟎  обозначает нулевой элемент пространства 𝑉 ). Если это равенство выполняется 

только при 𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑑 = 0, то система векторов является линейно независимой. 

Лемма 1. Пусть 𝝍1, 𝝍2, … ,𝝍𝑑 ∈  𝑉 – линейно независимая система векторов, 𝑈 – 

унитарное преобразование в пространстве 𝑉. Тогда вектора 𝑈𝝍1, 𝑈𝝍2, … , 𝑈𝝍𝑑 линейно 

независимы. 

Доказательство. Унитарное преобразование является взаимно-однозначным пре-

образованием, которое можно рассматривать как переход к другому базису. Взаимно-

однозначное линейное преобразование сохраняет свойство линейной независимости 

преобразуемых векторов. 

Лемма 2. Пусть вектора 𝝍1, … , 𝝍𝑚, 𝝍 ∈  𝑉, 𝝍1, … ,𝝍𝑚, – линейно независимы, 𝑈 – 

линейное преобразование пространства 𝑉 такое, что ‖𝑈𝝍𝑖‖ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ‖𝑈𝝍‖ ≠  0. 

Тогда система векторов {𝝍1, … ,𝝍𝑚, 𝝍} линейно независима. 

Доказательство. Докажем от противного. Предположим, вектор 𝝍 линейно зави-

сим с системой 𝝍1, … ,𝝍𝑚. Тогда существуют 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 ∈ ℂ, одновременно не равные 

нулю такие, что 𝝍 = 𝛼1𝝍
1 +⋯+ 𝛼𝑚𝝍

𝑚. 

В силу линейности имеем 𝑈𝝍 = 𝑈(𝛼1𝝍
1 +⋯+ 𝛼𝑚𝝍

𝑚) = 𝛼1𝑈𝝍
1 +⋯+ 𝛼𝑚𝑈𝝍

𝑚. 
По свойству нормы имеем  

‖𝑈𝝍‖ ≤ |𝛼1| ⋅ ‖𝑈𝝍
1‖ + ⋯+ |𝛼𝑚| ⋅ ‖𝑈𝝍

𝑚‖. 

По условию леммы ‖𝑈𝝍1‖ = ⋯ = ‖𝑈𝝍𝑚‖ = 0. Значит ‖𝑈𝝍‖ = 0. Получили про-

тиворечие.  

1.3. Нижняя оценка ширины NQOBDD  

Пусть f : {0,1}𝑛 → {0,1}  – произвольная булева функция, 𝜋 = (𝑖1, … , 𝑖𝑛)  – произ-

вольная перестановка индексов {1, … , 𝑛}. Для 𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛}, целого 𝑘 (0 < 𝑘 < 𝑛) обо-

значим 𝑋𝑘
𝜋  =  {𝑥𝑖1 , … , 𝑥𝑖𝑘}. Набор значений 𝝈 ∈ {0,1}𝑘, сопоставленный переменным из 

множества 𝑋𝑘
𝜋 определяет подфункцию 𝑓𝜋,𝑘

𝝈 : {0,1}𝑛−𝑘 → {0,1}.  

Множество пар 𝑆𝑘
𝜋 = {(𝝈, 𝜸): 𝝈 ∈  {0,1}𝑘, 𝜸 ∈  {0,1}𝑛−𝑘} назовем строгим 1-полным 

множеством (strong 1-fooling set) для функции 𝑓, если выполняются следующие условия: 

1. 𝑓𝜋,𝑘
𝝈 (𝜸) = 1 для любой пары (𝝈, 𝜸) ∈  𝑆𝑘

𝜋, 

2. для любых двух пар (𝝈, 𝜸), (𝝈′, 𝜸′) ∈ 𝑆𝑘
𝜋 выполняется 𝑓𝜋,𝑘

𝝈 (𝜸′) = 0 и 𝑓𝜋,𝑘
𝝈′ (𝜸) = 0. 

Для двух наборов 𝝈, 𝝈′ ∈  {0,1}𝑘 будем говорить, что набор 𝜸 ∈ {0,1 }𝑛−𝑘 отличает 

набор 𝝈 от набора 𝝈′, если выполняется 𝑓𝜋,𝑘
𝝈 (𝜸) > 0 и 𝑓𝜋,𝑘

𝝈′ (𝜸) = 0. Отметим, что данное 

свойство не является симметричным.  

Теорема 1. [12] Для любой QOBDD 𝑄, недетерминированно вычисляющей функ-

цию 𝑓: {0,1}𝑛 → {0,1} и использующей порядок 𝜋 = (𝑖1, … , 𝑖𝑛) считывания переменных, 

выполняется 

𝑊𝑖𝑑𝑡ℎ(𝑄) ≥ 𝑚𝑎𝑥𝑘|𝑆𝑘
𝜋|. 



Недетерминированные квантовые OBDD большой ширины 

123 

2. Основные результаты 

2.1. Квантовая сложность вычисления функции ''Равенство'' 

Функция ''Равенство'' 𝐸𝑄2𝑛: {0,1}
2𝑛 → {0,1} определяется следующим образом: 

𝐸𝑄2𝑛(𝝈)  = {
1, если 𝜎1…𝜎𝑛 = 𝜎𝑛+1…𝜎2𝑛,
0, иначе.                                     

  

Известно, что сложность вычисления данной функции критическим образом зави-

сит от порядка считывания переменных. Так, ширина классической OBDD (детермини-

рованной и недетерминированной), вычисляющей 𝐸𝑄2𝑛 , равна 3, если переменные счи-

тываются в порядке 𝑥1, 𝑥𝑛+1, 𝑥2, 𝑥𝑛+2, … , 𝑥𝑛, 𝑥2𝑛 (назовем этот порядок ''наилучшим'') и 

равна Ω(2𝑛), если сначала считываются переменные первой половины набора и только 

потом – переменные второй половины набора (назовем такой порядок ''наихудшим'').  

Покажем, что сложность недетерминированной QOBDD для этой функции при ис-

пользовании ''наилучшего'' порядка считывания линейна.  

Теорема 2. Любая QOBDD, недетерминированно вычисляющая функцию 𝐸𝑄2𝑛 и 

использующая порядок считывания переменных 𝜋 = (1, 𝑛 + 1, 2, 𝑛 + 2,… , 𝑛, 2𝑛), имеет 

ширину не менее 𝑛 + 1. 

Доказательство. Пусть 𝑄 – NQOBDD, вычисляющая 𝐸𝑄2𝑛 и считывающая пере-

менные в порядке 𝜋 = (1, 𝑛 + 1, 2, 𝑛 + 2,… , 𝑛, 2𝑛).  
Вычисление на входе 𝝈 = 𝜎1…𝜎 2𝑛  начинается из начальной суперпозиции |𝝍0〉. 

На шаге 𝑙  программа считывает переменную 𝑥𝑖𝑙 = 𝜎𝑖𝑙  и преобразует суперпозицию 

|𝝍(𝜎𝑖1…𝜎𝑖𝑙−1)〉 в суперпозицию |𝝍(𝜎𝑖1 …𝜎𝑖𝑙)〉. После считывания входного слова 𝑄 про-

изводит финальное измерение финальной суперпозиции |𝝍(𝜎𝑖1 …𝜎𝑖2𝑛)〉  и принимает 

входной набор с вероятностью 𝑃𝑟𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡
𝑄 (𝝈) = ‖𝑃𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡 |𝝍(𝜎𝑖1 …𝜎𝑖2𝑛)‖

2 . 

На каждом уровне 𝑙 программы 𝑄 будем рассматривать множество Ψ𝑙  квантовых 

состояний, достижимых программой на этом уровне, а также подмножество Φ𝑙 ⊆ Ψ𝑙 со-

стояний, которые являются линейно независимыми векторами.  

Лемма 4. Пусть |𝝍1〉, … , |𝝍𝑚〉, |𝝍〉 ∈ Ψ𝑙 (𝑚 ≥ 1) и |𝝍1〉, … , |𝝍𝑚〉 – линейно незави-

симы, где |𝝍𝑖〉 = |𝝍(𝝈𝑖)〉  для 𝑖 = 1, … ,𝑚  и |𝝍〉  =  |𝜓(𝝈)〉 . Если существует стро-

ка  𝜸 ∈  {0,1}𝑛−𝑙 , отличающая строку 𝝈  от каждой из строк 𝝈1, … , 𝝈𝑚 , то множество 

{|𝝍1〉,… , |𝝍𝑚〉, |𝝍〉} линейно независимо.  

Доказательство. Пусть 𝑈 = 𝑈𝑛(𝛾𝑛−𝑙)⋯𝑈𝑙+1(𝛾1).  Тогда выполняется 

‖𝑃𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡 𝑈 |𝝍
𝑖 〉‖ = 0 для всех 𝑖 = 1,… ,𝑚, и ‖𝑃𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑈| 𝝍〉‖ > 0. Согласно Лемме 2, мно-

жество { |𝝍1〉, … , |𝝍𝑚〉, |𝝍〉} является линейно независимым.  

Индукцией по 𝑖 (𝑖 =  1, … , 𝑛) покажем, что после считывания i-й пары: значений 

переменных 𝑥𝑖 и 𝑥𝑛+𝑖 (на уровне 𝑙 = 2𝑖) выполняется |Φ2𝑖| ≥  𝑖 + 1.  

База индукции. Φ0 = {|𝝍
0〉} . На первом шаге после считывания 𝑥1 = 𝜎1 (𝜎1 ∈

 {0,1}), согласно Лемме 4, множество Φ1 = {|𝝍(0)〉, |𝝍(1)〉} является линейно независи-

мым множеством, так как строка 12𝑛−1 отличает строку 1 от строки 0. После считывания 

𝑥𝑛+1 = 𝜎𝑛+1(𝜎𝑛+1 ∈  {0,1}), множество состояний Φ2 = {|00〉, |10〉} является линейно не-

зависимым по Лемме 1. Следовательно, |Φ2| ≥  2.  

Индукционный шаг (для 𝑖 = 2,… , 𝑛). По предположению индукции Ψ2(𝑖−1) содер-

жит не менее 𝑖 векторов. Обозначим их |𝝍𝑗0〉, … , |𝝍𝑗𝑖−1〉, а соответствующие им частич-

ные входы 𝝈𝑗0 , … , 𝝈𝑗𝑖−1 . После считывания 𝑥𝑖 = 𝜎𝑖 , по Лемме 1 множество Φ2(𝑖−1)
0 =

{𝑈(0)|𝝍𝑗0〉, … , 𝑈(0)|𝝍𝑗𝑖−1〉}  является линейно независимым, вектор |𝝍(12𝑖−1)〉 =



А. Ф. Гайнутдинова 

124 

𝑈2𝑖−1(1)⋯ 𝑈1(1)|𝝍
0〉  не входит в Φ2(𝑖−1)

0 , при этом строка 12𝑛−2𝑖+1  отличает строку 

12𝑖−1  от любой из строк 𝝈𝑗00,… , 𝝈𝑗𝑖−10 . Значит, множество Φ2𝑖−1 = Φ2(𝑖−1)
0 ∪

{|𝝍(12𝑖−1)〉} является линейно независимым. После считывания 𝑥𝑛+𝑖 = 𝜎𝑛+𝑖, по Лемме 1 

множество Ψ2𝑖 = Φ2𝑖−1
0 = {𝑈(0)|𝝍〉 ∶ |𝝍〉 ∈ Φ2𝑖−1} является линейно независимым. Сле-

довательно, |Φ2𝑖| ≥  𝑖 + 1. 

После считывания n-ой пары 𝑥𝑛,  𝑥2𝑛  на уровне 𝑙 = 2𝑛  получаем |Φ2𝑛| ≥  𝑛 + 1 . 

Таким образом, размерность пространства состояний программы 𝑄 не менее 𝑛 + 1, что 

завершает доказательство теоремы.  

Покажем, что доказанная нижняя оценка точна. 

Теорема 3. Существует QOBDD 𝑄 ширины 𝑛 + 1, вычисляющая функцию 𝐸𝑄2𝑛 

без ошибки и использующая порядок считывания переменных 𝜋 = (1, 𝑛 +

1, 2, 𝑛 +  2, … , 𝑛, 2𝑛).  
Доказательство. Программа 𝑄 использует регистр из 𝑛 + 1 состояния 𝑠0, 𝑠1, … , 𝑠𝑛, 

где 𝑠0 – начальное и принимающее состояние. При считывании пары значений перемен-

ных 𝑥𝑖,  𝑥𝑛+𝑖 (𝑖 =  1, … , 𝑛) программа применяет преобразования: 

 |𝑠0〉 →  |𝑠𝑖〉, |𝑠𝑖〉 →  |𝑠0〉, если считанное значение 1; 

 |𝑠0〉 →  |𝑠0〉, |𝑠𝑖〉 →  |𝑠𝑖〉, если считанное значение 0; 

 |𝑠𝑗〉 →  |𝑠𝑗〉, для всех 𝑗 = 1,… , 𝑛, 𝑗 ≠  𝑖. 

Докажем корректность работы программы. 

Пусть вход 𝝈 такой, что 𝐸𝑄2𝑛(𝝈) = 1. Это означает, что 𝜎𝑖 = 𝜎𝑛+𝑖 ∀ 𝑖 = 1,… , 𝑛. В 

этом случае программа будет завершать обработку каждой пары в состоянии |𝑠0〉 и при-

мет такой вход с вероятностью 1. 

Пусть вход 𝝈 такой, что 𝑄2𝑛(𝝈) = 0. Это означает, что ∃ 𝑖 ∈  {1, … , 𝑛}, для которого 

𝜎𝑖 ≠ 𝜎𝑛+𝑖. После обработки этой пары программа останется в состоянии 𝑠𝑖 и, таким об-

разом, амплитуда состояния 𝑠0 до конца обработки будет равна 0. Вероятность принятия 

такого набора равна 0. 

Рассмотрим сложность NQOBDD для ''наихудшего'' порядка считывания. 

Теорема 4. Любая QOBDD, недетерминированно вычисляющая функцию 𝐸𝑄2𝑛 и 

считывающая переменные одной из половин набора после считывания всех переменных 

второй половины набора, имеет ширину не менее 2𝑛. 

Доказательство. Пусть 𝑄  – QOBDD, недетерминированно вычисляющая 𝐸𝑄2𝑛 , 

использующая порядок считывания 𝜋 = (𝑖1, … , 𝑖2𝑛}, при котором любая переменная од-

ной из половин набора считывается после того, как считаны все переменные другой по-

ловины набора. Множество 𝑆𝑛
𝜋 = {(𝝈, 𝝈) ∶ 𝝈 ∈  {0,1}𝑛 } является строгим 1-полным мно-

жеством для функции 𝐸𝑄2𝑛. Согласно Теореме 1, 𝑊𝑖𝑑𝑡ℎ(𝑄) ≥  |𝑆𝑛
𝜋|. Заметим, что |𝑆𝑛

𝜋| =
2𝑛, что завершает доказательство теоремы.  

Покажем, что оценка теоремы 4 точна. 

Теорема 5. Пусть 𝜋 = (𝑖1, … , 𝑖2𝑛) – произвольная перестановка индексов {1, … , 2𝑛} 
такая, что выполняется одно из двух условий: либо 𝜋(𝑖) ≤  𝑛 ∀ 𝑖 ≤  𝑛 и 𝜋(𝑖)  >  𝑛 ∀ 𝑖 >
 𝑛, либо 𝜋(𝑖) >  𝑛 ∀ 𝑖 ≤  𝑛 и 𝜋(𝑖) ≤  𝑛 ∀ 𝑖 >  𝑛. Существует QOBDD ширины 2𝑛 , неде-

терминированно вычисляющая функцию 𝐸𝑄2𝑛 и считывающая переменные в порядке 𝜋.  

Доказательство. Пусть 𝑄 – NQOBDD, вычисляющая 𝐸𝑄2𝑛, использующая поря-

док 𝜋 = (𝑖1, … , 𝑖2𝑛) считывания переменных, удовлетворяющий условию теоремы. Для 

определенности считаем, что 𝑄  сначала считывает переменные первой половины 

набора, потом – переменные второй половины набора (противоположный случай дока-

зывается аналогично). 𝑄 имеет 2𝑛 состояний 𝑠0, … , 𝑠2𝑛−1, где 𝑠0 – начальное и принима-

ющее состояние. При считывании переменной 𝑥𝑖 = 𝜎𝑖 (𝑖 =  1, …   2𝑛, 𝜎𝑖 ∈  {0,1}) 𝑄 при-

меняет преобразования: 
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 |𝑠𝑗〉 → |𝑠(𝑗+2𝑖−1𝜎𝑖)𝑚𝑜𝑑 2𝑛〉,  𝑗 = 0,… , 2
𝑛 − 1, если 𝑖 ∈  {1, … , 𝑛}, 

 |𝑠𝑗〉 → |𝑠(𝑗−2𝑖−𝑛−1𝜎𝑖+2𝑛)𝑚𝑜𝑑 2𝑛〉, 𝑗 = 0,… , 2
𝑛 − 1, если 𝑖 ∈  {𝑛 + 1, … , 2𝑛}. 

После считывания первой половины входа состояние программы будет равно 

| 𝑠𝑚(𝜎1…𝜎𝑛)〉 , где 𝑚(𝜎1…𝜎𝑛)  – целое число, двоичное представление которого равно 

𝜎1…𝜎𝑛 . После считывания второй половины набора состояние программы равно 

|𝑠(𝑚(𝜎1…𝜎𝑛)+ 2𝑛− 𝑚(𝜎𝑛+1…𝜎2𝑛))𝑚𝑜𝑑2𝑛〉.  

Если 𝜎1…𝜎𝑛 = 𝜎𝑛+1…𝜎2𝑛 , финальное состояние программы будет |𝑠0〉  и про-

грамма примет такой набор с вероятностью 1.  

В противном случае программа завершит обработку входа в состоянии, отличном 

от |𝑠0〉 и примет такой набор с вероятностью 0.  

2.2. Функция ''XOR-перемешанное равенство'' 

Как было показано в предыдущем разделе, сложность вычисления функции 𝐸𝑄𝑛 

зависит от того, в каком порядке считываются переменные. Для устранения зависимости 

сложности вычисления от используемого порядка считывания, используют различные 

приемы для определения функций, при которых порядок следования битов входа опре-

делятся самим входным набором (или его частью). Для таких функций не удается подо-

брать оптимальный порядок считывания битов входа. В частности, в работе [17] рассмат-

ривалась функция ''Перемешанное равенство'', определенная на основе функции ''Равен-

ство'' и сложность ее вычисления в классических детерминированных и недетерминиро-

ванных OBDD. 

В данной работе мы определим и исследуем функцию 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛  (Equality-Xor-

Shuffled), которая задается на основе функции 𝐸𝑄2𝑛 с использованием приема, аналогич-

ного описанному в работе [18]. Формально, функция 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛 определяется следующим 

образом. 

Пусть 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … , 𝑦𝑛 – последовательность переменных, от кото-

рых зависит функция (𝑛 кратно 2). Назовем переменные 𝑥1, … , 𝑥𝑛 – ''переменными при-

надлежности'', переменные 𝑦1, … , 𝑦𝑛 – ''переменными значения''. Переменную значения 

𝑦𝑖 назовем соответствующей переменной принадлежности 𝑥𝑖. 

По входной последовательности 𝝈𝜸 ∈  {0,1}𝑛 × {0,1}𝑛  формируются новые бито-

вые последовательности 𝝉 , 𝜶, 𝜷: 

 последовательность 𝝉  имеет длину 𝑛  и формируется по значениям 

𝜎1, … , 𝜎𝑛  переменных принадлежности 𝑥1, … , 𝑥𝑛  следующим образом: 𝜏1 = 𝜎1, 𝜏𝑖 =
𝜏𝑖−1⊕𝜎𝑖 (𝑖 = 2,… , 𝑛); 

 последовательности 𝜶, 𝜷 формируются по переменным значения, начиная 

с пустых последовательностей: для 𝑖 =  1, … , 𝑛 бит значения 𝛾𝑖 дописывается к по-

следовательности 𝜶, если 𝜏𝑖 = 0, в противном случае 𝛾𝑖 дописывается к последова-

тельности 𝜷; 

Например, для набора 𝝈 = 1011001101 получим последовательности 𝝉 =  10011, 

𝜶 = 10, 𝜷 = 011.   

Функция 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛 = 1 тогда и только тогда, когда 𝜶 = 𝜷. 

Теорема 6. Существует квантовая OBDD, вычисляющая функцию 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛 с нуле-

вой ошибкой, и имеющая ширину 2𝑛/2(2𝑛 + 4). 
Доказательство. Программа 𝑄  считывает переменные в порядке 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2,

𝑦2, … , 𝑥𝑛, 𝑦𝑛. Состояние программы хранится в регистрах: |𝒏𝒖𝒎𝜶〉, |𝒏𝒖𝒎𝛽〉, |𝝓〉, |𝒃〉: 
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 однокубитный ''регистр активности'' |𝒃〉  хранит значение бита 𝜏𝑖 , соответ-

ствующего последнему считанному биту принадлежности; 

 регистр |𝒏𝒖𝒎〉  является ортогональной суммой двух регистров |𝒏𝒖𝒎𝛼〉  и 

|𝒏𝒖𝒎𝛽〉, которые устроены одинаково и хранят номер последнего считанного бита 

последовательности 𝜶 и 𝜷, соответственно;  

 регистр |𝝓〉  хранит информацию о значении (𝑚(𝜶) − 𝑚(𝜷)) 𝑚𝑜𝑑 2𝑛/2,  где 

𝑚(𝜶) и 𝑚(𝜷) − целые числа, двоичными представлениями которых являются после-

довательности 𝜶 и 𝜷, соответственно. 

Опишем подробнее каждый из регистров. 

Регистр |𝒃〉 имеет два состояния |0〉 и |1〉, изменяет свое состояние при считывании 

бита принадлежности 𝜎 ∈  {0,1} и не меняется при считывании бита значения. Преобра-

зования: 

𝑈(𝜎) = {
𝑁𝑂𝑇, если  𝜎 =  1,
 𝐼       , если 𝜎 =  0.    

 

где 𝑁𝑂𝑇 – однокубитное преобразование инвертирования квантового бита, 𝐼 – тожде-

ственное преобразование. 

Состояние данного регистра хранит значение текущего бита последовательности 𝝉 

и управляет преобразованиями на следующем шаге. Зона активности регистра |𝒏𝒖𝒎〉 
(|𝒏𝒖𝒎𝛼〉 или |𝒏𝒖𝒎𝛽〉) меняется, если считанный бит принадлежности равен 1, и сохра-

няется, если считанный бит принадлежности равен 0. Таким образом, на следующем 

шаге при считывании бита значения преобразования будут производиться в регистре 

|𝒏𝒖𝒎𝛼〉, если очередной бит значения принадлежит последовательности 𝜶 и в регистре 

|𝒏𝒖𝒎𝛽〉, если бит значения принадлежит 𝜷. 

Каждый из регистров |𝒏𝒖𝒎𝛼〉 и |𝒏𝒖𝒎𝛽〉 имеет 𝑛/2 +  1 состояние 

𝑠0, 𝑠1, … , 𝑠𝑛/2 

(состоит из 𝑙𝑜𝑔 (𝑛/2 + 1) кубитов). Начальное состояние |𝑠0〉. При считывании очеред-

ного бита принадлежности происходит преобразование |𝑠𝑖〉 →  |𝑠(𝑖+1)𝑚𝑜𝑑 (𝑛
2
+1)
〉 в реги-

стре |𝒏𝒖𝒎𝛼〉, если значение регистра активности |𝒃〉 = |0〉, и в регистре |𝒏𝒖𝒎𝛽〉, если 

|𝒃〉 = |1〉.  
2𝑛/2 -кубитный регистр |𝝓 〉  хранит неотрицательное значение 𝑐 =  (𝑚(𝜶) −

𝑚(𝜷)) 𝑚𝑜𝑑 2𝑛/2. Базисные состояния регистра соответствуют значениям 0, 1, … , 2
𝑛

2 − 1. 

При считывании бита из последовательности 𝜶 (𝜷) выполняется преобразование |𝑐〉 →

 |(𝑐 + 𝛼𝑗2
𝑗−1)𝑚𝑜𝑑 2

𝑛

2〉  (соответственно, |𝑐〉 →  |(𝑐 − 𝛽𝑗2
𝑗−1 + 2

𝑛

2)𝑚𝑜𝑑 2
𝑛

2〉 ), если по-

следний считанный бит значения является j-ым битом последовательности 𝜶 (𝜷). Управ-

ляют изменением регистра |𝝓〉 регистры |𝒏𝒖𝒎〉 и |𝒃〉. 
Состояние программы 𝑄 описывается в виде 

|𝝍〉 = |𝒃〉⊗ 1/√2 (|𝒏𝒖𝒎𝛼〉 ⊕ |𝒏𝒖𝒎𝛽〉) ⊗ |𝝓〉. 

Начальное состояние 

|𝝍0〉 = |𝟎〉 ⊗ 1√2(|𝒔0〉 ⊕ |𝒔0〉) ⊗ |𝟎〉. 
Подпространство принимающих состояний – это подпространство, в котором со-

стояние регистров |𝒏𝒖𝒎〉⊗ |𝝓〉  = 1√2(|𝒔𝑛
2
〉 ⊕ |𝒔𝑛

2
〉) ⊗ |𝟎〉.  

Опишем работу программы. 𝑄 попеременно считывает биты принадлежности и со-

ответствующие им биты значения. На очередном шаге при считывании бита принадлеж-

ности 𝜎𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑛) программа применяет преобразование 𝑈(𝜎𝑖) к регистру |𝒃〉. К реги-

страм |𝒏𝒖𝒎〉 и |𝝓〉 применяется тождественное преобразование. 
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При считывании бита значения 𝛾𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑛) программа применяет преобразова-

ние 𝑈𝜙, управляемое регистрами |𝒏𝒖𝒎〉 и |𝒃〉 и воздействующее на регистр |𝝓〉. Затем 

применяет преобразование 𝑈𝑛𝑢𝑚, управляемое регистром |𝒃〉 и воздействующее на ре-

гистр |𝒏𝒖𝒎〉 . При этом к регистру |𝝓〉  применяется тождественное преобразование. 

Матрицы данных преобразований описываются следующим образом: 

𝑈𝜙(0) = 𝐼,  𝑈𝜙(1) =

(

 
 

𝑈𝜙
𝛼 𝟎

𝟎 𝐼

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

 

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝐼 𝟎

𝟎 𝑈𝜙
𝛽

)

 
 
, 

где 

𝑈𝜙
𝛼 =

(

 
 

𝑀0
𝛼 𝟎

𝟎 𝑀1
𝛼 ⋯

𝟎
𝟎

⋮ ⋱ ⋮
𝟎 𝟎 ⋯ 𝑀𝑛

2
−1

𝛼

)

 
 
,  

𝑈𝜙
𝛽
=

(

  
 

𝑀0
𝛽

𝟎

𝟎 𝑀1
𝛽

⋯
𝟎
𝟎

⋮ ⋱ ⋮

𝟎 𝟎 ⋯ 𝑀𝑛

2
−1

𝛽

)

  
 

. 

Здесь 𝑀𝑗
𝛼  (𝑗 = 0,… , 𝑛/2 − 1) – унитарные (перестановочные) матрицы, реализующие 

преобразования: 

|𝑐〉 → |(𝑐 + 2𝑗)𝑚𝑜𝑑 2
𝑛
2〉. 

Соответственно, 𝑀𝑗
𝛽

 (𝑗 = 0, … ,
𝑛

2
− 1) – унитарные матрицы, реализующие преобразова-

ния: 

|𝑐〉 → |(𝑐 − 2𝑗  + 2
𝑛

2)𝑚𝑜𝑑 2
𝑛

2〉 , 𝑐 ∈  {0, … , 2
𝑛

2 − 1}. 

𝑈𝑛𝑢𝑚 = (

𝑆 𝟎
𝟎 𝐼

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝐼 𝟎
𝟎 𝑆

)⊗  𝐼, 

где 𝑆 =  

(

 
 

0 0
1 0
0 1

⋯
0 1
0 0
0 0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1 0)

 
 

 – матрица циклического сдвига, применяемая к регистру 

|𝒏𝒖𝒎𝛼〉 и регистру |𝒏𝒖𝒎𝛽〉. 

Докажем корректность работы программы. После обработки входа финальные со-

стояния регистров |𝒏𝒖𝒎〉 и |𝝓〉 следующие: 

|𝒏𝒖𝒎𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙〉 = 1/√2(|𝑙𝛼 𝑚𝑜𝑑(
𝑛

2
+ 1)〉 ⊕ |𝑙𝛽 𝑚𝑜𝑑(

𝑛

2
+ 1)〉), где 𝑙𝛼 = |𝜶|, 𝑙𝛽 = |𝜷|, 

|𝝓𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙〉 = |𝑐〉, где 𝑐 = (𝑚(𝜶) − 𝑚(𝜷) + 2𝑛/2)𝑚𝑜𝑑 2𝑛/2. 

Пусть вход 𝝈𝜸 такой, что 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛(𝝈𝜸) = 1. Это означает одновременное выполне-

ние двух условий: 

1) |𝜶| =  |𝜷|, 

2) ∀ 𝑖: 𝛼𝑖  = 𝛽𝑖. 
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Выполнение условия 1) означает, что |𝜶| = |𝜷| = 𝑛/2 и после обработки входа со-

стояние регистров |𝒏𝒖𝒎𝛼〉 и |𝒏𝒖𝒎𝛽〉 равно |𝒔𝑛/2〉. Выполнение условия 2) означает, что 

числа, двоичными представлениями которых являются последовательности 𝜶  и 𝜷 , 

равны, откуда следует, что финальное состояние регистра |𝝓〉 равно |𝟎〉. Поэтому после 

обработки входа финальное состояние программы является одним из двух:  

|𝝍𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙〉 = |𝟎〉 ⊗ 1/√2(|𝒔𝑛
2
〉 ⊕ |𝒔𝑛

2
〉) ⊗ |𝟎〉, 

|𝝍𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙〉 = |𝟏〉 ⊗ 1/√2(|𝒔𝑛
2
〉 ⊕ |𝒔𝑛

2
〉) ⊗ |𝟎〉. 

Вероятность принятия такого набора равна 1.  

Пусть вход 𝝈𝜸 такой, что 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛(𝝈𝜸) = 0. В этом случае выполняется по крайней 

мере одно из двух условий: 

3) |𝜶| ≠  |𝜷|, 
4) ∃ 𝑖: 𝛼𝑖 ≠ 𝛽𝑖. 

Если произошел случай 3), то |𝜶| ≠ 𝑛/2  и |𝜷| ≠ 𝑛/2, следовательно, после завер-

шения работы и в регистре |𝒏𝒖𝒎𝛼〉 и в регистре |𝒏𝒖𝒎𝛽〉 амплитуда состояния |𝒔𝑛
2
〉 равна 

0. Следовательно, вероятность принятия таких наборов равна 0. 

Если |𝜶| =  |𝜷|, это означает, что произошел случай 4) и 𝜶 ≠ 𝜷. Покажем, что в 

этом случае состояние регистра |𝝓〉 не равно |𝟎〉. 

Действительно, предположим, это не так, и 𝑐 = 𝑚(𝜶) − 𝑚(𝜷) + 2
𝑛

2 = 0 𝑚𝑜𝑑 2𝑛/2. 

Это означает, что 𝑚(𝜶) = 𝑚(𝜷) 𝑚𝑜𝑑 2𝑛/2, но так как 𝑚(𝜶)  <  2𝑛/2 и 𝑚(𝜷)  <  2𝑛/2, по-

следнее равенство возможно только если 𝜶 = 𝜷. Следовательно, вероятность принятия 

в данном случае также равна 0. 

Ширина итоговой программы равна 2 ⋅ 2 ⋅ (
𝑛

2
+ 1) ⋅  2

𝑛

2 = 2
𝑛

2(2𝑛 + 4). 

Следствие. Функция 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛 вычислима NQOBDD ширины 2𝑛/2(2𝑛 + 4). 
Доказательство. Квантовая OBDD, построенная в доказательстве Теоремы 6, вы-

числяет функцию 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛 с нулевой ошибкой, а следовательно недетерминированно. 

Теорема 7. Для любого порядка считывания переменных QOBDD, недетерминиро-

ванно вычисляющая функцию 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛, имеет ширину Ω(2𝑛/2). 
Доказательство. Пусть 𝑄  – произвольная NQOBDD, вычисляющая функцию 

𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛 и использующая порядок 𝜋 считывания переменных. Зафиксируем значения пе-

ременных принадлежности таким образом, чтобы в соответствии с порядком 𝜋 ровно 

𝑛/2 первых считанных переменных значения принадлежали последовательности 𝜶, 𝑛/2 

последних считанных переменных значения принадлежали последовательности 𝜷. Ра-

боту программы 𝑄  на получившихся наборах можно рассматривать как вычисление 

функции 𝐸𝑄𝑛 , при использовании порядка, когда одна половина набора считывается 

строго после другой половины. Согласно Теореме 4, ширина программы в этом случае 

Ω(2𝑛/2).  

2.3. Иерархия для NQOBDD 

Обозначим через 𝑁𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
𝑑, и 𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛

𝑑 классы булевых функций, зависящих от 

𝑛 переменных, вычислимых недетерминированными и квантовыми недетерминирован-

ными OBDD шириной не более 𝑑, соответственно.  

В работе [12] представлена иерархия классов сложности для квантовых и класси-

ческих недетерминированных OBDD линейной и сублинейной ширины.  

В частности, было показано следующее: 
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Для любых 𝑛 > 1 и 1 <  𝑑 ≤  𝑛 выполняется: 

 𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
𝑑−1 ⊊ 𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛

𝑑. 

 𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
𝑑1  и 𝑁𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛

𝑑2  несравнимы для любых пар (𝑑1, 𝑑2), удовлетворя-

ющих условию 1 <  𝑑1, 𝑑2 ≤  𝑛/2. 

В данной работе мы представляем иерархию для квантовых недетерминированных 

OBDD сверхлинейной ширины. 

Теорема 8. Для любых 𝑛 >  3, 2 ≤  𝑑 ≤  2𝑛/4 выполняется 

𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
𝑑−1 ⊊  𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛

4𝑑 (𝑙𝑜𝑔 𝑑 + 1)
  . 

Доказательство. Включение 𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
𝑑−1 ⊆  𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛

4𝑑(𝑙𝑜𝑔 𝑑 + 1)
 очевидно. По-

кажем, что эти классы не совпадают. На основе функции 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛 определим функцию 

𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛
𝑘, где 𝑘 ≤  𝑛, 𝑘 кратно 4, при этом 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛

𝑘 существенным образом зависит от пер-

вых 𝑘  переменных и 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛
𝑘  ≡ 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑘  . Согласно Теореме 6, 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛

4𝑙𝑜𝑔 𝑑
∈

𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
4𝑑(𝑙𝑜𝑔 𝑑 + 1)

 . Согласно Tеореме 7, 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛
4𝑙𝑜𝑔 𝑑

∉ 𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
𝑑−1. 

Заключение 

В статье исследуется модель недетерминированных квантовых упорядоченных 

диаграмм решений (NQOBDD) большой ширины. Рассматривается функция ''Равен-

ство'', для которой сложность вычисления в классических OBDD существенно зависит 

от порядка считывания переменных: ширина программы равна 3 для наилучшего по-

рядка и экспоненциальна для наихудшего порядка. В работе доказываются нижние 

оценки сложности вычисления этой функции в модели NQOBDD: линейная нижняя 

оценка для наилучшего порядка считывания и экспоненциальная нижняя оценка для 

наихудшего порядка. Показывается, что полученные нижние оценки точны. Конструи-

руется функция, для которой доказывается экспоненциальная нижняя оценка для кван-

товой модели для любого порядка считывания переменных. Строится квантовый алго-

ритм для вычисления данной функции в модели NQOBDD. Доказывается результат о 

соотношении классов сложности, основанных на квантовых и классических недетерми-

нированных OBDD большой ширины.  
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