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Аннотация. Граф Шилла с b2=c2, имеющий собственное значение θ2=0 имеет массив 

пересечений {b(b+1)s,(bs+s+1)(b-1),bs;1,bs,(b2-1)s}. Из 55 графов с b<100 только семь не 

лежат в серии {4s3+6s2+2s,4s3+4s2+2s,2s2+s;1,2s2+s,4s3+4s2}. В работе изучаются графы 

Шилла с b2=c2, имеющие  собственное значение θ2=0, и массив пересечений {4𝑠3 + 6𝑠2 +
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Abstract. The Shilla graph with b2=c2 and eigenvalue θ2=0 has intersection array 

{b(b+1)s,(bs+s+1)(b-1),bs;1,bs,(b2-1)s}. There are only seven graphs out of 55 with b<100 do not 

lie in the series {4s3+6s2+2s,4s3+4s2+2s,2s2+s;1,2s2+s,4s3+4s2}. 

This paper studies the Shilla graphs with b2=c2, eigenvalue θ2=0 and intersection array {4𝑠3 +
6𝑠2 + 2𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2 + 2𝑠, 2𝑠2 + 𝑠; 1,2𝑠2 + 𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2}. 

Keywords: block diagram; distance-regular graph; Shilla graph 

For citation: Makhnev, А. А., Bitkina, V. V. and Gutnova, A. K. (2024), "On Shilla Graphs Γ With 

b2=c2 Having Eigenvalue θ2=0", Bulletin of Perm University. Mathematics. Mechanics. Computer 

Science, no. 3(66), pp. 16-22. DOI: 10.17072/ 1993-0550-2024-3-16-22. https://elibrary.ru/fhyiex. 

Acknowledgments: The research was supported by the Natural Science Foundation of China (Pro-

ject No. 12171126), the Science Foundation of Hainan Province (Project No. 621RC510), and a 

grant from the Engineering Modeling and Statistical Computing Laboratory of Hainan Province. 

The article was submitted 09.08.2024; approved after reviewing 12.09.2024; accepted for publication 

07.10.2024. 

Введение 

Рассматриваются неориентированные графы без петель и кратных ребер. Если 

a, b – вершины графа Γ, то через d(a,b) обозначается расстояние между a и b, а через 

Γi(a) – подграф графа Γ, индуцированный множеством вершин, которые находятся 

на расстоянии i в Γ от вершины a. Подграф Γ1(a) называется окрестностью вершины 

a и обозначается через [a]. Через 𝑎⊥обозначается подграф, являющийся шаром ради-

уса 1 с центром a. 

Граф Γ называется регулярным графом степени k, если [a] содержит точно k 

вершин для любой вершины a из Γ. Граф Γ называется реберно регулярным графом 

с параметрами (v,k,λ), если Γ содержит v вершин, является регулярным степени k, 

и каждое ребро из Γ лежит в λ треугольниках. Граф Γ называется вполне регулярным 

графом с параметрами (v,k,λ,μ), если Γ реберно регулярен с соответствующими па-

раметрами и подграф [𝑎] ∩ [𝑏] содержит μ вершин в случае d(a,b)=2. Вполне регу-

лярный граф диаметра 2 называется сильно регулярным графом. Число вершин в 

[𝑎] ∩ [𝑏] обозначим через λ(a,b) (через μ(a,b)), если d(a,b)=1 (если d(a,b)=2), а соот-

ветствующий подграф назовем (μ-) λ-подграфом. 

Если вершины u, w находятся на расстоянии i в Γ, то через bi(u, w) (через 

ci(u,w)) обозначим число вершин в пересечении Γi+1(u) (в пересечении Γi-1(u)) с [w]. 

Граф диаметра d называется дистанционно регулярным с массивом пересечений 

{b0,...,bd-1;c1,...,cd}, если значения bi=bi(u,w) и ci=ci(u,w) не зависит от выбора вершин 

u, w на расстоянии i. Положим ai=k-bi-ci и ki=|Γi(u)| (значение ki не зависит от выбора 

вершины u). Числа пересечений графа 𝑝𝑖𝑗
𝑙  и параметры Крейна 𝑞𝑖𝑗

𝑙  определены в [1] 

(стр. 43 и 48 соответственно). 

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра d. Для 𝑖 ∈
{1,2, … , 𝑑} граф Γi определен на множестве вершин графа Γ и две вершины u, w 

смежны в Γi тогда и только тогда, когда dΓ(u,w)=i. 

Графом Шилла называется дистанционно регулярный граф диаметра 3 с соб-

ственным значением θ1=a3 [2]. Для графа Шилла число a=a3 делит k и полагают 

b=b(Γ)=k/a. Граф Шилла имеет массив пересечений {𝑎𝑏, (𝑎 + 1)(𝑏 −

1), 𝑏2; 1, 𝑐2, 𝑎(𝑏 − 1)}. 

https://elibrary.ru/ajuxpc
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Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра 3 с собственным 

значением θ2=0. Тогда Γ имеет массив пересечений {𝑥𝑦 + 𝑦𝑧, 𝑦𝑧 − 𝑦, 𝑥𝑦 − 𝑥; 1, 𝑥 +
𝑧, 𝑦𝑧} [3]. Если 𝑥𝑦 − 𝑥 = 𝑥 + 𝑧, то 𝑧 = 𝑥(𝑦 − 2) и мы имеем двупараметрический мас-

сив пересечений {𝑥𝑦 + 𝑥(𝑦 − 2)𝑦, 𝑥(𝑦 − 2)𝑦 − 𝑦, 𝑥𝑦 − 𝑥; 1, 𝑥𝑦 − 𝑥, 𝑥(𝑦 − 2)𝑦}. 
Если Γ дополнительно является графом Шилла с b2=c2, то либо 2𝑠 + 1 ≤  𝑏 − 2, 

либо Γ имеет массив пересечений {4𝑠3 + 6𝑠2 + 2𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2 + 2𝑠, 2𝑠2 + 𝑠; 1,2𝑠2 +
𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2}. 

В работе изучаются графы Шилла Γ с b2=c2 и собственным значением θ2=0. 

Теорема 1. Дистанционно регулярный граф c массивом пересечений {4𝑠3 + 6𝑠2 +
2𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2 + 2𝑠, 2𝑠2 + 𝑠; 1,2𝑠2 + 𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2}не существует. 

1. Тройные числа пересечений 

В доказательстве теорем используются тройные числа пересечений [4]. 

Пусть Γ –  дистанционно регулярный граф диаметра d. Если u1, u2, u3 – вершины 

графа Γ, r1, r2, r3 –  неотрицательные целые числа, не большие d, то {𝑢1𝑢2𝑢3; 𝑟1𝑟2𝑟3} 

– множество вершин 𝑤 ∈  𝛤 таких, что d(w,ui)=ri, [𝑢1𝑢2𝑢3; 𝑟1𝑟2𝑟3] = |{𝑢1𝑢2𝑢3; 𝑟1𝑟2𝑟3} |. 
Числа [𝑢1𝑢2𝑢3; 𝑟1𝑟2𝑟3] называются тройными числами пересечений. Для фиксирован-

ной тройки вершин u1, u2, u3 вместо [𝑢1𝑢2𝑢3; 𝑟1𝑟2𝑟3] будем писать [r1r2r3].  

Пусть u, v, w – вершины графа Γ, W=d(u,v), U=d(v,w), V=d(u,w). Так как имеется 

точно одна вершина x=u такая, что d(x,u)=0, то число [0jh] равно 0 или 1. Отсюда 

[0jh]=δjW δhV . Аналогично, [i0h]=δiW δhU и [ij0] = δiU δjV . 

Другое множество уравнений можно получить, фиксируя расстояние между 

двумя вершинами из {u,v,w} и, сосчитав число вершин, находящихся на всех возможных 

расстояниях от третьей, получим: 

∑ [𝑙𝑗ℎ] =𝑑
𝑙 𝑝𝑗ℎ

𝑈 − [0𝑗ℎ], ∑ [𝑖𝑙ℎ]𝑑
𝑙 = 𝑝𝑖ℎ

𝑉 − [𝑖0ℎ], ∑ [𝑖𝑗𝑙]𝑑
𝑙 = 𝑝𝑖𝑗

𝑊 − [𝑖𝑗0]. (+) 

При этом некоторые тройки исчезают. При |i-j|>W или i+j<W имеем pij
W = 0, по-

этому [ijh]=0 для всех h∈{0,…,d}. 

Положим 𝑆{𝑖𝑗ℎ}(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ∑ 𝑄𝑟𝑖𝑄𝑠𝑗𝑄𝑡ℎ [
𝑢𝑣𝑤
𝑟𝑠𝑡

]𝑑
𝑟,𝑠,𝑡=0 , где Qij – элементы дуальной 

матрицы собственных значений Q. Если параметр Крейна 𝑞𝑖𝑗
ℎ = 0, то Sijh(u,v,w)=0. 

Зафиксируем вершины u, v, w дистанционно регулярного графа Γ диаметра 3 

и положим {𝑖𝑗ℎ} = {𝑢𝑣𝑤; 𝑖𝑗ℎ}, [𝑖𝑗ℎ] = [𝑢𝑣𝑤; 𝑖𝑗ℎ], [𝑖𝑗ℎ]′ = [𝑢𝑣𝑤; 𝑖ℎ𝑗], [𝑖𝑗ℎ]∗ = [𝑢𝑣𝑤; 𝑗𝑖ℎ] 

и [𝑖𝑗ℎ]~ = [𝑢𝑣𝑤; ℎ𝑗𝑖]. Вычисление [𝑖𝑗ℎ]′, [𝑖𝑗ℎ]∗ и [𝑖𝑗ℎ]~ (симметризация массива 

тройных чисел пересечений)        может дать новые соотношения, позволяющие дока-

зать несуществование графа. 

2. Доказательство теоремы 1 

В этом разделе Γ – дистанционно регулярный граф  с массивом пересечений 

{4𝑠3 + 6𝑠2 + 2𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2 + 2𝑠, 2𝑠2 + 𝑠; 1,2𝑠2 + 𝑠, 4𝑠3 + 4𝑠2}. Тогда Γ имеет 1 +
4𝑠3 + 6𝑠2 + 2𝑠 + 4(𝑠 + 1)(2𝑠3 + 2𝑠2 + 𝑠) + (2𝑠2 + 2𝑠 + 1)(2𝑠 + 1) вершин, неглав-

ные собственные значения 2(𝑠 + 1)𝑠, 0, −(2𝑠2 + 2𝑠 + 1) кратностей 4𝑠3 + 8𝑠2 +
4𝑠 + 1, 2(4𝑠3 + 8𝑠2 + 4𝑠 + 1)𝑠, 4(𝑠 + 1)2𝑠 и числа пересечений 

𝑝11
1 = 2𝑠2 − 1, 𝑝12

1 = 4𝑠3 + 4𝑠2 + 2𝑠, 
𝑝22

1 = 8𝑠4 + 8𝑠3 + 4𝑠2, 
𝑝23

1 = 4𝑠3 + 4𝑠2 + 2𝑠, 𝑝33
1 = 2𝑠2 + 2𝑠 + 1; 
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𝑝11
2 = 2𝑠2 + 𝑠, 𝑝12

2 = 4𝑠3 + 2𝑠2, 
𝑝13

2 = 2𝑠2 + 𝑠, 
𝑝22

2 = 8𝑠4 + 8𝑠3 + 8𝑠2 + 2𝑠 − 2, 
𝑝23

2 = 4𝑠3 + 2𝑠2 + 2𝑠 + 1, 𝑝33
2 = 2𝑠2 + 𝑠; 

 
𝑝12

3 = 4𝑠3 + 4𝑠2, 𝑝13
3 = 2𝑠2 + 2𝑠, 

𝑝22
3 = 8𝑠4 + 8𝑠3 + 4𝑠2 + 4𝑠, 

𝑝23
3 = 4𝑠3 + 4𝑠2, 𝑝33

3 = 2𝑠. 

Пусть u, v, w – вершины графа Γ, {𝑟𝑠𝑡} = {𝑢𝑣𝑤; 𝑟𝑠𝑡} и [𝑟𝑠𝑡] = [𝑢𝑣𝑤; 𝑟𝑠𝑡]. По-

ложим Σ=Γ3(u), Λ=Σ2. Тогда Λ является регулярным графом степени 𝑝23
3 = 4𝑠3 + 4𝑠2 

на 𝑘3 = (2𝑠2 + 2𝑠 + 1)(2𝑠 + 1) вершинах. 

Лемма 1. Пусть d(u,v)=d(u,w)=3, d(v,w)=1. Тогда выполняются следующие 

утверждения: 

[122] = 𝑟14, 
[123] = [132] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 𝑟14, 
[133] = −4𝑠3 − 2𝑠2 + 2𝑠 + 𝑟14; 

 
[211] = 𝑟12, 
[212] = [221] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 𝑟12, 
[222] = 8𝑠4 + 4𝑠3 + 2𝑠 + 𝑟12 + 𝑟13 − 𝑟14, 
[223] = [232] = 2𝑠 − 𝑟13 + 𝑟14, 
[233] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠 + 𝑟13 − 𝑟14; 

 
[311] = 2𝑠2 − 1 − 𝑟12, [312] = [321] = 2𝑠 + 𝑟12, 
[322] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠 − 𝑟12 − 𝑟13, 
[323] = [332] = 𝑟13, [333] = 2𝑠 − 𝑟13, 

где 𝑟13 ≤ 2𝑠, 𝑟12 ≤  2𝑠2 − 1, 4𝑠3 + 2𝑠2 − 2𝑠 ≤ 𝑟14 ≤ 4𝑠3 + 4𝑠2. 

Доказательство. Упрощения формул (+). 

По лемме 1 имеем [322] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠 − 𝑟12 − 𝑟13 ≤ 4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠.  

Так как {𝑢, 𝑤} ∪ Λ(𝑢) ∪ Λ(𝑤) содержит 2 + 8𝑠3 + 8𝑠2 − [322] вершин, то 

4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1 ≤  [322] ≤ 4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠. 

Лемма 2. Пусть d(u,v)=d(u,w)=d(v,w)=3. Тогда выполняются следующие 

утверждения: 

[122] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 𝑟36, 
[123] = [132] = 𝑟36, [133] = 2𝑠2 + 2𝑠 − 𝑟36; 

 
[212] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 1 − 𝑟34 − 𝑟37, 
[213] = 2𝑠2 + 1 + 𝑟34 + 𝑟37, [221] = 𝑟35, 
[222] = 8𝑠4 + 4𝑠3 + 4𝑠 + 𝑟34 − 𝑟35 + 𝑟36, 
[223] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 𝑟34 − 𝑟36, 
[231] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 𝑟35, 
[232] = 2𝑠2 + 1 + 𝑟35 − 𝑟36 + 𝑟37, 
[233] = −2𝑠2 − 1 + 𝑟36 − 𝑟37; 
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[312] = 2𝑠2 + 1 + 𝑟34 + 𝑟37, 
[313] = 2𝑠 − 1 − 𝑟34 − 𝑟37, [321] = 4𝑠3 + 4𝑠2 − 𝑟35, 
[322] = −𝑟34 + 𝑟35, [323] = 𝑟34, 
[332] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 1 − 𝑟35 − 𝑟37, 
[333] = 𝑟37, 

где 𝑟36 ≤ 2𝑠2 + 2𝑠, 𝑟35 + 𝑟37 ≤ 4𝑠3 + 2𝑠2 − 1, 𝑟35 ≤ 4𝑠3 + 4𝑠2, 𝑟34 + 𝑟37 ≤ 2𝑠 − 1. 
Доказательство. Упрощения формул (+). 

По лемме 2 имеем [322] = −𝑟34 + 𝑟35 ≤ 4𝑠3 + 2𝑠2 − 1. Как и выше, 4𝑠3 +
2𝑠2 − 4𝑠 + 1 ≤ [322]. 

Найдем число ребер d между Λ(v) и Λ2(v). Так как 𝑝13
3 = 2𝑠2 + 2𝑠, 𝑝23

3 = 4𝑠3 +
4𝑠2, 𝑝33

3 = 2𝑠, то (2𝑠2 + 4𝑠)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤ 𝑑 ≤ (2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 + 4𝑠2 −

2𝑠) + 2𝑠(4𝑠3 + 2𝑠2 − 1). С другой стороны, 𝑑 = (4𝑠3 + 4𝑠2)(4𝑠3 + 4𝑠2 − 1 − 𝜆), 

поэтому (2𝑠2 + 4𝑠)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤ (4𝑠3 + 4𝑠2)(4𝑠3 + 4𝑠2 − 1 − 𝜆) ≤

2𝑠((𝑠 + 1)(4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠) + (4𝑠3 + 2𝑠2 − 1)), (𝑠2 + 2)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1)/

(2𝑠2 + 2𝑠) ≤ 4𝑠3 + 4𝑠2 − 1 − 𝜆 ≤ (4𝑠4 + 12𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠 − 1)/(2𝑠2 + 2𝑠) и 4𝑠3 +

4𝑠2 − 1 − (𝑠2 + 2)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1)/(2𝑠2 + 2𝑠) ≤ 𝜆 ≤ 4𝑠3 + 4𝑠2 − 1 − (4𝑠4 +
12𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠 − 1)/(2𝑠2 + 2𝑠), где λ – среднее значение параметра λ(Λ). 

Лемма 3. Пусть d(u,v)=d(u,w)=3,d(v,w)=2. Тогда выполняются следующие 

утверждения: 

[121] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑟23 − 𝑟24 + 𝑟25, 
[122] = −𝑠 + 𝑟23 + 𝑟24 − 𝑟25 + 𝑟27, 
[123] = 2𝑠2 + 𝑠 − 𝑟27, 
[131] = −4𝑠3 + 𝑠 + 𝑟23 + 𝑟24 − 𝑟25, 
[132] = 4𝑠3 + 2𝑠2 + 𝑠 − 𝑟23 − 𝑟24 + 𝑟25 + 𝑟27, 
[133] = 𝑟27; 

 

[211] = 𝑟24, [212] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑠 − 𝑟24 + 𝑟28, 
[213] = 2𝑠2 + 𝑠 − 𝑟28, [221] = 𝑟23, 
[222] = 8𝑠4 + 4𝑠3 + 6𝑠2 + 3𝑠 − 2 + 𝑟24 − 𝑟26 − 𝑟28, 
[223] = 4𝑠3 − 2𝑠2 + 𝑠 + 1 − 𝑟23 − 𝑟24 + 𝑟26 + 𝑟28, 
[231] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑟23 − 𝑟24, 
[232] = 𝑟26, [233] = 2𝑠2 + 𝑟23 + 𝑟24 − 𝑟26; 

 

[311] = 2𝑠2 + 𝑠 − 𝑟24, [312] = 𝑠 + 𝑟24 − 𝑟28, 
[313] = 𝑟28, [321] = 𝑟24 − 𝑟25, 
[322] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑟23 − 2𝑟24 + 𝑟25 + 𝑟26 − 𝑟27 + 𝑟28, 
[323] = 2𝑠2 + 𝑟23 + 𝑟24 − 𝑟26 + 𝑟27 − 𝑟28, 
[331] = 𝑟25, [332] = 𝑠 + 𝑟23 + 𝑟24 − 𝑟25 − 𝑟26 + 𝑟27, 
[333] = 𝑠 − 𝑟23 − 𝑟24 + 𝑟26 − 𝑟27, 

где 𝑟24, 𝑟27, 𝑟28 ≤  2𝑠2 + 𝑠, 𝑟23 + 𝑟24 ≤ 4𝑠3 + 2𝑠2, 𝑟25 ≤ 𝑟24. 

Доказательство. Упрощения формул (+). 

По лемме 3 имеем [322] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑟23 − 2𝑟24 + 𝑟25 + 𝑟26 − 𝑟27 + 𝑟28. Как и 

выше, 4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 − 1 ≤ [322]. 
Симметризация [133] = 𝑟27 = 𝑟27

′ , [211] = 𝑟24 = 𝑟24
′ , [212] = 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑠 −

𝑟24 + 𝑟28 = [221]′ = 𝑟23
′ , поэтому 4𝑠3 + 2𝑠2 − 𝑠 = 𝑟24 − 𝑟28 + 𝑟23

′ . 
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Пусть d(u,v)=3. 

Подсчитаем число f1 пар вершин y, z на расстоянии 1 в графе Γ, где 𝑦 ∈ {𝑢𝑣; 31} 

и 𝑧 ∈  {𝑢𝑣; 32}. С одной стороны, по лемме 1 имеем [321] = 2𝑠 + 𝑟12, где 𝑟12 ≤  2𝑠2 −
1, поэтому 2𝑠(2𝑠2 + 2𝑠) ≤ 𝑓1 ≤ (2𝑠2 + 2𝑠)(2𝑠2 + 2𝑠 − 1).  

С другой стороны, по лемме 3 имеем [311] = 2𝑠2 + 𝑠 − 𝑟24, поэтому 2𝑠(2𝑠2 +

2𝑠) ≤ 𝑓1 = − ∑ 𝑟24
𝑖

𝑖 + 𝑝23
3 (2𝑠2 + 𝑠) ≤ (2𝑠2 + 2𝑠)(2𝑠2 + 2𝑠 − 1), 𝑝23

3 (2𝑠2 + 𝑠) −
(2𝑠2 + 2𝑠)(2𝑠2 + 2𝑠 − 1) ≤  ∑ 𝑟24

𝑖
𝑖 ≤ 𝑝23

3 (2𝑠2 + 𝑠) − 2𝑠(2𝑠2 + 2𝑠) и 2𝑠2 + 𝑠 −

(2𝑠2 + 2𝑠 − 1)/(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1)  ≤  ∑ 𝑟24
𝑖

𝑖 /𝑝23
3  ≤ 2𝑠2 + 𝑠 − 2𝑠/(4𝑠3 + 2𝑠2 −

4𝑠 + 1). 
Подсчитаем число f2 пар вершин y, z на расстоянии 2 в графе Γ, где 𝑦 ∈  {𝑢𝑣; 31} 

и 𝑧 ∈  {𝑢𝑣; 32}. С одной стороны, по лемме 1 имеем 4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1 ≤  [322] ≤
 4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠, поэтому (2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤  𝑓2 ≤  (2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 +
4𝑠2 − 2𝑠). С другой стороны, по лемме 3 имеем [312] = 𝑠 + 𝑟24 − 𝑟28, поэтому 

(2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤  𝑓2 = ∑ (𝑟24
𝑖 − 𝑟28

𝑖 )𝑖 + 𝑝23
3  𝑠 ≤  (2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 +

4𝑠2 − 2𝑠), −𝑝23
3  𝑠 + (2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤  ∑ (𝑟24

𝑖 − 𝑟28
𝑖 )𝑖 ≤ −𝑝23

3  𝑠 +
(2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠) и −𝑠 + 1 ≤  ∑ (𝑟24

𝑖 − 𝑟28
𝑖 )𝑖 /𝑝23

3 ≤  −𝑠 + (4𝑠3 + 4𝑠2 −
2𝑠)/(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1). 
Отсюда 𝑠 − (4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠)/(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤  ∑ (𝑟28

𝑖 − 𝑟24
𝑖 )𝑖 /𝑝23

3 ≤  𝑠 − 1. 

Подсчитаем число f3 пар вершин y, z на расстоянии 3 в графе Γ, где 𝑦 ∈  {𝑢𝑣; 31} 

и 𝑧 ∈  {𝑢𝑣; 32}. С одной стороны, по лемме 1 имеем [323] = 𝑟34, где 𝑟34 ≤  2𝑠 − 1, 

поэтому 0 ≤  𝑓3 ≤  (2𝑠2 + 2𝑠)(2𝑠 − 1). С другой стороны, по лемме 3 имеем [313] =
𝑟28, поэтому 0 ≤  𝑓1 = ∑ 𝑟28

𝑖
𝑖 ≤  (2𝑠2 + 2𝑠)(2𝑠 − 1) и ∑ 𝑟28

𝑖
𝑖 /((2𝑠2 + 2𝑠)(4𝑠3 +

2𝑠2 − 4𝑠 + 1)) ≤  (2𝑠 − 1)/(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1). 

Таким образом, 𝑠 − (4𝑠3 + 4𝑠2 − 2𝑠)/(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) ≤  ∑ (𝑟28
𝑖 − 𝑟24

𝑖 )𝑖 /
𝑝23

3 ≤  (2𝑠 − 1)/(4𝑠3 + 2𝑠2 − 4𝑠 + 1) и 𝑠 = 1. 

Теорема 1 доказана. 
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