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Abstract. The optimal control problem of the minimum of a multipoint functional defined on 

solutions of a nonlinear integral equation is considered, and implicit necessary conditions for 

optimality of the first and second orders are obtained. Also using them, an analogue of the Euler 

equation was established and constructively verifiable necessary conditions for second-order 

optimality were obtained. Singular optimality controls in the classical sense have been studied. 
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Введение 

Многие сложные процессы описываются различными интегральными уравнени-

ями типа Вольтерра (см. напр. [1–6]). Поэтому изучаются различные задачи оптималь-

ного управления, описываемые интегральными уравнениями. В работах [1, 7–9] и др. 

исследованы ряд задач оптимального управления, описываемые интегральными уравне-

ниями типа Вольтерра с критериями качества типа Лагранжа или же терминального типа, 

и установлены некоторые необходимые условия оптимальности первого порядка при 

различных предположениях на данные задачи. 

Но нередко условия оптимальности первого порядка, вырождаясь, становятся не-

эффективными (см. напр. [10]). Поэтому возникает необходимость в получении необхо-

димых условий оптимальности высокого, в частности второго, порядка. Они позволяют 

также сузить множество допустимых управлений, подозрительных на оптимальность.  

В предлагаемой работе рассматривается задача о минимуме многоточечного функци-

онала, определенного на решениях нелинейного интегрального уравнения, порожденных 

всевозможными кусочно-непрерывными управляющими функциями (с конечным числом 

точек разрыва первого рода) при предположении об открытости области управления. 

Для начала были получены неявные необходимые условия оптимальности первого 

и второго порядков. Используя их, был установлен аналог уравнения Эйлера (необходи-

мое условие оптимальности первого порядка), и получен ряд конструктивно проверяе-

мых необходимых условий оптимальности второго порядка.   

В конце работы изучены особые в классическом смысле [10] управления на опти-

мальность. 

Постановка задачи  

Предположим, что управляемый объект описывается на заданном отрезке времени 

[𝑡0, 𝑡1] системой нелинейных одномерных интегральных уравнений типа Вольтерра.  

𝑧(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡1, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))𝑑𝜏 ,

𝑡

𝑡0

  𝜏, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1].                                           (1) 
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Здесь 𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧, 𝑢) – заданная n-мерная вектор-функция непрерывная по совокупно-

сти переменных вместе с частными производными по ( 𝑧, 𝑢) до второго порядка вклю-

чительно, 𝑢(𝑡) – 𝑟-мерный кусочно-непрерывный (с конечным числом точек разрыва 

первого рода) вектор управляющих воздействий со значениями из заданного непустого, 

ограниченного и открытого множества  𝑈 –   𝑟-мерного линейного пространства 𝑅𝑟 т.е.  

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟 , 𝑡 ∈ [𝑡0𝑡1].                                                   (2) 

Каждую управляющую функцию с вышеприведенными свойствами назовем допу-

стимым управлением.  

Предполагается, что при заданном допустимом управлении 𝑢(𝑡)  интегральное урав-

нение (1) имеет единственное непрерывное решение 𝑧(𝑡) интегрального уравнения (1). 

На решениях интегрального уравнения (1), порожденных допустимыми управле-

ниями, определим многоточечный функционал:  

𝐽(𝑢) = 𝜑(𝑧(𝑇1), 𝑧(𝑇2), … , 𝑧(𝑇𝑘)).                                            (3) 

Здесь 𝜑(𝑧1, 𝑧2, … 𝑧𝑘) – заданная непрерывно-дифференцируемая скалярная функ-

ция, а  𝑇𝑖 ∈ (𝑡𝑜 , 𝑡1],     𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅ – заданные точки, причем  

𝑡0 < 𝑇1 < 𝑇2 < ⋯ < 𝑇𝑘 ≤ 𝑡1. 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала (3) при ограничениях (1), (2).  

Допустимое управление, доставляющее минимальное значение функционалу (3) 

при ограничениях (1), (2), назовем оптимальным управлением. 

Целью работы является вывод необходимых условий оптимальности первого и вто-

рого порядков, носящие конструктивный характер. Как видно, многоточечный функци-

онал (3) является более общим, чем терминальный функционал.  

Вычисление первых и вторых вариаций функционала качества 

Предположим, что   (𝑢(𝑡), 𝑧(𝑡)) и (�̅�(𝑡) = 𝑢(𝑡) + ∆𝑢(𝑡), 𝑧̅(𝑡) = 𝑧(𝑡) + ∆𝑧(𝑡)) неко-

торые допустимые процессы. 

Тогда ясно, что приращение ∆𝑧(𝑡) будет решением интегрального уравнения 

∆𝑧(𝑡) = ∫ ( 𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧̅(𝜏), �̅�(𝜏)) −  𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))) 𝑑𝜏.

𝑡

𝑡0

                                     (4) 

Запишем приращение многоточечного функционала (3): 

∆𝐽(𝑢) = 𝐽(�̅�) − 𝐽(𝑢) = 𝜑(𝑧̅(𝑇1), 𝑧̅(𝑇2) … 𝑧̅(𝑇𝑘)) − 𝜑(𝑧(𝑇1), 𝑧(𝑇2) … 𝑧(𝑇𝑘)).  (5) 

Пусть  𝜓(𝑡) пока произвольная n – мерная вектор-функция. 

Тогда из тождества (4) получим, что 

∫ 𝜓(𝑡)∆𝑧(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑡1

𝑡0

= ∫ [∫ 𝜓(𝑡) ( 𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧̅(𝜏), �̅�(𝜏)) − 𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))) 𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

]
𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 .                (6) 

Из формулы (6), применяя формулу Дирихле (см. напр. [11], с. 136), будем иметь 

∫ 𝜓(𝑡)∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ [∫ 𝜓(𝜏) ( 𝑓(𝜏, 𝑡, 𝑧̅(𝑡), �̅�(𝑡)) −  𝑓(𝜏, 𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡))) 𝑑𝜏
𝑡1

𝑡

]
𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡

𝑡

𝑡

.           (7) 

Далее из соотношения (4) следует, что  

∆𝑧(𝑇𝑖) = ∫ (𝑓(𝑇𝑖, 𝑡, 𝑧̅(𝑡), �̅�(𝑡))
𝑇𝑖

𝑡0

−𝑓(𝑇𝑖, 𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡))) 𝑑𝑡. 
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Пусть 𝛼𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅  характеристические функции на отрезках [𝑡0, 𝑇𝑖], 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅. 

Тогда последнее соотношение может быть записано в виде 

∆𝑥(𝑇𝑖) = ∫ 𝛼𝑖(𝑡) ( 𝑓(𝑇𝑖 , 𝑡, 𝑧̅(𝑡), �̅�(𝑡)) − 𝑓(𝑇𝑖, 𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡))) 𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

.                        (8) 

Используя формулу Tейлoра из (5), получим, что  

∆𝐽(𝑢) = ∑
𝜕𝜑(𝑧(𝑇1), 𝑧(𝑇2), … , 𝑧(𝑇𝑘))

𝜕𝑧𝑖

𝑘

𝑖=1

∆𝑧(𝑇𝑖) + 

+
1

2
∑ ∑ ∆𝑧(𝑇𝑖)

𝜕2𝜑(𝑧(𝑇1), 𝑧(𝑇2), … . , 𝑧(𝑇𝑘))

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗

𝑘

𝐽=1

𝑘

𝑖=1

∆𝑧(𝑇𝑗) + 𝑜1 ([∑‖∆𝑧(𝑇𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

]

2

).           (9) 

Заметим, что здесь выражение ‖𝑎‖ является нормой вектора  𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛 ) в 

𝑅𝑛,  которая вычисляется по формуле ‖𝑎‖ = ∑ |𝑎𝑖|
𝑘
𝑖=1 , а () штрих – операция транспони-

рования.   

Учитывая формулы (7) и (8) в формуле приращения (9) получим 

∆𝐽(𝑢) = ∫
𝜕𝜑(𝑧(𝑇1), 𝑧(𝑇2), … , 𝑧(𝑇𝑘))

𝜕𝑧𝑖

𝑡1

𝑡0

𝛼𝑖(𝑡) ( 𝑓(𝑇𝑖, 𝑡, 𝑧̅(𝑡), �̅�(𝑡)) + 𝑓(𝑇𝑖, 𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡))) 𝑑𝑡 + 

+ ∫ 𝜓(𝑡)∆𝑧(𝑡)𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

− ∫ [∫ 𝜓(𝜏) ( 𝑓(𝜏, 𝑡, 𝑧̅(𝑡), �̅�(𝑡)) − 𝑓(𝜏, 𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡))) 𝑑𝜏
𝑡1

𝑡

] 𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

+ 

+
1

2
∑ ∑ ∆𝑧(𝑇𝑖)

𝜕2𝜑(𝑧(𝑇1), 𝑧(𝑇2), … . , 𝑧(𝑇𝑘))

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗

𝑘

𝑗=1

𝑘

𝑖=1

∆𝑧(𝑇𝑗) + 𝑜1 ([∑(∆𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖))

𝑘

𝑖=1

]

2

).      (10) 

Теперь для рассматриваемой задачи оптимального управления введем аналог функ-

ции Гамильтона–Понтрягина в виде: 

𝐻 (𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡) ) = 

= − ∑ 𝛼𝑖(𝑡)

𝑘

𝑖=1

𝜕𝜑(𝑧(𝑇1), 𝑧(𝑇2), . , 𝑧(𝑇𝑘))

𝜕𝑧𝑖
𝑓(𝑇𝑖, 𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡)) + 

+ ∫ 𝜓(𝜏)𝑓(𝜏, 𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝜏

𝑡1

𝑡

 . 

Учитывая вид функции Гамильтона–Понтрягина в формуле (10), получим 

∆𝐽(𝑢) = − ∫ 𝜓(𝑡)∆𝑧(𝑡)𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ (𝐻 (𝑡, 𝑧̅(𝑡), �̅�(𝑡), �̅�(𝑡)) − 𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))) 𝑑𝑡 +
𝑡1

𝑡0

 

+
1

2
∑ ∑ ∆𝑧(𝑇𝑖)

𝜕𝜑(𝑧(𝑇1), 𝑧(𝑇2), … , 𝑧(𝑇𝑘))

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗

𝑘

𝑗=1

𝑘

𝑖=1

∆𝑧(𝑇𝑗) + 𝑜1 ([∑(∆𝑧(𝑇𝑖))

𝑘

𝑖=1

]

2

).     (11) 

А из формулы (11), на основании формулы Тейлора, будем иметь  

∆𝐽(𝑢) = − ∫ [
𝜕𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑧
∆𝑧(𝑡) +

𝜕𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢
∆𝑢(𝑡)] 𝑑𝑡 −

𝑡1

𝑡0
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−
1

2
∫ [∆𝑧(𝑡)

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑧2

𝑡1

𝑡0

∆𝑧(𝑡) + 2∆𝑢(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢𝜕𝑧
∆𝑧(𝑡) + 

+∆𝑢(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢2
∆𝑢(𝑡)] 𝑑𝑡 − ∫ 𝑜2([‖∆𝑧(𝑡)‖ + ‖∆𝑢(𝑡)‖]2)𝑑𝑡 +

𝑡1

𝑡0

            (12) 

+𝑜1 ([∑‖∆𝑧(𝑇𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

]

2

) + ∫ 𝜓(𝑡)∆𝑧(𝑡)𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

. 

Предположим, что 𝜓(𝑡) удовлетворяет соотношению 

𝜓(𝑡) =
𝜕𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑧
.                                                    (13) 

Соотношение (13) является линейным неоднородным интегральным уравнением 

относительно 𝜓(𝑡) (сопряженная система) [10–12]. 

При этом формула приращения (12) примет вид:  

∆𝐽(𝑢) = − ∫
𝜕𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢
∆𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

−
1

2
∫ [∆𝑧(𝑡)

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑧2

𝑡1

𝑡0

∆𝑧(𝑡)

+ 

+2∆𝑢(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢𝜕𝑧
∆𝑧(𝑡) +∆𝑢(𝑡)

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢2
∆𝑢(𝑡)] 𝑑𝑡 + 

+𝑜1 ([∑‖∆𝑧(𝑇𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

]

2

) − ∫ 𝑜2([‖∆𝑧(𝑡)‖ + ‖∆𝑢(𝑡)‖]2)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

.                           (14) 

В дальнейшем нам понадобится оценка нормы приращения траектории 𝑥(𝑡).  

Из формулы (4), переходя к норме, и используя условие Липшица получаем, что 

‖∆𝑧(𝑡)‖ ≤ 𝐿1 ∫[‖∆𝑧(𝜏)‖ + ‖∆𝑢(𝜏)‖]𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

, 

где 𝐿1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 некоторое постоянное.  

Применяя к последнему неравенству лемму Гронуолла–Беллмана (см. напр. [11]), 

получим, что  

‖∆𝑧(𝑡)‖ ≤ 𝐿2 ∫‖∆𝑢(𝜏)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

,                                                     (15) 

(𝐿2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0).  
Из уравнения (4) получаем, что ∆𝑧(𝑡) является решением линеаризованной си-

стемы уравнений 

                 ∆𝑧(𝑡) = − ∫ [
𝜕𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑧
∆𝑧(𝜏) + 

𝑡

𝑡0

+
𝜕𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑢
∆𝑢(𝜏) +𝑜3(‖∆𝑧(𝜏)‖ + ‖∆𝑢(𝜏)‖)]𝑑𝜏.                       (16) 

По предположению множество U (область управления) является открытой. 
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Поэтому специальное приращение допустимого управления 𝑢(𝑡) можно опреде-

лить по формуле  

∆𝑢𝜀(𝑡) = 𝜀𝛿𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1].                                                      (17) 

Здесь 𝜀 достаточно малое по абсолютной величине число, а 𝛿𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑟 , 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] 
произвольная кусочно-непрерывная и ограниченная вектор-функция.  

Через ∆𝑧𝜀(𝑡) обозначим специальное приращение траектории 𝑧(𝑡), отвечающее 

специальному приращению (17) управления 𝑢(𝑡). 

Из оценки (15) следует, что  

‖∆𝑧𝜀(𝑡)‖  ≤ 𝐿3𝜀, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1],                                                     (18) 

(𝐿3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0) 

Учитывая формулу (17) и оценку (18) в формуле (16), получим, что 

∆𝑧𝜀(𝑡) = ∫
𝜕𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑧
∆𝑧𝜀(𝜏)

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 + 𝜀 ∫
𝜕𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑢

𝑡

𝑡0

𝛿𝑢(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑜4(𝜀; 𝑡). 

При помощи этого разложения доказывается 

Лемма. Для специального приращения  ∆𝑧𝜀(𝑡) траектории 𝑧(𝑡) имеет место разло-

жение 

∆𝑧𝜀(𝑡) = 𝜀𝛿𝑧(𝑡) + 𝑜5(𝜀; 𝑡),                                                        (19) 

здесь 𝛿𝑧(𝑡) является решением линейного неоднородного интегрального уравнения 

Вольтерра 

            𝛿𝑧(𝑡) = ∫ [
𝜕𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝜏) +

𝜕𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑢
𝛿𝑢(𝜏)] 𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

.               (20) 

Лемма доказывается по схеме, аналогичной схеме из [10], используемой в случае 

задачи оптимального управления обыкновенными дифференциальными уравнениями. 

Учитывая разложение (19) и формулу (17) в приращении (14) функционала, полу-

чим, что  

𝑆(𝑢 + ∆𝑢𝜀) − 𝑆(𝑢) = −𝜀 ∫
𝜕𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢
𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+
𝜀2

2
∑ ∑ 𝛿𝑧(𝑇𝑖)

𝜕2𝜑(𝑧( 𝑇1), 𝑧(𝑇2), . , 𝑧(𝑇𝑘))

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗

𝑘

𝑗=1

𝑘

𝑖=1

𝛿𝑧(𝑇𝑗) − 

−
𝜀2

2
∫ [𝛿𝑧(𝑡)

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑧2

𝑡1

𝑡0

𝛿𝑧(𝑡) + 2𝛿𝑢(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝑡) + 

+𝛿𝑢(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑡)] 𝑑𝑡 + 𝑜(𝜀2). 

На основании этого разложения заключаем, что первая и вторая вариации (в клас-

сическом смысле) функционала (3) имеют, соответственно, вид: 

𝛿1𝐽(𝑢; 𝛿𝑢) = − ∫
𝜕𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢
𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

,                                    (21) 

𝛿2𝐽(𝑢; 𝛿𝑢) = ∑ ∑ 𝛿𝑧(𝑇𝑖)
𝜕2𝜑(𝑧( 𝑇1), 𝑧(𝑇2), … , 𝑧(𝑇𝑘))

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗

𝑘

𝑗=1

𝑘

𝑖=1

𝛿𝑧(𝑇𝑗) − 
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− ∫ [𝛿𝑧(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑧2

𝑡1

𝑡0

𝛿𝑧(𝑡) + 2𝛿𝑢(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝑡) + 

+𝛿𝑢(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑡)] 𝑑𝑡.                                             (22) 

Необходимые условия оптимальности 

Поскольку по предположению множество U открытое, то для оптимальности 

управления необходимо, чтобы первая вариация функционала вдоль оптимального 

управления 𝑢(𝑡) была равной нулю и вторая должна быть неотрицательной (см. напр. 

[10–13]).  

Поэтому из соотношений (21) и (22) следует, что вдоль оптимального управления 

 𝑢(𝑡), для всех  𝛿𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 (вариация управления)  

∫
𝜕𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢
𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

= 0,                                                   (23) 

∑ ∑ 𝛿𝑧(𝑇𝑖)
𝜕2𝜑(𝑧( 𝑇1), … , 𝑧(𝑇𝑘))

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗

𝑘

𝑗=1

𝑘

𝑖=1

𝛿𝑧(𝑇𝑗) − ∫ [𝛿𝑧(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑧2

𝑡1

𝑡0

𝛿𝑧(𝑡) + 

(24)  

+2𝛿𝑢(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝑡) + 𝛿𝑢(𝑡)

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑡)] 𝑑𝑡 ≥ 0.    

 

Соотношения (23) и (24) являются неявными необходимыми условиями первого и 

второго порядка, соответственно. Из них надо получить необходимые условия оптималь-

ности, явно выраженные через параметры рассматриваемой задачи.  

Из тождества (23) следует  

Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления 𝑢(𝑡) необходимо, чтобы 

соотношение  

𝜕𝐻(𝜃, 𝑧(𝜃), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃))

𝜕𝑢
= 0                                                            (25) 

выполнялось для всех 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1). 

Здесь  𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1)  произвольная точка непрерывности управления 𝑢(𝑡). 

Соотношение (25) является аналогом уравнения Эйлера из вариационного исчис-

ления (см. напр. [10, 11]).  

Каждое допустимое управление, являющееся решением уравнения Эйлера (25), 

назовем классической экстремалью. 

В принципе, число классических экстремалей может быть достаточно большим. 

Поэтому необходимо иметь необходимые условия оптимальности второго порядка 

носящие явный характер.   

Пусть 𝑅(𝑡, 𝜏)  (𝑛 × 𝑛) – матричная функция, являющаяся решением матричного ли-

нейного интегрального уравнения   

𝑅(𝑡, 𝜏) = ∫ 𝑅(𝑡, 𝑠)
𝜕𝑓(𝑠, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑧
𝑑𝑠

𝑡

𝜏

+
𝜕𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑧
. 
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Тогда решение 𝑧(𝑡) уравнения (20) допускает представление (см. напр. [6])   

𝛿𝑧(𝑡) = ∫ 𝑅(𝑡, 𝜏) ( ∫
𝜕𝑓(𝜏, 𝑠, 𝑧(𝑠), 𝑢(𝑠)

𝜕𝑢

𝜏

𝑡𝑜

𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠) 𝑑𝜏 +

𝑡

𝑡𝑜

∫
𝜕𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏)

𝜕𝑢

𝑡

𝑡𝑜

𝛿𝑢(𝜏)𝑑𝜏. 

Отсюда применяя формулу Дирихле получаем, что 

𝛿𝑧(𝑡) = ∫ [∫ 𝑅(𝑡, 𝑠)
𝜕𝑓(𝑠, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑧

𝑡

𝜏

𝛿𝑢(𝜏)𝑑𝑠] 𝑑𝜏

𝑡

𝑡𝑜

+ ∫
𝜕𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑢

𝑡

𝑡𝑜

𝛿𝑢(𝜏)𝑑𝑡. 

Полагая  

𝑄(𝑡, 𝜏) = ∫ 𝑅(𝑡, 𝑠)
𝜕𝑓(𝑠, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑢

𝑡

𝜏

𝑑𝑠 +
𝜕𝑓(𝑡, 𝜏, 𝑧(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝜕𝑢
, 

получим 

𝛿𝑧( 𝑡) = ∫ 𝑄(𝑡, 𝜏)𝛿𝑢(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

.                                                   (26) 

Из представления (26) следует, что 

𝛿𝑧( 𝑇𝑖) = ∫ 𝛼𝑖(𝑡) 𝑄(𝑇𝑖, 𝑡)𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

.                                          (27) 

Теперь, используя представления (26) и (27), займемся преобразованием отдельных 

слагаемых в неравенстве (22).    

На основе формулы (27) получаем, что  

𝛿𝑧(𝑇𝑖)
𝜕2𝜑(𝑧(𝑇1), 𝑧(𝑇2) … , 𝑧(𝑇𝑘))

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗

𝛿𝑧(𝑇𝑗) = 

= ∫ ∫ 𝛼𝑖(𝜏)

𝑡1

𝑡0

𝛼𝑗(𝑠)𝛿𝑢(𝜏)𝑄(𝑇𝑖, 𝜏)

𝑡1

𝑡𝑜

×
𝜕2𝜑(𝑧(𝑇1), 𝑧(𝑇2) … , 𝑧(𝑇𝑘))

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗

𝑄(𝑇𝑗, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏.                                              (28) 

Используя формулу (26), будем иметь: 

∫ 𝛿𝑢(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), ψ(𝑡))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝛿𝑧(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

= 

= ∫ [ ∫ 𝛿𝑢(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), ψ(𝑡))

𝜕𝑢2
𝑄(𝑡, 𝜏)𝛿𝑢(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

)] 𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

,                            (29) 

 

∫ 𝛿𝑧(𝑡)
𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), ψ(𝑡))

𝜕𝑧2

𝑡

𝑡0

𝛿𝑧(𝑡)𝑎𝑡 = 

= ∫ ∫ 𝛿𝑢(𝜏)

𝑡1

𝑡0

[∫ 𝑄(𝑡, 𝜏)
𝑡1

max (𝜏,𝑠)

𝑡1

𝑡𝑜

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), ψ(𝑡))

𝜕𝑧2
𝑄(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡] 𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑡.              (30) 
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По аналогии ([12]) введем обозначение  

𝐾(𝜏, 𝑠) = − ∑ ∑ 𝛼𝑖(𝜏)𝛼𝑗(𝑠)

𝑘

𝑗=1

𝑘

𝑖=1

𝑄(𝑇𝑖, 𝜏)
𝜕2𝜑(𝑧( 𝑇1), 𝑧(𝑇2), … , 𝑧(𝑇𝑘))

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗

𝑄(𝑇𝑗, 𝑠) + 

+ ∫ 𝑄(𝑡, 𝜏)
𝑡1

max (𝜏,𝑠)

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), ψ(𝑡))

𝜕𝑧2
𝑄(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡.                          (31) 

Учитывая введенные обозначение 𝐾(𝜏, 𝑠) и тождества (28)–(31) из неравенства (22) 

получим. 

Теорема 2. Для оптимальности классической экстремали 𝑢(𝑡) необходимо, чтобы 

неравенство  

∫ ∫ 𝛿𝑢(𝜏)𝐾(𝜏, 𝑠)𝛿𝑢(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡𝑜

+ 

+ ∫ [∫ 𝛿𝑢(𝑡)
𝑡

𝑡0

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), ψ(𝑡))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝑄(𝑡, 𝜏)𝛿𝑢(𝜏)𝑑𝜏]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 + 

+ ∫ 𝛿𝑢(𝑡)
𝑡1

𝑡0

𝜕2𝐻(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑢(𝑡), ψ(𝑡))

𝜕𝑢2
𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 0                                  (32) 

выполнялось для всех  𝛿(𝑢) ∈ 𝑅𝑟 , 𝑡 ∈ 𝑇. 

Как видно, неравенство (32), являясь общим интегральным необходимым условием 

оптимальности второго порядка, носит конструктивный характер. 

Более того, из него можно, за счет произвольности допустимых вариаций 𝛿𝑢(𝑡) 

управляющей функции 𝑢(𝑡)  получить ряд еще более легко проверяемых необходимых 

условий оптимальности. 

Приведем одну из них. 

Теорема 3. Для оптимальности классической экстремали  𝑢(𝑡) необходимо, чтобы 

неравенство  

𝑣
𝜕2𝐻(𝜃, 𝑧(𝜃), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃))

𝜕𝑢2
𝑣 ≤ 0                                                  (33) 

выполнялось для всех  𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) и 𝑣 ∈ 𝑅𝑟.  

Здесь 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) – произвольная точка непрерывности управления 𝑢(𝑡). 

Неравенство (33) есть аналог условия Лежандра–Клебша из вариационного исчис-

ления [10–12] для рассматриваемой задачи. 

Докажем условие оптимальности (33).   

Пусть 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) – произвольная точка непрерывности управления 𝑢(𝑡), 𝜀 > 0 до-

статочно малое произвольное число, такое что, 𝜃 < 𝜀 < 𝑡1, и 𝑣 ∈ 𝑅𝑟 произвольный век-

тор. 

В силу произвольности допустимой вариации 𝛿𝑢(𝑡) управления 𝑢(𝑡), его опреде-

лим по формуле 

𝛿𝑢𝜀(𝑡) = {
𝑣,   𝑡 ∈ [𝜃, 𝜃 + 𝜀),                

0,    𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]\[𝜃, 𝜃 + 𝜀).
                                           (34)    

Учитывая выражение 𝛿𝑢𝜀(𝑡),  в формуле (34) из неравенства (32), после некоторых 

преобразований получим, что 

𝜀𝑣
𝜕2𝐻(𝜃, 𝑧(𝜃), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃))

𝜕𝑢2
𝑣 + 𝑜(𝜀) ≤ 0.                                       (35) 
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Разделив обе части последнего неравенства на 𝜀 и переходя к переделу при 𝜀 → 0 

получим утверждение теоремы 3. 

Теорема 2 позволяет получить необходимые условия оптимальности также при вы-

рождении аналога условия Лежандра–Клебша. 

По аналогии с работами [10, 12] введем понятие особого в классическом смысле 

управления. 

Определение. Если для всех 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1] и 𝑣 ∈ 𝑅𝑟  

𝑣
𝜕2𝐻(𝜃, 𝑧(𝜃), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃))

𝜕𝑢2
𝑣 = 0, 

то классический экстремаль будем называть особым (в классическом смысле) управле-

нием в задаче (1)–(3).   

Из введенного определения ясно, что для особых в классическом смысле управле-

ний аналог условия Лежандра–Клебша, вырождаясь, становится неэффективным. 

Пусть 𝑢(𝑡)  особое (в классическом смысле) оптимальное управление. 

Учитывая формулу (36) в неравенстве (32), получим, что в особом случае 

𝜀2𝑣𝐾(𝜃, 𝜃)𝑣 + 

+𝜀2𝑣
𝜕2𝐻(𝜃, 𝑧(𝜃), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝑄(𝜃, 𝜃)𝑣 + 

+𝑜(𝜀2) ≤ 0 . 

Отсюда, в силу произвольности 𝜀 > 0 получаем, что 

𝑣 [𝐾(𝜃, 𝜃) +
𝜕2𝐻(𝜃, 𝑧(𝜃), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃))

𝜕𝑢𝜕𝑧
𝑄(𝜃, 𝜃)] 𝑣 ≤ 0.                           (36) 

Таким образом, доказана 

Теорема 4. Для оптимальности особого в классическом смысле управления 𝑢(𝑡) 

необходимо, чтобы неравенство (36) выполнялось для всех 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) и  𝑣 ∈ 𝑅𝑟.    

Замечание. Как известно, (см. напр. [13]) применение серии игольчатых вариаций 

при доказательстве необходимых условий оптимальности первого порядка не усиливает 

ни принципа максимума Понтрягина, ни его следствия. В особом случае же использова-

ние серии игольчатых вариаций позволяет усилить необходимые условия оптимально-

сти, особых управлений, полученных с помощью простых игольчатых вариаций (см. 

напр. [13, 14, 16, 17]). Исходя из этого, результат Теоремы 4 можно усилить.  

Заметим, что ряд необходимых условий оптимальности первого и второго поряд-

ков, в частности аналог условия Лежандра–Клебша для задачи оптимального управле-

ния, описываемого системой обыкновенных дифференциальных уравнений с нетиповым 

критерием качества, получены в работе [15].  

Заключение 

В работе рассматривается задача минимизации многоточечного функционала, 

определенного на решениях нелинейного интегрального уравнения в классе кусочно-не-

прерывных управляющих функций при предположении, что область управления явля-

ется ограниченным и открытым множеством. Методом приращения выведены первая и 

вторая вариации критерия качества. 
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Из условия равенства первой вариации функционала вдоль оптимального управле-

ния получен аналог уравнения Эйлера.  

А из условия неотрицательности второй вариации функционала получены общие 

необходимые условия оптимальности, позволяющие установить аналог условия Ле-

жандра–Клебша и исследовать особые (в классическом смысле) управления на опти-

мальность. 
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