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Аннотация. Дистанционно регулярный граф Γ диаметра 3 с сильно регулярными графами Γ2 и Γ3 

имеет массив пересечений {r(c2+1)+a3, r c2, a3 + 1; 1, c2, r(c2 + 1)} (М.С. Нирова). Для дистанци-

онно регулярного графа Γ диаметра 3 и степени 44 имеется точно 7 допустимых массивов пересе-

чений. Для каждого из них граф Γ3 сильно регулярен.  Для массива пересечений {44, 30, 5; 1, 3, 40} 

имеем a3 = 4, c2 = 3, r = 10, Γ2 имеет параметры (540,440,358,360) и Γ3 имеет параметры 

(540,55,10,5). Граф не существует (Кулен-Пак). Для массива пересечений {44, 35, 3; 1, 5, 42} имеем 

a3 = 2, c2 = 5, r = 7, Γ3 имеет параметры (375,22,5,1) и не существует (его окрестность вершины 

является объединением изолированных 6-клик). В этой статье найдены возможные автоморфизмы 

графов с массивами пересечений {44,40,12; 1,5,33} и {48,35,9; 1,7,40}. 
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Abstract. Distance-regular graph Γ of diameter 3 with strongly regular graphs Γ2 and Γ3 has intersection 

array {r(c2+1)+a3, r c2, a3 + 1; 1, c2, r(c2 + 1)} (M.S. Nirova). For distance-regular graph Γ of diameter 3 and 

degree 44 there are exactly 7 feasible intersection arrays.  For each of them graph Γ3 is strongly regular. For 

intersection array {44, 30, 5; 1, 3, 40} we have a3 = 4, c2 = 3, r = 10, Γ2 has parameters (540,440,358,360) 

and Γ3 has parameters (540,55,10,5). Graph does not exist (Koolen-Park). For intersection array {44, 35, 3; 

1, 5, 42} graph Γ3 has parameters (375,22,5,1) and does not exist (its neighbourhood of vertex is the union 

of isolated 6-cliques). In this paper it is found futomorphisms of graphs with intersection arrays {44,40,12; 

1,5,33 and 48,35,9; 1,7,40}. 
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Введение 

Мы рассматриваем неориентированные 

графы без петель и кратных ребер. Для 

вершины 𝑎  графа 𝛤  через 𝛤𝑖(𝑎)  обозначим 𝑖 -

окрестность вершины 𝑎 , то есть, подграф, 

индуцированный 𝛤  на множестве всех 

вершин, находящихся на расстоянии 𝑖  от 𝑎 . 

Положим [𝑎] = 𝛤1(𝑎), 𝑎 = {𝑎} ∪ [𝑎]. 
Пусть 𝛤 – граф, a,b ∈ 𝛤, число вершин в 

[𝑎] ∩ [𝑏]  обозначается через 𝜇(a,b) (через  

𝜆(a,b) ), если a,b  находятся на расстоянии 2 

(смежны) в 𝛤 . Далее, индуцированный [𝑎] ∩
[𝑏]  подграф называется 𝜇 -подграфом ( 𝜆 -

подграфом). 

Если 𝛤  – граф диаметра 𝑑  и 𝑖 ≤ 𝑑 , то 

через 𝛤𝑖  обозначается граф с тем же 

множеством вершин, что и 𝛤 , в котором две 

вершины смежны тогда и только тогда, когда 

они находятся на расстоянии 𝑖 в 𝛤. 

Степенью вершины называется число 

вершин в ее окрестности. Граф 𝛤  называется 

регулярным степени 𝑘 , если степень любой 

вершины 𝑎  из 𝛤  равна 𝑘 . Граф 𝛤  назовем 

реберно регулярным с параметрами (v,k,λ) , 

если он содержит 𝑣  вершин, регулярен 

степени 𝑘 , и каждое его ребро лежит в 𝜆 

треугольниках. Граф 𝛤  – вполне регулярный 

граф с параметрами (v,k,λ,μ), если он реберно 

регулярен c соответствующими параметрами, 

и [𝑎] ∩ [𝑏]  содержит 𝜇  вершин для любых 

двух вершин a,b, находящихся на расстоянии 2 

в 𝛤 . Вполне регулярный граф диаметра 2 

называется сильно регулярным графом. 

Если вершины u,w  находятся на 

расстоянии 𝑖  в 𝛤 , то через 𝑏𝑖(u,w)  (через 

𝑐𝑖(u,w))  обозначим число вершин в 

пересечении 𝛤i+1(𝑢) (𝛤𝑖−1(𝑢)) с [𝑤].  
Граф 𝛤  диаметра 𝑑  называется 

дистанционно регулярным с массивом 

пересечений {𝑏0,b1, … ,b𝑑−1;c1, … ,c𝑑} , если 

значения 𝑏𝑖(u,w) и 𝑐𝑖(u,w) не зависят от выбора 

вершин u,w  на расстоянии 𝑖  в 𝛤  для любого 

i=0,...,d  [1]. Заметим, что для дистанционно 

регулярного графа 𝑏0 – это степень графа, 𝑐1 =
1. Граф 𝛤 диаметра 𝑑 называется дистанционно 

транзитивным, если для любого 𝑖 ∈ {0,...,d}  и 

для любых двух пар вершин (u,w)  и (y,z)  с 

𝑑(u,w)=d(y,z)=i найдется автоморфизм 𝑔 графа 

𝛤 такой, что (𝑢𝑔,w𝑔) = (y,z). 

Для подмножества 𝑋  автоморфизмов 

графа 𝛤  через   𝐹𝑖𝑥(𝑋)  обозначается подмно-

жество всех вершин графа 𝛤 , неподвижных 

относительно любого автоморфизма из 𝑋 . 

Имеется точно 7 допустимых массивов пересе-

чений дистанционно регулярных графов 

степени 44. В [2] доказано, что для пяти из них 

графы не существуют.  

В данной работе найдены возможные 

автоморфизмы гипотетического дистанционно 

регулярного графа с массивом пересечений 
{44,40,12; 1,5,33}. 

Теорема 1. Пусть 𝛤  – дистанционно 

регулярный граф, имеющий массив пересечений 
{44,40,12; 1,5,33}, 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤), 𝑔 – элемент из 

𝐺 простого порядка 𝑝 и 𝛺 = 𝐹𝑖𝑥(𝑔). Тогда 𝛺 не 

является кокликой, 𝛺 не является объединением 

по крайней мере двух изолированных клик и верно 

одно из утверждений: 

(1) 𝛺 – пустой граф, либо (𝑖) p=7, 𝛼3(𝑔) =
35s',  𝛼1(𝑔) = 35t', 𝛼2(𝑔) = 35(175 − s' − t') и 
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 t'+3s'+1 делится на 8, либо 
(ii) p=5, 𝛼3(𝑔) = 5𝑠, 𝛼1(𝑔) = 5𝑡  и 𝛼2(𝑔) =

5(105 − 𝑠 − 𝑡) и 3t+s − 3 делится на 8, либо 
(iii)  p=3 , 𝛼3(𝑔) = 15s' , 𝛼1(𝑔) = 15t' , 

𝛼2(𝑔) = 15(35 − s' − t')  и 3𝑡′ + 𝑠′ − 1  делится 

на 8; 

(2)  𝛺  является 𝑚 -кликой, m=5 , p=2 , 

𝛼3(𝑔) = 320  и 𝛼1(𝑔) = 10t' , где 𝑡′ =
4,8,12,16,20; 

(3) 𝛺 содержит геодезический 2-путь и 𝑝 ≤ 5. 

Следствие 1. Дистанционно регулярный 

граф с массивом пересечений 
{44,40,12; 1,5,33}  не являются реберно 

симметричным. 

Проведем ревизию результатов из [3] об 

автоморфизмах дистанционно регулярного 

графа 𝛤  с массивом пересечений 
{48,35,9; 1,7,40}  с помощью теории характе-

ров, примененной к группам автоморфизмов 

графов 𝛤2 и 𝛤3. 

Теорема 2. Пусть 𝛤  – дистанционно 

регулярный граф, имеющий массив 

пересечений {48,35,9; 1,7,40}, 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤), 𝑔  – 

элемент из 𝐺  простого порядка 𝑝  и 𝛺 =
𝐹𝑖𝑥(𝑔) . Тогда 𝛺  не является кликой, 𝜋(𝐺) ⊆
{2,3,5,7} и верно одно из утверждений: 

(1)  𝛺  – пустой граф, p=7 , 𝛼3(𝑔) = 35s' , 

𝛼1(𝑔) = 35t' и t'+3s'+1 делится на 8, либо 

(2)  𝛺  является 4-кокликой и состоит из 

вершин, попарно находящихся на расстоянии 

3, p=3, 𝛼1(𝑔) = 21t'+3, 𝛼3(𝑔) = 21s'+6 и −1 −
2t'+s' делится на 6; 

(3)  𝛺  содержит две вершины, 

находящиеся на расстоянии 2 в 𝛤 и 𝑝 ≤ 7. 

Следствие 2. Пусть 𝛤 – дистанционно 

регулярный граф, имеющий массив 

пересечений {48,35,9; 1,7,40} , 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤) – 

неразрешимая группа, действующая 

транзитивно на множестве вершин графа 𝛤, 

K=O7(𝐺), �̄� – цоколь группы G=G 𝐾⁄ . Тогда �̄� 

содержит единственную компоненту �̄� , 

точно действующую на 𝐾 , �̄� ≃ 𝐿2(7) , |𝐾| =
73 или �̄� ≃ 𝑆𝐿2(7), |𝐾| = 72. 

 

1. Вспомогательные результаты  
 

В этом параграфе приведены резуль-

таты, используемые в доказательстве теоремы. 

Лемма 1.1. Пусть 𝛤  является 

дистанционно регулярным графом с целыми 

собственными значениями, 𝑔 – автоморфизм 

графа 𝛤 простого порядка 𝑝, и 𝜒 – характер 

проекции мономиального представления на 

подпространство размерности 𝑚  собствен-

ных векторов матрицы смежности графа, 

отвечающих неглавному собственному 

значению. Тогда 𝛼𝑖(𝑔)=α𝑖(𝑔𝑙) для любого 𝑙, не 

кратного 𝑝 и 𝑚 − 𝜒(𝑔) делится на 𝑝. 

Доказательство. Это лемма 2 из [4]. 

Лемма 1.2. Пусть 𝛤  – дистанционно 

регулярный граф с массивом пересечений 
{44,40,12; 1,5,33} . Тогда 𝛤  имеет спектр 

{441,9132, −1308, −1184}, для чисел пересечения 

графа 𝛤 верны равенства 

𝑝11
1 = 3, 𝑝21

1 = 40, 𝑝32
1 = 96, 𝑝22

1 = 216, 𝑝33
1 = 32, 

𝑝11
2 = 5 , 𝑝12

2 = 27 , 𝑝13
2 = 12 , 𝑝32

2 = 84 , 𝑝22
2 =

240 , 𝑝33
2 = 32 , 𝑝12

3 = 33 , 𝑝22
3 = 231 , 𝑝13

3 = 11 , 

𝑝23
3 = 88, 𝑝33

3 = 28; 

и 𝛤  имеет дуальную матрицу собственных 

значений 

Q= (

1 1 1 1
132 27 3 4⁄ −99 8⁄

308 −7 −7 77 4⁄
84 −21 21 4⁄ −63 8⁄

) . 

Доказательство. Прямые вычисления.  

Ввиду леммы 1.2 граф 𝛤3  сильно 

регулярен с параметрами (525,128,28,32). 
 

2. Характеры конечных групп  

и автоморфизмы дистанционно 

регулярных графов 
 

Доказательство теорем опирается на 

метод Хигмена работы с автоморфизмами 

дистанционно регулярного графа, представ-

ленный в третьей главе монографии Камерона 

[5]. При этом граф 𝛤  рассматривается как 

симметричная схема отношений  (𝑋, ℜ) с 𝑑 

классами, где 𝑋 – множество вершин графа, 𝑅0 – 

отношение равенства на 𝑋 и для 𝑖 ≥ 1 класс 𝑅𝑖 

состоит из пар (u,w) таких, что 𝑑(u,w)=i. Для 

𝑢 ∈ 𝛤  положим 𝑘𝑖 = |𝛤𝑖(𝑢)| , v=|𝛤| . Классу 𝑅𝑖 

отвечает граф 𝛤𝑖  на множестве вершин 𝑋 , в 

котором вершины u,w смежны, если (u,w) ∈ 𝑅𝑖.  

Пусть 𝐴𝑖  – матрица смежности графа 𝛤𝑖 

для i>0  и 𝐴0=I  – единичная матрица. Тогда 

𝐴𝑖𝐴𝑗 = ∑ 𝑝ij
𝑙 𝐴𝑘 для чисел пересечений 𝑝ij

𝑙 . 

Пусть 𝑃𝑖 – матрица, в которой на месте 

(j,k)  стоит 𝑝ij
𝑘 . Тогда собственные значения 

𝑝1(0),...,p
1

(𝑑)  матрицы 𝑃1  являются собст-

венными значениями графа 𝛤  кратностей 

𝑚0 = 1,...,m𝑑 . Матрицы 𝑃  и 𝑄 , у которых на 

месте (i,j)  стоят 𝑝𝑗(𝑖)  и 𝑞𝑗(𝑖)=m𝑗𝑝𝑖 (𝑗) 𝑘𝑖⁄  

соответственно, называются первой и второй 

(дуальной) матрицей собственных значений 

схемы и связаны равенством PQ=QP=|𝑋|𝐼. 
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Предложение 2.1. Пусть 𝑢𝑗 и 𝑤𝑗 – левый 

и правый собственные векторы матрицы 𝑃1, 

отвечающие собственному значению 𝑝1(𝑗)  и 

имеющие первую координату 1. Тогда 

кратность 𝑚𝑗  собственного значения 𝑝1(𝑗) 

равна 𝑣 ⟨𝑢𝑗,w𝑗⟩⁄ . 

Доказательство. См. теорему 17.12 из 

[6]. Фактически, из доказательства теоремы 17.12 

следует, что 𝑤𝑗 являются столбцами матрицы 𝑃 и 

𝑚𝑗𝑢𝑗 являются строками матрицы 𝑄. 

Подстановочное представление 

группы   𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤)  на вершинах графа 𝛤 

обычным образом дает матричное пред-

ставление 𝜓  группы 𝐺  в   𝐺𝐿(𝑣, 𝐶) . 

Пространство     𝐶𝑣  является ортогональной 

прямой суммой собственных 𝐺-инвариантных 

подпространств 𝑊0,...,W𝑑 матрицы смежности 

𝐴  графа 𝛤 . Для любого 𝑔 ∈ 𝐺  матрица 𝜓(𝑔) 

перестановочна с 𝐴, поэтому подпространство 

𝑊𝑖 является 𝜓(𝐺)-инвариантным. 

Пусть 𝜒𝑖 – характер представления 𝜓𝑊𝑖
. 

Тогда (см. § 3.7 [5]) для 𝑔 ∈ 𝐺 получим 

𝜒𝑖(𝑔)𝑣−1 ∑ 𝑄ij

𝑑

j=0

𝛼𝑗(𝑔), 

где 𝛼𝑗(𝑔)  – число точек 𝑥  из 𝑋  таких, что 

(x,x𝑔) ∈ 𝑅𝑗. Заметим, что значения характеров 

являются целыми алгебраическими числами, и 

если правая часть выражения для 𝜒𝑖(𝑔)  – 

число рациональное, то 𝜒𝑖(𝑔) – целое число. 

Пусть 𝛤  – дистанционно регулярный 

граф с массивом пересече-

ний  {44,40,12; 1,5,33}, 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤). 

Лемма 2.1. Пусть 𝑔 ∈ 𝐺, 𝜒1 – характер 

проекции представления 𝜓  на собственное 

подпространство размерности 132 , 𝜒2  – 

характер проекции представления 𝜓  на 

собственное подпространство 

размерности 308. Тогда 

 𝜒1(𝑔) = (11𝛼0(𝑔) + 3𝛼1(𝑔)+α3(𝑔)) 40⁄ − 99 8⁄ , 

 𝜒2(𝑔) = (3𝛼0(𝑔)+α3 (𝑔) 4⁄ ) 5⁄ − 7. 

Доказательство. По лемме 1.2 имеем 

Q= (

1 1 1 1
132 27 3 4⁄ −99 8⁄

308 −7 −7 77 4⁄
84 −21 21 4⁄ −63 8⁄

) . 

Поэтому 𝜒1(𝑔) = 1 525⁄ (132𝛼0(𝑔) +
27𝛼1(𝑔) + 3𝛼2 (𝑔) 4⁄ − 99𝛼3 (𝑔) 8⁄ ).  

Так как 

𝛼3(𝑔) = 525 − 𝛼0(𝑔) − 𝛼1 − 𝛼3(𝑔), то 

𝜒1(𝑔) =

(11𝛼0(𝑔) + 3𝛼1(𝑔)+α3(𝑔)) 40⁄ − 99 8⁄ . 

Далее, 𝜒2(𝑔) = 1 525⁄ . Подставляя 

𝛼1(𝑔)+α2(𝑔) = 525 − 𝛼0(𝑔) − 𝛼3(𝑔), получим 

𝜒2(𝑔) = (3𝛼0(𝑔)+α3 (𝑔) 4⁄ ) 5⁄ − 7 . Лемма 

доказана. 

Пусть 𝛤  – сильно регулярный граф с 

параметрами (525,128,28,32)  и спектром 

1281,8308, −12216, 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤). 

Лемма 2.2. Пусть 𝑔 ∈ 𝐺 , 𝜑 – характер 

проекции представления 𝜓  на собственное 

подпространство размерности 216. Тогда 

 𝜑(𝑔) = (2𝛼0(𝑔) − α'1 (𝑔) 4⁄ ) 5⁄ + 6. 

Доказательство. По лемме 1.2 имеем 

Q= (
1 1 1

308 77 4⁄ −7
216 −81 4⁄ 6

) . 

Поэтому 𝜑(𝑔) = 1 525⁄ . Так как 

𝛼2(𝑔) = 525 − 𝛼0(𝑔) − 𝛼1 , то 𝜑(𝑔) =
(2𝛼0(𝑔) − 𝛼1 (𝑔) 4⁄ ) 5⁄ + 6. Лемма доказана. 

Если 𝛤 = �̄�2  для дистанционно регу-

лярного графа с массивом пересечений 
{44,40,12; 1,5,33}, то α'1(𝑔)=α1(𝑔)+α3(𝑔). 

3. Автоморфизмы дистанционно 

регулярного графа с массивом 

пересечений {44,40,12; 1,5,33} 
 

В этом параграфе предполагается, что 𝛤 

– дистанционно регулярный граф с массивом 

пересечений {44,40,12; 1,5,33} , 𝑔  – автомор-

физм простого порядка 𝑝  графа 𝛤  и 𝛺 =
𝐹𝑖𝑥(𝑔). 

Из равенств 

 𝜒1(𝑔) = (11𝛼0(𝑔) + 3𝛼1(𝑔)+α3(𝑔)) 40⁄ −

99 8⁄ , 𝜒2(𝑔) = (3𝛼0(𝑔)+α3 (𝑔) 4⁄ ) 5⁄ − 7 , 

𝜑(𝑔) = (8𝛼0(𝑔) − 𝛼1(𝑔) − 𝛼3(𝑔)) 20⁄ + 6 

следует, что 𝛼0(𝑔) + 3𝛼1(𝑔)+α3(𝑔)  и 

2𝛼0(𝑔)+α3(𝑔)  делятся на 5 и 8𝛼0(𝑔) −
𝛼1(𝑔) − 𝛼3(𝑔) делится на 20.  

Сложив два последних равенства, 

получим, что 10𝛼0(𝑔) − 1𝛼1(𝑔) делится на 5, в 

частности, 𝛼1(𝑔) делится на 5.  

Вычитая из второго равенства первое, 

получим, что 𝛼0(𝑔) делится на 5.  

Итак, 𝛼3(𝑔) = 5𝑠, 𝛼1(𝑔) = 5𝑡 и 𝛼0(𝑔) =
5𝑟, t+r делится на 4. 

Лемма 3.1. Если 𝛺  является пустым 

графом, то либо 
(1) p=7, 𝛼3(𝑔) = 35s', 𝛼1(𝑔) = 35t',  

𝛼2(𝑔) = 35(175 − s' − t') и t'+3s'+1 делится на 8,  
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либо (2)  p=5 , 𝛼3(𝑔) = 5𝑠 , 𝛼1(𝑔) = 5𝑡  и 

𝛼2(𝑔) = 5(105 − 𝑠 − 𝑡)  и 3t+s − 3  делится на 

8, 3t+s делится на 5, либо 

(3)  p=3 , 𝛼3(𝑔) = 15s' , 𝛼1(𝑔) = 15t' , 𝛼2(𝑔) =
15(35 − s' − t') и 3t'+s' − 1 делится на 8. 

Доказательство. Так как 525 = 21 ⋅ 25, 

то 𝑝 ∈ {3,5,7}. 

Если p=7 , то 525 − 5𝑟  делится на 7, 

поэтому 𝛼1(𝑔) = 35t' , 𝛼3(𝑔) = 35s'  и 𝛼2(𝑔) =
35(175 − s' − t') . Далее, 𝜒1(𝑔) =
(21t'+7s' − 99) 8⁄ , поэтому 5t'+15s'+5  делится 

на 8. По лемме 1.1 132 − (21t'+7s' − 99) 8⁄  

делится на 7. 

Если p=5 , то 𝛼3(𝑔) = 5𝑠 , 𝛼1(𝑔) = 5𝑡  и 

𝛼0(𝑔) = 5𝑟 . Далее, 𝜒1(𝑔) = (3t+s − 99) 8⁄ , 

поэтому 3t+s − 3  делится на 8 и 132 −
(3t+s − 99) 8⁄  делится на 5, поэтому 3t+s 

делится на 5. 

Если p=3, то 𝛼3(𝑔) = 15s', 𝛼1(𝑔) = 15t' и 

𝛼2(𝑔) = 15(35 − t' − s') . Далее, 𝜒1(𝑔) =
(9t'+3s' − 99) 8⁄ , поэтому 3t'+s' − 1 делится на 8. 

Лемма 3.2. Выполняются следующие 

утверждения: 

(1) если 𝛺  является 𝑚-кликой, то m=5 , 

p=2 , 𝛼3(𝑔) = 320  и 𝛼1(𝑔) = 10t' , где 

t'=4,12,20; 
(2) 𝛺 не является кокликой; 

(3)  𝛺  не является объединением по 

крайней мере двух изолированных клик. 

Доказательство. Пусть 𝛺  является 𝑚 -

кликой. Тогда m=5, 𝑝 делит 520 и число ребер 

между 𝛺 и 𝛤 − 𝛺 равно 5 ⋅ 40 = 200. Поэтому 

имеется 200 вершин, смежных с единственной 

вершиной из 𝛺  и 320 вершин, несмежных с 

вершинами из 𝛺. Таким образом, p=2,5. 

Так как 𝑝33
1 = 32, то 𝑝 ≠ 5. Из равенств 

𝑝11
1 = 3 , 𝑝11

2 = 5  следует, что 𝛼1(𝑔)+α2(𝑔) =
200, 𝛼3(𝑔) = 320. С другой стороны, 𝛼3(𝑔) =
10s' , 𝛼1(𝑔) = 10t'  и 𝛼2(𝑔) = 520 − 10t' − 10s' , 

поэтому s'=32 . Наконец, 𝜒1(𝑔) =
(11 + 6t'+2s' − 99) 8⁄ , число 132 −
(11 + 6t'+2s' − 99) 8⁄  четно и t'=4,12,20. 

Пусть 𝛺  является 𝑛 -кокликой. Тогда 

p=2,11 . Если 𝛺  содержит две вершины на 

расстоянии 2, то p =5, противоречие. Значит, 𝛺 

состоит из вершин, попарно находящихся на 

расстоянии 3. 

Так как, 𝑝22
3 = 231 , 𝑝33

3 = 28 , то p=7 , 

противоречие. 

Пусть 𝛺  является объединением по 

крайней мере двух изолированных клик. Тогда 

порядки максимальных клик из 𝛺 равны 𝑚, 𝑝 

делит 40 и 4 − 𝑚 , поэтому p=2 , m=2,4 . 

Противоречие с тем, что λ=3. 

Лемма 3.3. Если 𝛺  содержит 

геодезический 2-путь, то 𝑝 ≤ 5. 

Доказательство. Пусть 𝑝 ≥ 7. В графе 

𝛺 имеем λ=3, μ=5, поэтому 𝛺 является вполне 

регулярным графом с параметрами v',k', λ'=3, 

μ'=5 и k'(k' − 4) = 5𝑘2′. 
Число ребер в 𝛤 между 𝛺 и 𝛤 − 𝛺 равно 

𝑣′(44 − 𝑘′), но не больше 525 − 𝑣′. 
Если p=7 , то k'=7l+2 , 𝑣′  делится на 7. 

Допустим, что 𝑘′ делится на 5. Тогда k'=30 и 

14𝑣′ ≤ 525 − 𝑣′ , поэтому 𝑣′ ≤ 35 , противо-

речие. Если же k' − 4  делится на 5, то k'=9 , 

противоречие с тем, что число k'λ' нечетно. 

Если p=11, то k'=11𝑙 , 𝑣′ + 3  делится на 

11. Далее, k' − 4  делится на 5 и k'=44 , 

противоречие. 

Если p=13 , то k′ = 13𝑙 + 5 , 𝑣′ − 5 

делится на 13. Далее, либо k'=5, противоречие 

с тем, что число k'λ'  нечетно, либо k' − 4 

делится на 5. В последнем случае k'=44 , 

противоречие. 

Если p=17 , то 𝑘′ = 17𝑙 + 10 , 𝑣′ + 2 

делится на 17. Далее, либо k'=10, либо k' − 4 

делится на 5. В последнем случае k'=44 , 

противоречие. В первом случае 𝑘2'=12, число 

ребер в 𝛤 между 𝛺 и 𝛤 − 𝛺 равно 34𝑣′, но не 

больше 525 − 𝑣′ и 𝑣′ ≤ 15, противоречие. 

Если p=19 , то 𝑘′ = 19𝑙 + 5 , 𝑣′ − 5 

делится на 19. Далее, либо k'=5, противоречие 

с тем, что число k'λ'  нечетно, либо k' − 4 

делится на 5. В последнем случае k'=24, 𝑘2'=96 

и 20𝑣′ ≤ 525 − 𝑣′, противоречие. 

Ввиду лемм 3.1–3.3 имеем 𝜋(𝐺) ⊆
{2,3,5,7}  и 𝛤  не является реберно симмет-

ричным графом. Следствие 1 доказано. 
 

4. Автоморфизмы дистанционно 

регулярного графа с массивом 

пересечений {48,35,9; 1,7,40} 
 

В этом параграфе предполагается, что - 

дистанционно регулярный граф с массивом 

пересечений {48,35,9; 1,7,40}.  

Этот граф имеет 𝑣 = 1 + 48 + 240 +
54 = 343 = 73  вершин и спектр 

481, 1356, −1216, −870. 

Для этого графа имеем 𝜒1(𝑔) =

(7𝛼0(𝑔) + 2𝛼1(𝑔) − 𝛼3(𝑔)) 42⁄ − 7 6⁄ , 

𝜒2(𝑔) = (9𝛼0(𝑔)+α3(𝑔)) 14⁄ − 9 2⁄ , где 𝜒1  – 

проекция 𝜓 на подпространство размерности 56, 
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𝜒2  – проекция 𝜓  на подпространство размер-

ности 216. 

Числа пересечений графа 𝛤 равны 

𝑝11
1 = 12 , 𝑝21

1 = 35 , 𝑝32
1 = 45 , 𝑝22

1 = 160 , 𝑝33
1 =

9, 

𝑝11
2 = 7, 𝑝12

2 = 32, 𝑝13
2 = 9, 𝑝32

2 = 36, 𝑝22
2 = 171, 

𝑝33
2 = 9, 

𝑝12
3 = 40, 𝑝22

3 = 160, 𝑝13
3 = 8, 𝑝23

3 = 40, 𝑝33
3 = 5. 

Отсюда 𝛤2  – сильно регулярный граф с 

параметрами (343,102,21,34) и спектром 

1021,4272, −1770. 

Пусть 𝛥  – сильно регулярный граф с 

параметрами (343,102,21,34) 

Лемма 4.1. Пусть 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(∆), 𝑔 ∈ 𝐺, 𝜑 

– характер проекции представления 𝜓  на 

собственное подпространство размерности 

70.  

Тогда 𝜑(𝑔) = (4𝛼0(𝑔) − α'1(𝑔)) 21⁄ + 14 3⁄ . 

Доказательство. По лемме 1.2 имеем 

Q= (
1 1 1

272 32 3⁄ −17 3⁄

70 −35 3⁄ 14 3⁄
) . 

Поэтому 𝜑(𝑔) = 1 343⁄ .  

Так как 𝛼2(𝑔) = 343 − 𝛼0(𝑔) − 𝛼1 , то 

𝜑(𝑔) = (4𝛼0(𝑔) − 𝛼1(𝑔)) 21⁄ + 14 3⁄ . Лемма 

доказана.  

Если Δ=Γ2  для дистанционно 

регулярного графа с массивом пересечений 
{48,35,9; 1,7,40} , то α'1(𝑔)=α1(𝑔)+α3(𝑔) . 

Далее, 𝛤3  – сильно регулярный граф с 

параметрами (343,54,5,9) и спектром 

541,5216, −9126. Пусть 𝛴 – сильно регулярный 

граф с параметрами (343,54,5,9). 

Лемма 4.2. Пусть 𝑔 ∈ 𝐺, 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛴),  

𝜔  – характер проекции представления 𝜓  на 

собственное подпространство размерности 

126.  

Тогда 𝜔(𝑔) = (5𝛼0(𝑔) − α″1(𝑔)) 14⁄ + 7 2⁄ . 

Доказательство. По лемме 1.2 имеем 

Q= (
1 1 1

216 20 −9 2⁄

126 −21 7 2⁄
) . 

Поэтому 𝜔(𝑔) = 1 343⁄ .  

Так как 𝛼2(𝑔) = 343 − 𝛼0(𝑔) − 𝛼1 , то 

𝜔(𝑔) = (5𝛼0(𝑔) − 𝛼1(𝑔)) 14⁄ + 7 2⁄ . Лемма 

доказана. 

Если Σ=Γ3  для дистанционно 

регулярного графа с массивом пересечений 
{48,35,9; 1,7,40}, то α″1(𝑔)=α3(𝑔). 

Пусть 𝛤  – дистанционно регулярный 

граф с массивом пересечений 

{48,35,9; 1,7,40} , 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛴) , 𝑔  – элемент 

простого порядка 𝑝 из 𝐺,𝛺 = 𝐹𝑖𝑥(𝑔).  

Тогда 

𝜑(𝑔) = (4𝛼0(𝑔) − 𝛼1(𝑔) − 𝛼3(𝑔)) 21⁄ + 14 3⁄ , 

𝜔(𝑔) = (5𝛼0(𝑔) − 𝛼3(𝑔)) 14⁄ + 7 2⁄ . 

Лемма 4.3. Выполняются следующие 

утверждения: 

(1)  если 𝛺  – пустой граф, то p=7 , 

𝛼1(𝑔)=α3(𝑔) = 49; 

(2) подграф 𝛺 не является кликой; 
(3)  если 𝛺  является 𝑚 -кокликой, то 

p=3 , m=4 , alpha
1

(𝑔) = 21t'+3 , 𝛼3(𝑔) = 21s'+6 

и −1 − 2t'+s' делится на 6; 
(4)  если 𝛺  содержит ребро, то 𝛺 

содержит две вершины, находящиеся на 

расстоянии 2 в 𝛤. 

Доказательство. Если 𝛺 – пустой граф, 

то с учетом равенства 𝑣 = 73  имеем p=7. По 

лемме 4 из [3] имеем 𝛼1(𝑔) = 49(2s+1). Для 

𝛼3(𝑔) = 7𝑡  получим 𝜒1(𝑔) =
(28s+14 − 𝑡 − 7) 6⁄ , −2𝑠 − t+1 делится на 6 и 

56 − 𝜒1(𝑔) = 56 − (28s+14 − 𝑡 − 7) 6⁄  

делится на 7. Отсюда t=7t' , 𝛼3(𝑔) = 49t' , 

2s+1+t' ≤ 7 и −2𝑠 − t'+1 делится на 6, поэтому 

s=0,t'=1. 

Аналогично, 𝜒2(𝑔) = (𝑡 − 9) 2⁄  и 𝑡 

нечетно. 

Пусть 𝛺 является 𝑛-кликой. По лемме 4 

из [3] имеем p=2 , n=7  и 𝛼1(𝑔) = 28𝑙 . Для 

различных вершин d,e ∈ 𝛺 из равенства 𝑝33
1 =

9  следует, что 𝛤3(𝑑) ∩ 𝛤3(𝑒)  пересекает 𝛺 , 

противоречие. 

Пусть 𝛺 является 𝑚-кокликой. Если две 

вершины d,e ∈ 𝛺 находятся на расстоянии 2 в 

𝛤, то равенство 𝑝11
2 = 7 влечет p=7. Возникает 

противоречие с тем, что тогда k=44  должно 

делиться на 7. Значит, любые две вершины 

d,e ∈ 𝛺 находятся на расстоянии 3 в 𝛤.  

Так как 𝛤3  – сильно регулярный граф с 

параметрами (343,54,5,9), то либо p=5 , m=2 , 

противоречие, либо 𝛤3(𝑑) ∩ 𝛤3(𝑒)  содержит 2 

вершины из 𝛺 , p=3  и m=4 . Положим 𝛼3(𝑔) =
3𝑠. 

Тогда 𝜒2(𝑔) = (36+α3(𝑔)) 14⁄ − 9 2⁄ , 

поэтому s=7s'+2  и s'  нечетно. Далее, 𝜒1(𝑔) =
(28 + 2𝛼1(𝑔) − 21s' − 6) 42⁄ − 7 6⁄ , 𝛼1(𝑔) =
7𝑡 + 3 , 2𝑡 − 3s' − 3  делится на 6 и t=3t' . 

Отсюда 𝜒1(𝑔) = (2t' − s' − 1) 2⁄  и 56 −
𝜒1(𝑔) = 56 − (2t' − s' − 1) 2⁄  делится на 3.  

Итак, 𝛼1(𝑔) = 21𝑡′ + 3 , 𝛼3(𝑔) = 21s'+6 

и −1 − 2t'+s' делится на 6. 
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Пусть 𝛺 содержит ребро {𝑒, 𝑓}. Если в 𝛺 

нет двух вершин, находящихся на расстоянии 

2 в 𝛤 , то 𝛺  является объединением 𝑙 
изолированных клик, и любые две вершины из 

разных максимальных клик находятся на 

расстоянии 3 в 𝛤.  

Пусть d,e ∈ 𝛺 – вершины на расстоянии 

3. Тогда равенство 𝑝33
3 = 5 влечет l=2, p=5 или 

l=3, p=2,3.  

Если p=3 , то равенство 𝑝33
3 = 5  влечет, 

что порядки максимальных клик из 𝛺 равны 3. 

Противоречие c тем, что |𝛤 − 𝛺| = 343 − 9 не 

делится на 3. 

Если p=5 , то из действия 𝑔  на [𝑑] 

следует, что порядки максимальных клик из 𝛺 

равны 5, а из равенства 𝑝33
1 = 9  следует, что 

порядки максимальных клик из 𝛺  равны 4, 

противоречие.  

Если p=2, то равенство 𝑝11
1 = 12 влечет, 

что порядки максимальных клик из 𝛺 четны, 

противоречие c действием 𝑔 на [𝑒]. 

Лемма 4.4. Если 𝛺  содержит две 

вершины, находящиеся на расстоянии 2 в 𝛤 , 

то 𝑝 ≤ 7. 

Доказательство. Пусть 𝛺 содержит две 

вершины, находящиеся на расстоянии 2 в 𝛤 . 

По лемме 7 из [3] имеем 𝑝 ≤ 11. 

Пусть p=11. Тогда 𝛤3  индуцирует на 𝛺 

вполне регулярный граф с параметрами 

(v',k',5,9), где 54 − k' и 343 − 𝑣′ делятся на 11. 

Так как k'(k' − 6) = 9𝑘2′ , то 9 делит 

k'(k' − 6) . Отсюда 3 делит k'  и 18 − k' 3⁄  

делится на 11, поэтому k'=21, 𝑘2'=35.  

Число ребер в графе 𝛤3 между 𝛺 и 𝛤3 − 𝛺 

не меньше 57 ⋅ 33, но не больше 343-57=286, 

противоречие. Теорема 2 доказана. 

Докажем следствие 2. 

Пусть 𝛤  – граф, удовлетворяющий 

условиям следствия 2, 𝐺 = 𝐴𝑢𝑡(𝛤) – неразре-

шимая группа, действующая транзитивно на 

множестве вершин графа 𝛤 , K=O7(𝐺) , �̄�  – 

цоколь группы �̄� = 𝐺 𝐾⁄ .  

Тогда �̄�  содержит единственную 

компоненту �̄� , точно действующую на 𝐾 . 

Применим следствие 1 из [3]. Если группа �̄� 

изоморфна 𝐴5,A6  или PSp
4

(3) , то |𝐾| = 74 , 

|�̄�: �̄�𝑎| = 73. Противоречие с действием �̄�𝑎  на 

𝐾𝑎 . Итак, группа �̄�  изоморфна либо 𝐿2(7)  и 

|𝐾| = 73 , либо SL2(7)  и |𝐾| = 72  (см. [6]). 

Следствие 2 доказано. 
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