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Введение 

Задачи оптимального управления, опи-

сываемые различными дифференциальными, 

интегро-дифференциальными уравнениями с 

переменной структурой, или же задачи опти-

мального управления многоэтапными процес-

сами или же задачи оптимального управле-

ния, описываемые различными дифференци-

альными, интегро-дифференциальными урав-

нениями постоянной структурой, широко ис-

следованы. В этом направлении можно отме-

тить работы [1–4].  

В работе [5] рассмотрена одна задача 

оптимального управления с переменной 

структурой, но многоточечным функциона-

лом качества. При различных предположени-

ях на параметры рассматриваемой задачи до-

казаны аналоги принципа максимума Л.С. 

Понтрягина, линеаризованного условия мак-

симума и аналог уравнения Эйлера.  

Многочисленные свойства дробных 

операторов вызвали в последние годы боль-

шой интерес к дробному исчислению, а также 

к широкому кругу приложений, связанных 

моделированием областей подобных физиче-

ских проблем. В последние годы особенно 

широко применяются дробные производные 

Римана–Лиувилля и Капуто. Простота приме-

нения этих производных привлекла внимание 

многих ученых. К настоящему времени зада-

чи оптимального управления, описываемые 

различными дифференциальными уравнения-

ми с дробными производными, интенсивно 

исследуются (см. например, [6, 7]). 

В работах, например [6–9], изучены 

различные задачи оптимального управления, 

описываемые обыкновенными дифференци-

альными уравнениями с дробными производ-

ными.  

В работе [10] исследована задача опти-

мального управления, описываемая системой 

обыкновенных дифференциальных уравнений 

с дробной производной Капуто, где функцио-

нал качества является многоточечным функ-

ционалом. Установлен аналог принципа мак-

симума Понтрягина. 

В предлагаемой работе рассмотрена 

дробная задача оптимального управления с 

переменной структурой, описываемой двумя 

системами дифференциальных уравнений.  

Получен аналог принципа максимума 

Понтрягина.  

В случае выпуклых областей управления 

доказан линеаризованный принцип максимума, 

а в случае открытости областей управления по-

лучен аналог уравнения Эйлера. 

1. Постановка задачи  

Пусть управляемый процесс описывает-

ся системой нелинейных уравнений: 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼𝑥 = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑡 ∈ 𝑇1 = [𝑡0, 𝑡1],   (1) 

 𝐷𝑡1

𝐶
𝑡
𝛼𝑦 = 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑣), 𝑡 ∈ 𝑇2 = [𝑡1, 𝑡2]   (2) 

с начальными условиями 

   𝑥(𝑡0) = 𝑥0,                     (3) 

  𝑦(𝑡1) = 𝐺(𝑥(𝑡1)),                 (4) 

где  

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼𝑥(𝑡) =

1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫

𝑥(𝑛)(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1+𝛼−𝑛
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

,     

𝑛 = [𝛼] + 1, 𝛼 ∈ 𝑅+  

левая дробная производная Капуто [9, 11, 12].  

Здесь 𝛼 ∈ [0,1], 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)′ и 

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚)′ − состояния управляемого 

объекта, 𝑥(𝑡) ∈ 𝐶𝑛([𝑡0, 𝑡1]), 𝑦(𝑡) ∈ 𝐶𝑛([𝑡1, 𝑡2]), 

𝑥0 − заданный постоянный вектор, 

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) ((𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑣))) − заданная 𝑛 (𝑚)-

мерная вектор-функция, непрерывная по со-

вокупности переменных вместе с частными 

производными по 𝑥 (𝑦), 𝐺(𝑥) – заданная 

непрерывно-дифференцируемая m-мерная 

вектор-функция, 𝑢(𝑡) и 𝑣(𝑡) – соответственно 

𝑟 и 𝑞-мерные кусочно-непрерывные (с конеч-

ным числом точек разрыва первого рода) век-

тор-функции, управляющих воздействий, 

принимающие свои значения из заданных не-

пустых и ограниченных множеств 𝑈 и 𝑉, т.е.  

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟, 𝑡 ∈ 𝑇1, 
𝑣(𝑡) ∈ 𝑉 ⊂ 𝑅𝑞 , 𝑡 ∈ 𝑇2.               (5)  

Требуется минимизировать следующий 

функционал качества: 

 𝐽(𝑢, 𝑣) = 𝜑1(𝑥(𝑡1)) + 𝜑2(𝑦(𝑡2)),   (6) 

определенный на решениях задачи (1)–(4), 

порожденных всевозможными допустимыми 

управлениями. 
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Здесь 𝜑1(𝑥) и 𝜑2(𝑦) − заданные 

непрерывно-дифференцируемые скалярные 

функции. 

Пару (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡)), удовлетворяющую 

вышеприведенным свойствам, назовем допу-

стимым управлением.  

2. Вычисление приращения  

функционала качества 

Пусть (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡), 𝑥𝜊(𝑡), 𝑦𝜊(𝑡)) – не-

который фиксированный, а (𝑢̄(𝑡) = 𝑢𝜊(𝑡) +

𝛥𝑢(𝑡), 𝑣̄(𝑡) = 𝑣𝜊(𝑡) + 𝛥𝑣(𝑡), 𝑥̄(𝑡) = 𝑥𝜊(𝑡) +
𝛥𝑥(𝑡), 𝑦̄(𝑡) = 𝑦𝜊(𝑡) + 𝛥𝑦(𝑡)) − произвольный 

допустимые процессы. 

Тогда приращение функционала каче-

ства записывается следующим образом: 

𝛥𝐽(𝑢𝜊, 𝑣𝜊) = 𝐽(𝑢̄, 𝑣̄) − 𝐽(𝑢𝜊, 𝑣𝜊) = 
= [𝜑1(𝑥̄(𝑡1)) − 𝜑1(𝑥𝜊(𝑡1))] + 

+[𝜑2(𝑦̄(𝑡2)) − 𝜑2(𝑦𝜊(𝑡2))].            (7)                            

Ясно, что (∆𝑥(𝑡), ∆𝑦(𝑡)) является реше-

нием следующей задачи: 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) − 

−𝑓(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡)),                    (8) 

∆𝑥(𝑡0) = 0,                           (9)  

 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑦̄(𝑡), 𝑣̄(𝑡)) − 

−𝑔(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡)),                   (10) 

∆𝑦(𝑡1) = 𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥0(𝑡1)).     (11) 

Пусть 𝜓(𝑡) и 𝑝(𝑡) пока произвольные 𝑛 

и m-мерные, соответственно, вектор-функции.  

Умножая обе стороны уравнений (8) и 

(10) скалярно на 𝜓(𝑡) и 𝑝(𝑡), соответственно, 

и интегрируя обе стороны полученных соот-

ношений по 𝑡 от 𝑡0 до 𝑡1 и от 𝑡1 до 𝑡2 соответ-

ственно, введя аналоги функции Гамильтона–

Понтрягина следующим образом: 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜓) = 𝜓′𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 

𝑀(𝑡, 𝑦, 𝑣, 𝑝) = 𝑝′𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑣), 

далее, применяя формулу интегрирования по 

частям для интегралов Римана–Лиувилля [8, 

9], а также учитывая условие (9), получим  

∫ 𝜓′(𝑡) 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

= 

= ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡1

𝛼 𝜓′(𝑡)∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡)∆𝑥(𝑡)|𝑡0

𝑡1 = 

= ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡1

𝛼 𝜓′(𝑡)∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡1)∆𝑥(𝑡1) + 𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡0)∆𝑥(𝑡0) = 

 = ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡1

𝛼 𝜓′(𝑡)∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡1)∆𝑥(𝑡1) = 

= ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡.     (12) 

Аналогично получим  

∫ 𝑝′(𝑡) 𝐷𝑡1

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

= 

= ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡2

𝛼 𝑝′(𝑡)∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝(𝑡2)∆𝑦(𝑡2) + 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝(𝑡1)∆𝑦(𝑡1) = 

= ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡2

𝛼 𝑝′(𝑡)∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝′(𝑡2)∆𝑦(𝑡2) + 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝′(𝑡1)[𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥𝜊(𝑡1))] = 

= ∫ [𝑀(𝑡, 𝑦̄(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡)]𝑑𝑡.    ( 13) 

С учетом (12), (13) из формулы прира-

щения (7) получим, что  

∆𝐽(𝑢, 𝑣) = [𝜑1(𝑥̄(𝑡1)) − 𝜑1(𝑥𝜊(𝑡1))] + 

+[𝜑2(𝑦̄(𝑡2)) − 𝜑2(𝑦𝜊(𝑡2))] + 

+ ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡1

𝛼 𝜓′(𝑡)∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡1)∆𝑥(𝑡1) − 

− ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 + 

+ ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡2

𝛼 𝑝′(𝑡)∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝′(𝑡2)∆𝑦(𝑡2) + 
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+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝′(𝑡1)[𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥𝜊(𝑡1))] − 

− ∫ [𝑀(𝑡, 𝑦̄(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]𝑑𝑡.              (14) 

Используя формулу Тейлора, получим, что 

 𝜑1(𝑥̅(𝑡1)) − 𝜑(𝑥𝜊(𝑡1)) = 

= 𝜑𝑥
′ (𝑥𝜊(𝑡1))∆𝑥(𝑡1) + 𝑜1(‖∆𝑥(𝑡1)‖), (15) 

𝜑2(𝑦̄(𝑡2)) − 𝜑2(𝑦𝜊(𝑡2)) = 

= 𝜑𝑦
′ (𝑦𝜊(𝑡2))∆𝑦(𝑡2) + 𝑜2(‖∆𝑦(𝑡2)‖) (16) 

и 

𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))= 

= 𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) + 

+𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡)) = 

= 𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))∆𝑥(𝑡) + 

+𝑜3(‖∆𝑥(𝑡)‖) + 𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡)) = 

= 𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))∆𝑥(𝑡) + 

+𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))∆𝑥(𝑡) − 

−𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))∆𝑥(𝑡) + 

+𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 

 −𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡)) + 

+𝑜3(‖∆𝑥(𝑡)‖),            (17) 

𝑀(𝑡, 𝑦̄(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) − 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡)) = 

= 𝑀(𝑡, 𝑦̅(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) + 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) + 

+𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) − 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡)) = 

= 𝑀𝑦
′ (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡))∆𝑦(𝑡) + 

+𝑜4(‖∆𝑦(𝑡)‖) + 

+𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) − 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡)) = 

= 𝑀𝑦
′ (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡))∆𝑦(𝑡) + 

+𝑀𝑦
′ (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))∆𝑦(𝑡) − 

−𝑀𝑦
′ (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))∆𝑦(𝑡) + 

 +𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) − 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡)) + 

𝑜4(‖∆𝑦(𝑡)‖).                       (18) 

Здесь ‖𝛼‖ норма вектора 𝛼 =
(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)′, определяемая формулой ‖𝛼‖ =

∑ |𝛼𝑖|𝑛
𝑖=1 , а 𝑜(𝛼), есть величина более высокого 

порядка чем 𝛼, т. е. 
𝑜(𝛼)

𝛼
→ 0 при 𝛼 → 0. 

Тогда формулу приращения (14) можно 

записать как 

∆𝐽(𝑢, 𝑣) = 𝜑𝑥
′ (𝑥𝜊(𝑡1))∆𝑥(𝑡1) + 

+𝜑𝑦
′ (𝑦𝜊(𝑡2))∆𝑦(𝑡2) + 𝑜1(‖∆𝑥(𝑡1)‖) + 

+𝑜2(‖∆𝑦(𝑡2)‖) + ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡1

𝛼 𝜓′(𝑡)∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡1)∆𝑥(𝑡1) − 

− ∫ 𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 − 

− ∫ [𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]

′
 ∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 − 

− ∫ 𝑜3(‖∆𝑥(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+ ∫ 𝐷𝑡
𝐶

𝑡2

𝛼 𝑝′(𝑡)∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝′(𝑡2)∆𝑦(𝑡2) + 

+ 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝′(𝑡1)[𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥𝜊(𝑡1))] − 

− ∫ [𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]𝑑𝑡 − 

− ∫ 𝑀𝑦
′ (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

− 

∫ 𝑜4(‖∆𝑦(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ [𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]

′
∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡. (19) 

Ведем обозначение: 

𝑁(𝑝(𝑡1), 𝑥) = 𝑝′(𝑡1) 𝐺(𝑥). 
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Используя формулу Тейлора, имеем 

𝑁(𝑝(𝑡1), 𝑥̅(𝑡1)) − 𝑁(𝑝(𝑡1), 𝑥0(𝑡1)) = 

= 𝑁𝑥
′ (𝑝(𝑡1), 𝑥0(𝑡1))∆𝑥(𝑡1) + 𝑜5(‖∆𝑥(𝑡1)‖). 

Предположим, что векторы функций 

𝜓(𝑡) и 𝑝(𝑡) являются решениями следующей 

системы уравнений: 

𝐷𝑡
𝐶

𝑡1

𝛼 𝜓(𝑡) = −𝐻𝑥(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡)), (20) 

𝐼𝑡
 

𝑡1

1−𝛼𝜓(𝑡1) = −𝜑𝑥(𝑥(𝑡1)) + 

+𝑁𝑥
′ (𝑝(𝑡1), 𝑥0(𝑡1)),               (21) 

𝐷𝑡
𝐶

𝑡2

𝛼 𝑝(𝑡) = −𝑀𝑦(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡)), (22)  

 𝐼𝑡
 

𝑡2

1−𝛼𝑝(𝑡2) = −𝜑𝑦(𝑦(𝑡2)).     (23) 

Задачу (20)–(23) назовем сопряженной 

системой для рассматриваемой задачи.  

Учитывая систему (20)–(23) из (19), по-

лучим, что 

∆𝐽(𝑢, 𝑣) = − ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

− 

−𝐻(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 − 

− ∫ [𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]𝑑𝑡 − 

− ∫ [𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

− 

−𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]

′
 ∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 − 

− ∫ [𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]

′
∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝑜1(‖∆𝑥(𝑡1)‖) + 𝑜2(‖∆𝑦(𝑡2)‖) − 

− ∫ 𝑜3(‖∆𝑥(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− ∫ 𝑜4(‖∆𝑦(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

− 

−𝑜5(‖∆𝑥(𝑡1)‖). 

Введем обозначения 

∆𝑢̅𝐻[𝑡, 𝜓] ≡ 𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) 

− − 𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)), 

∆𝑢̅𝑀[𝑡, 𝑝] ≡ 𝑀(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑣̅(𝑡), 𝑝(𝑡)) − 

−𝑀(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑣(𝑡), 𝑝(𝑡)). 

Тогда приращение функционала каче-

ства может быть представлено в виде 

𝐽(𝑢(𝑡) + ∆𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡) + ∆𝑣(𝑡)) − 

−𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 

= − ∫ ∆𝑢̅𝐻[𝑡, 𝜓]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− ∫ ∆𝑣̅𝑀[𝑡, 𝑝]𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+𝜂1(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) + 𝜂2(𝛥𝑢, 𝛥𝑣).          (24) 

Здесь 𝜂1(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) и 𝜂2(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) остаток 

формулы приращения, т.е. 

𝜂1(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) = − ∫ [𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

− 

−𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]

′
 ∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝑜1(‖∆𝑥(𝑡1)‖) − ∫ 𝑜3(‖∆𝑥(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

, 

𝜂2(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) = 

= − ∫ [𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

 

−𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]

′
∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝑜2(‖∆𝑦(𝑡2)‖) − ∫ 𝑜4(‖∆𝑦(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

− 

−𝑜5(‖∆𝑥(𝑡1)‖). 

Пусть ∆𝑢(𝑡) ≠ 0, ∆𝑣(𝑡) = 0. Тогда по-

лучим 

 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) − 

−𝑓(𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡)),                      (25)  

∆𝑥(𝑡0) = 0,                          (26) 

 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑦̄(𝑡), 𝑣̄(𝑡)) − 

−𝑔(𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡)),                    (27) 

∆𝑦(𝑡1) = 𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥0(𝑡1)).   (28) 

Отсюда следует, что  

∆𝑥(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
× 

× ∫
𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑥0(𝜏), 𝑢0(𝜏))

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

 

=
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1[𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) −

𝑡

𝑡0

 

−𝑓(𝜏, 𝑥0(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) + 

+𝑓(𝜏, 𝑥0(𝜏), 𝑢̅(𝜏))−𝑓(𝜏, 𝑥0(𝜏), 𝑢0(𝜏))]𝑑𝜏 = 

=
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1[𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) −

𝑡

𝑡0
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−𝑓(𝜏, 𝑥0(𝜏), 𝑢̅(𝜏))]𝑑𝜏 +
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× ∆𝑢̅𝑓(𝜏, 𝑥0(𝜏), 𝑢0(𝜏))𝑑𝜏,     (29)  

∆𝑦(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
× 

× ∫
𝑔(𝜏, 𝑦̅(𝜏), 𝑣̅(𝜏)) − 𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣0(𝜏))

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

 

+𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥0(𝑡1)) = 

=
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1[𝑔(𝜏, 𝑦̅(𝜏), 𝑣̅(𝜏)) −

𝑡

𝑡1

 

−𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣̅(𝜏)) + 

+𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣̅(𝜏))−𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣0(𝜏))]𝑑𝜏 + 

+𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥0(𝑡1)) = 

=
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1[𝑔(𝜏, 𝑦̅(𝜏), 𝑣̅(𝜏)) −

𝑡

𝑡1

 

−𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣̅(𝜏))]𝑑𝜏 + 

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡1

∆𝑣̅𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣0(𝜏))𝑑𝜏 

+𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥0(𝑡1)).          (30) 

Так как, в силу сделанных предположений, 

функция 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) удовлетворяет условию 

Липщица по 𝑥, то, переходя к норме в (29), по-

лучаем, что 

‖∆𝑥(𝑡)‖ ≤
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× ‖𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢̅(𝜏))‖𝑑𝜏 + 

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1‖∆𝑢̅𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

 

≤ 𝐿1

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1‖∆𝑥(𝜏)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

+ 

+ 
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× ‖∆𝑢̅𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))‖𝑑𝜏,               (31) 

где 𝐿1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторая постоянная.  

А из (30) получаем, что 

‖∆𝑦(𝑡)‖ ≤ 𝐿2

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1‖∆𝑦(𝜏)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

+ 

+ 
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡1

× 

× ‖∆𝑣̅𝑔(𝜏, 𝑦0(𝜏), 𝑣0(𝜏))‖𝑑𝜏 + 

+𝐿3‖∆𝑥(𝑡1)‖,                    (32) 

где 𝐿2, 𝐿3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторые постоянные. 

Применяя к неравенству (31) аналог леммы 

Гронуолла–Беллмана [13], приходим к оценке 

‖∆𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝐿4

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× ‖∆𝑢̅𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))‖𝑑𝜏.    (33) 

Аналогично из (32) получим 

‖𝛥𝑦(𝑡)‖ ≤ 

≤ 𝐿5 [
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1[‖𝛥𝑦(𝜏)‖ +

𝑡

𝑡1

 

+‖𝛥𝑣(𝜏)‖]𝑑𝜏 + ‖𝛥𝑥(𝑡1)‖], (34)  

где 𝐿4, 𝐿5 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторые постоянные.  

Теперь пусть ∆𝑢(𝑡) = 0, а ∆𝑣(𝑡) ≠ 0. 

При этом получим, что ∆𝑥(𝑡) = 0, а ∆𝑦(𝑡) яв-

ляется решением задачи 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑦̅(𝑡), 𝑣̅(𝑡)) − 

−𝑔(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑣(𝑡)),                (35)  

  ∆𝑦(𝑡1) = 0.                      (36) 

По аналогии с доказательством оценки 

(34) доказывается справедливость оценки 

 ‖∆𝑦(𝑡)‖ ≤ 

≤ 𝐿6

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1‖∆𝑣̅𝑔[𝜏]‖𝑑𝜏

𝑡 

𝑡1

  (37)  

где 𝐿6 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторая постоянная.  

3. Основной результат 

Пусть 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) произвольная точка 

непрерывности управляющей функции 𝑢(𝑡), 

𝑤1 ∈ 𝑈 − произвольный вектор, а 𝜀 > 0 про-

извольное достаточно малое число, такое, что 

𝜃 + 𝜀 < 𝑡1 . 

Специальное приращение управляющей 

функции 𝑢(𝑡) определим по формуле 

 ∆𝑢(𝑡; 𝜀) = 

{
𝑤1 − 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜃,𝜃 + 𝜀),

0,                  𝑡 ∈ 𝑇1\ [𝜃,𝜃 + 𝜀).
   (38) 

Пусть (∆𝑥(𝑡; 𝜀), ∆𝑦(𝑡; 𝜀)) − специальное при-

ращение траектории, отвечающее специаль-

ному приращению (38) управляющей функ-

ции 𝑢(𝑡).  
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Тогда из оценок (33), (34) следует, что  

‖∆𝑥(𝑡; 𝜀)‖ ≤ 𝐿7𝜀, 𝑡 ∈ 𝑇1, 
‖∆𝑦(𝑡; 𝜀)‖ ≤ 𝐿8𝜀, 𝑡 ∈ 𝑇2,           (39) 

где 𝐿7, 𝐿8 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  некоторые положительные 

постоянные.  

Принимая во внимание формулу (38) и 

оценки (39), из формулы приращения (24) по-

лучаем, что 

 𝐽(𝑢(𝑡) + ∆𝑢(𝑡; 𝜀), 𝑣(𝑡)) − 𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 

= −𝜀∆𝑤1
𝐻[𝜃, 𝜓 ] + 𝑜(𝜀).         (40) 

Теперь специальное приращение управ-

ляющей функции 𝑣(𝑡) определим по формуле 

∆𝑣(𝑡; 𝜇) = 

= {
𝑤2 − 𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜉,𝜉 + 𝜇),

0,                  𝑡 ∈ 𝑇2\ [𝜉,𝜉 + 𝜇).
    (41) 

Здесь 𝑤2 ∈ 𝑉 − произвольный вектор, 

𝜉 ∈ [𝑡1, 𝑡2) произвольная точка непрерывно-

сти управляющей функции 𝑣(𝑡), а 𝜇 > 0 про-

извольное достаточно малое число, такое, что 

𝜉 + 𝜇 < 𝑡2 . 

Ясно, что в этом случае специальное 

приращение ∆𝑥(𝑡; 𝜇) траектории 𝑥(𝑡) равно 

нулю, а для ∆𝑦(𝑡; 𝜇), т.е. для специального 

приращения траектории 𝑦(𝑡), отвечающее 

приращению (41) в силу оценки (37) имеет 

место оценка 

‖∆𝑦(𝑡; 𝜇)‖ ≤ 𝐿9𝜀, 𝑡 ∈ 𝑇2,          (42) 

где 𝐿9 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторая постоянная. 

Учитывая формулу (41) и оценку (42), 

из формулы приращения (24) получаем, что 

𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡) + ∆𝑣(𝑡; 𝜇)) − 𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 

= −𝜇∆𝑤2
𝑀[𝜉, 𝑝] + 𝑜(𝜇).        (43) 

Из разложений (40), (43) следует 

Теорема 1. Для оптимальности допу-

стимого управления (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) необходимо, 

чтобы соотношения  

max
𝑤1∈𝑈

𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑤1, 𝜓(𝜃)) = 

= 𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃)), 

max
𝑤2∈𝑉

𝑀(𝜉, 𝑦(𝜉), 𝑤2, 𝑝(𝜉)) = 

= 𝑀(𝜉, 𝑦(𝜉), 𝑣(𝜉), 𝑝(𝜉)) 

выполнялись для всех 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) и 𝜉 ∈ [𝑡1, 𝑡2) 

соответственно.  

Теперь предположим, что множества 

𝑈, 𝑉 выпуклы, а 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑣) имеют не-

прерывные производные также по 𝑢, 𝑣 соот-

ветственно. 

Здесь и в дальнейшем мы используем 

следующие обозначения: 

𝜕𝐻[𝑡, 𝜓]

𝜕𝑢
=

𝜕𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝜕𝑢
, 

𝜕𝑀[𝑡, 𝑝]

𝜕𝑣
=

𝜕𝑀(𝑡, 𝑦(𝑡), 𝑣(𝑡), 𝑝(𝑡))

𝜕𝑣
. 

Тогда, по аналогии с доказательством 

формулы приращения (24), доказывается, что  

 𝐽(𝑢̅, 𝑣) − 𝐽(𝑢, 𝑣) = 

= − ∫
𝜕𝐻[𝑡, 𝜓]

𝜕𝑢
∆𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 𝜂3(𝛥𝑢, 𝛥𝑣), (44) 

𝐽(𝑢, 𝑣̅) − 𝐽(𝑢, 𝑣) = 

= − ∫
𝜕𝑀[𝑡, 𝑝]

𝜕𝑣
∆𝑣(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 𝜂4(𝛥𝑢, 𝛥𝑣). (45) 

Здесь 𝜂3(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) и 𝜂4(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) являются 

остаточными членами формулы приращения 

функционала, т.е. 

𝜂3(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) = 

= − ∫ [𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

− 

−𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 𝜓(𝑡))]

′
 ∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝑜1(‖∆𝑥(𝑡1)‖) − ∫ 𝑜3(‖∆𝑥(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

, 

𝜂4(𝛥𝑢, 𝛥𝑣) = 

= − ∫ [𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣̄(𝑡), 𝑝(𝑡)) −

𝑡2

𝑡1

+ 

−𝑀𝑦
 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑣0(𝑡), 𝑝(𝑡))]

′
∆𝑦(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝑜2(‖∆𝑦(𝑡2)‖) − ∫ 𝑜4(‖∆𝑦(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

− 

−𝑜5(‖∆𝑥(𝑡1)‖). 

Далее из оценок (31) и (32) получаем, 

что  

‖∆𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝐿10 ∫ ‖∆𝑢(𝑡)‖𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

, 

 ‖∆𝑦(𝑡)‖ ≤ 𝐿11 ∫ ‖∆𝑣(𝑡)‖𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

, (46) 

где 𝐿𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 10,11   некоторые по-

стоянные.  
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А из оценки (37) получаем, что  

‖∆𝑦(𝑡)‖ ≤ 𝐿12 ∫ ‖∆𝑣(𝑡)‖𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

,     (47) 

где 𝐿12 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 −   некоторая постоянная. 

Пусть 𝑤1(𝑡) ∈ 𝑈 − произвольная допу-

стимая управляющая функция, а 𝜀 ∈ [0,1]– 

произвольное число.  

Тогда специальное приращение управ-

ляющей функции 𝑢(𝑡) можно определить по 

формуле 

∆𝑢(𝑡; 𝜀) = 𝜀[𝑤1(𝑡) − 𝑢(𝑡)], 𝑡 ∈ 𝑇1.     (48) 

Через (∆𝑥(𝑡; 𝜀), ∆𝑦(𝑡; 𝜀)) обозначим 

специальное приращение траектории 

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), отвечающее специальному при-

ращению (48) управляющей функции 𝑢(𝑡).  

Тогда, учитывая оценки (46) и формулу 

(44) из частичной формулы приращения, по-

лучаем, что 

𝐽(𝑢(𝑡) + ∆𝑢(𝑡; 𝜀), 𝑣(𝑡)) − 𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 

= −𝜀 ∫
𝜕𝐻[𝑡, 𝜓]

𝜕𝑢
[𝑤1(𝑡) − 𝑢(𝑡)]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+𝑜(𝜀).                          (49) 

Если специальное приращение ∆𝑣(𝑡; 𝜇) 

допустимой управляющей функции 𝑣(𝑡) 

определим по формуле 

∆𝑣(𝑡; 𝜇) = 𝜇[𝑤2(𝑡) − 𝑣(𝑡)], 

где 𝜇 ∈ [0,1] произвольное число, а 𝑤2(𝑡) ∈ 𝑉 

произвольная допустимая управляющая 

функция, то, учитывая также оценку (47) из 

формулы приращения (45), получаем, что 

𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡) + ∆𝑣(𝑡; 𝜇)) − 𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 

= −𝜇 ∫
𝜕𝑀[𝑡, 𝑝]

𝜕𝑣
[𝑤2(𝑡) − 𝑣(𝑡)]𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 

+𝑜(𝜇).                 (50)  

С помощью разложений (49) и (50) до-

казывается  

Теорема 2 (линеаризованный прин-

цип максимума).  

Если множества 𝑈 и 𝑉 открыты, а век-

тор-функции 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) и 𝑔(𝑡, 𝑦, 𝑣) непрерыв-

но-дифференцируемы по (𝑥, 𝑢) и (𝑦, 𝑣) соот-

ветственно, то для оптимальности допустимо-

го управления (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) необходимо, чтобы 

соотношения  

∫
𝜕𝐻[𝑡, 𝜓]

𝜕𝑢
[𝑤1(𝑡) − 𝑢(𝑡)]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

≤ 0, 

∫
𝜕𝑀[𝑡, 𝑝]

𝜕𝑣
[𝑤2(𝑡) − 𝑣(𝑡)]𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

≤ 0 

выполнялись для всех 𝑤1(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇1 и 

𝑤2(𝑡) ∈ 𝑉, 𝑡 ∈ 𝑇2 соответственно.  

Предположим, что множества 𝑈 и 𝑉 яв-

ляются открытыми множествами.  

В этом случае, используя формулы при-

ращения (44) и (45), в случае открытости об-

ластей управления 𝑈 и 𝑉 получается аналог 

уравнения Эйлера, а также аналог условия 

Лежандра–Клебша. 

Для этого вычислим первую вариацию 

функционала качества. 

Пусть 𝜀 достаточно малое по абсолют-

ной величине число, а 𝛿𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑟, 𝑡 ∈ 𝑇1 про-

извольная r-мерная дискретная и ограничен-

ная вектор-функция (вариация управляющей 

функции 𝑢(𝑡)). Специальное приращение 

управляющих функций 𝑢(𝑡) и 𝑣(𝑡) определим 

по формуле 

{
𝛥𝑢(𝑡; 𝜀) = 𝜀𝛿𝑢(𝑡),

𝛥𝑣(𝑡; 𝜀) = 0.
                (51) 

Далее из формул (9), (11) получим, что  

∆𝑥(𝑡) = 

1

𝛤(𝛼)
∫ [

𝑓𝑥(𝜏, 𝑥𝜊(𝜏), 𝑢𝜊(𝜏))𝛥𝑥(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼

𝑡

𝑡0

+ 

+
𝑓𝑢(𝜏, 𝑥𝜊(𝜏), 𝑢𝜊(𝜏))𝛥𝑢(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
] 𝑑𝜏 + 

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× 𝜊6([‖𝛥𝑥(𝜏)‖ + ‖𝛥𝑢(𝜏)‖] )𝑑𝜏, (52) 

∆𝑦(𝑡) = 

= 𝐺𝑥(𝑥𝜊(𝑡1))𝛥𝑥(𝑡1)

+
1

𝛤(𝛼)
∫

𝑔𝑦(𝑡, 𝜏, 𝑦𝜊(𝜏), 𝑣𝜊(𝜏))𝛥𝑦(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

+ 

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡1

𝜊7(‖𝛥𝑦(𝜏)‖)𝑑𝜏 + 

+𝜊8(‖𝛥𝑥(𝑡1)‖).                    (53) 
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Через (𝛥𝑥(𝑡; 𝜀), 𝛥𝑦(𝑡; 𝜀)) обозначим 

специальное приращение траектории 

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), отвечающее специальному при-

ращению (51), и определим их следующим 

образом: 

 𝛥𝑥𝜀(𝑡) = 𝜀𝛿𝑥(𝑡) + 𝜊(𝜀; 𝑡),            (54) 
𝛥𝑦𝜀(𝑡) = 𝜀𝛿𝑦(𝑡) + 𝜊(𝜀; 𝑡).             (55) 

Здесь 𝛿𝑥(𝑡) и 𝛿𝑦(𝑡) вариации траекто-

рий (см., например, [14]), которые являют-

ся решениями, соответственно, следующих 

задач,  

𝜀𝛿𝑥(𝑡) + 𝑜(𝜀, 𝑡) = 

=
𝜀

𝛤(𝛼)
∫ [

𝑓𝑥(𝜏, 𝑥𝜊(𝜏), 𝑢𝜊(𝜏))𝛥𝑥(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼

𝑡

𝑡0

+ 

+
𝑓𝑢(𝜏, 𝑥𝜊(𝜏), 𝑢𝜊(𝜏))𝛥𝑢(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
] 𝑑𝜏 + 

+
𝜀

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× 𝜊6([‖𝛥𝑥(𝜏)‖ + ‖𝛥𝑢(𝜏)‖])𝑑𝜏 + 𝑜(𝜀, 𝑡), 

𝜀𝛿𝑦(𝑡) + 𝑜(𝜀, 𝑡) = 𝜀𝐺𝑥(𝑥𝜊(𝑡1))𝛿𝑥(𝑡1) + 

+
𝜀

𝛤(𝛼)
∫

𝑔𝑦(𝑡, 𝜏, 𝑦𝜊(𝜏), 𝑣𝜊(𝜏))𝛥𝑦(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

+ 

+
𝜀

𝛤(𝛼)
∫(𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡1

𝜊7(‖𝛥𝑦(𝜏)‖)𝑑𝜏 + 

+𝜊8(‖𝛥𝑥(𝑡1)‖) + 𝑜(𝜀, 𝑡). 

Разделив обе стороны этих соотноше-

ний на 𝑜(𝜀, 𝑡) и переходя к пределу при 𝜀 → 0 

получим, что вектор-функции 𝛿𝑥(𝑡) и 𝛿𝑦(𝑡) 

удовлетворяют соответственно соотношениям 

𝛿𝑥(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
∫ [

𝑓𝑥(𝜏, 𝑥𝜊(𝜏), 𝑢𝜊(𝜏))𝛿𝑥(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼

𝑡

𝑡0

+  

+
𝑓𝑢(𝜏, 𝑥𝜊(𝜏), 𝑢𝜊(𝜏))𝛿𝑢(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
] 𝑑𝜏,      (56) 

𝛿𝑦(𝑡) = 

=
1

𝛤(𝛼)
∫

𝑔𝑦(𝑡, 𝜏, 𝑦𝜊(𝜏), 𝑣𝜊(𝜏))𝛿𝑦(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

+ 

+𝐺𝑥(𝑥𝜊(𝑡1))𝛿𝑥(𝑡1).                 (57) 

Из интегральных уравнений (56) и (57) 

получаем, что 𝛿𝑥(𝑡) и 𝛿𝑦(𝑡) является решени-

ем следующих линейных неоднородных диф-

ференциальных систем уравнений дробного 

порядка: 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼𝛿𝑥(𝑡) = 𝑓𝑥(𝑡, 𝑥𝜊(𝑡), 𝑢𝜊(𝑡))𝛿𝑥(𝑡) + 

+𝑓𝑢(𝑡, 𝑥𝜊(𝑡), 𝑢𝜊(𝑡))𝛿𝑢(𝑡),         (58) 

𝛿𝑥(𝑡0) = 0.                        (59) 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼𝛿𝑦(𝑡) = 𝐺𝑥(𝑥𝜊(𝑡1))𝛿𝑥(𝑡1) + 

+𝑔𝑦(𝑡, 𝜏, 𝑦𝜊(𝜏), 𝑣𝜊(𝜏))𝛿𝑦(𝜏),      (60) 

𝛿𝑦(𝑡1) = 𝐺(𝑥̄(𝑡1)) − 𝐺(𝑥0(𝑡1)).       (61) 

Уравнения (56) и (57) и задачи Коши 

(58)–(59) и (60)–(61) называются уравнениями 

в вариациях для рассматриваемой задачи. 

А теперь, используя разложения (54) и 

(55) из формулы приращения (24), получим, 

что  

𝐽(𝑢𝜊(𝑡) + 𝜀𝛿𝑢(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡)) − 𝐽(𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡)) = 

= −𝜀 ∫ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑥𝜊(𝑡), 𝑢𝜊(𝑡), 𝜓𝜊(𝑡))𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+𝑜(𝜀).                          (62) 

А теперь специальное приращение до-

пустимого управления (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡))  опреде-

лим по формуле  

{
𝛥𝑢(𝑡; 𝜇) = 0,                       

𝛥𝑣(𝑡; 𝜇) = 𝜇𝛿𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇2.
            (63) 

Здесь 𝜇 − достаточно малое по абсо-

лютной величине число, а 𝛿𝑣(𝑡) ∈ 𝑅𝑞 ,  𝑡 ∈ 𝑇2 

произвольная q-мерная дискретная и ограни-

ченная вектор-функция (вариация управляю-

щей функции 𝑣(𝑡)). 

Далее через (𝛥𝑥𝜇(𝑡), 𝛥𝑦𝜇(𝑡)) обозначим 

специальное приращение траектории 

(𝑥𝜊(𝑡), 𝑦𝜊(𝑡)), отвечающее специальному 

приращению (63) допустимого управления 

(𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡)).  

Ясно, что в этом случае 𝛥𝑥𝜇(𝑡) = 0, а 

специальное приращение 𝛥𝑦𝜇(𝑡) траектории 

𝑦𝜊(𝑡) удовлетворяет равенству 

𝛥𝑦𝜇(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
× 

× ∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1[𝑔𝑦(𝑡, 𝑠, 𝑦𝜊(𝑠), 𝑣𝜊(𝑠))𝛥𝑦𝜇(𝑠) +
𝑡

𝑡1

 

+𝑔𝑣(𝑡, 𝑠, 𝑦𝜊(𝑠), 𝑣𝜊(𝑠))𝛥𝑣(𝑠; 𝜇)]𝑑𝑠 + 𝑜(𝜀; 𝜇). 

Используя выше использованные рас-

суждения, имеем 

𝛥𝑦𝜇(𝑡) = 𝜇𝛿𝑧(𝑡) + 𝑜(𝑡; 𝜇),          (64) 

где 𝛿𝑧(𝑡) является решением следующего ва-

риационного уравнения: 

𝛿𝑧(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
× 
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× ∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1[𝑔𝑦(𝑡, 𝑠, 𝑦𝜊(𝑠), 𝑣𝜊(𝑠))𝛿𝑦𝜇(𝑠) +
𝑡

𝑡1

 

+𝑔𝑣(𝑡, 𝑠, 𝑦𝜊(𝑠), 𝑣𝜊(𝑠))𝛿𝑣(𝑠; 𝜇)]𝑑𝑠.     (65) 

Используя формулы (64), (65) из 

формулы приращения функционала (24) по-

лучим 

𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡) + ∆𝑣(𝑡; 𝜇)) − 𝐽(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 

= −𝜇 ∫ 𝑀𝑢
′ (𝑡, 𝑦𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡), 𝑝𝜊(𝑡))𝛿𝑣(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑡2

𝑡1

 

+𝑜(𝜇).                           (66) 

Из разложений (62), (66) следует, что 

первые вариации функционала качества (6) 

имеют соответственно вид 

𝛿1𝐽(𝑢𝜊, 𝑣𝜊; 𝛿𝑢) = 

= − ∫ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑥𝜊(𝑡), 𝑢𝜊(𝑡), 𝜓𝜊(𝑡))𝛿𝑢(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

, (67)  

𝛿1𝐽(𝑢𝜊, 𝑣𝜊, 𝛿𝑣) = 

= − [∫ 𝑀𝑢
′ (𝑡, 𝑦𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡), 𝑝𝜊(𝑡))𝛿𝑣(𝑡)𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

. (68) 

Учитывая основной результат вариаци-

онного исчисления (см., например, [14, 15]), 

получаем, что для оптимальности допустимо-

го управления (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡)) в рассматривае-

мой задаче необходимо, чтобы соотношения 

𝛿1𝐽(𝑢, 𝑣; 𝛿𝑢) = 0,                    (69)  

 𝛿1𝐽(𝑢, 𝑣; 𝛿𝑣) = 0,                    (70) 

выполнялись для всех 𝛿𝑢 и 𝛿𝑣 соответственно. 

Тождества (69) и (70) являются неяв-

ными необходимыми условиями оптимально-

сти первого порядка.  

Используя произвольность 𝛿𝑢 и 𝛿𝑣, из 

тождеств (69) и (70), получаем справедли-

вость условия оптимальности первого поряд-

ка, типа аналога уравнения Эйлера [14, 15]. 

Теорема 3 (аналог уравнения Эйле-

ра). Если множества 𝑈 и 𝑉 открыты, то для 

оптимальности допустимого управления 

(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) необходимо, чтобы соотношения  

𝜕𝐻[𝜃, 𝜓]

𝜕𝑢
= 0,                        (71) 

𝜕𝑀[𝜉, 𝑝]

𝜕𝑣
= 0,                         (72) 

выполнялись для всех 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) и 𝜉 ∈ [𝑡1, 𝑡2) 

соответственно.  

Каждое допустимое управление, кото-

рое является решением уравнения Эйлера, 

называется классической экстремалью. Как 

видно уравнения Эйлера (71)–(72), конструк-

тивно проверяемые необходимые условия оп-

тимальности при сделанных предположениях 

и являются необходимым условием опти-

мальности первого порядка.  

Заключение 

В статье рассматривается одна двухэтап-

ная (с переменной структурой) задача опти-

мального управления, описываемая в различ-

ных отрезках времени различными обыкновен-

ными нелинейными дифференциальными урав-

нениями дробным производным Капуто.  

С помощью модифицированного 

варианта метода приращений, в рассмат-

риваемой задаче построена формула прира-

щения первого порядка минимизируемого 

функционала, учитывающа я его особенности 

и с помощью специальной вариации управ-

ления (𝑢𝜊(𝑡), 𝑣𝜊(𝑡)) вычислена его первая 

вариация и, используя ее, доказано необходи-

мое условие оптимальности первого порядка.  

В случае выпуклости областей управле-

ния для рассматриваемой задачи управления 

доказано линеаризованное условие максиму-

ма, а при открытости областей управления 

получен аналог уравнения Эйлера. 
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