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Аннотация. Исследуется инерционное движение гиростата в полуевклидовом пространстве с за-

данными индексом и дефектом. Гиростат с постоянным гиростатическим моментом движется так, 

что его носитель вращается вокруг неподвижного центра инерции. Получены критерии существо-

вания регулярных движений как условия наличия осевой структурно-кинетической симметрии ги-

ростата. Исследованы свойства нутационного, прецессионного, колебательно-вращательного дви-

жений и дано их описание в конфигурационном и фазовом пространствах. Определены квадра-

турные зависимости параметров движения гиростата в эллиптических функциях времени. Найде-

ны параметрические уравнения годографов векторов угловой скорости и кинетического момента. 
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Введение 

Фундаментальное направление в рацио-

нальной механике − механика неевклидовых 

пространств − является необходимой состав-

ной частью современной механики твердого 

тела и сложной механической системы. Это 

научное направление увеличивает много-

образие механических явлений, расширяя 

границы области действия классической ме-

ханики Галилея–Ньютона, исторически по-

строенной для евклидова пространства.  

Появлению и развитию этого направле-

ния исследований способствовали выдающиеся 

работы Н.И. Лобачевского, А.П. Котельникова, 

У.К. Клиффорда, Н.Е. Жуковского, А.П. Широ-

кова, в которых содержались новые свойства, 

описания и интерпретация открытых ими зако-

номерностей и механических явлений.  

В настоящей работе проведено исследо-

вание интегрального многообразия динамиче-

ской системы гиростата, на который не влия-

ют внешние моментно-силовые факторы. Та-

кое исследование позволяет получить картину 

и свойства движения, происходящего без вли-

яния на гиростат внешнего моментно-

силового воздействия.  

1. Предварительные положения 

Согласно классификации, применяемой в 

проективной геометрии, рассматриваемое здесь 

пространство является действительным аффин-

ным трехмерным пространством с индексом 2 и 

дефектом 0. Оно может быть определено и как 

полугиперболическое пространство с несоб-

ственной абсолютной плоскостью. 

В настоящей работе под движением ги-

ростата (в смысле механического движения) 

понимается перемещение его тела-носителя 

как абсолютно твердого тела. При этом все 

необходимые геометрические объекты и свя-

занные с ними геометрические построения, 

вводимые в публикациях различными спосо-

бами, приняты здесь согласно схеме, установ-

ленной в работе [1]. 

Вследствие существующего гомеомор-

физма задача о движении гиростата в плоско-

сти Лобачевского эквивалентна задаче о его 

вращении вокруг неподвижного полюса в по-

луевклидовом пространстве с метрическим 

тензором )( jiijg ee  , отнесенном к про-

странству конфигураций тела, с компонентами 

,12211  gg 133 g  при i = j; 0ijg  при i ≠ j.  

Здесь ei (i = 1, 2, 3) − орты осей задан-

ной координатной системы в данном про-

странстве.  

Согласно проективной модели Э. Бель-

трами–Ф. Клейна, плоскость Лобачевского 

наглядно представляется в виде внутренних 

точек абсолюта гиперболической плоскости  

,0)()()( 232221  xxxxxg ji

ij  

где 
ji xx , − контравариантные координаты. 

Под гиростатом в полуевклидовом про-

странстве в общепринятом смысле понимает-

ся гиростат, расположенный внутри изотроп-

ного конуса этого пространства, а под непо-

движным полюсом О, совпадающим с цен-

тром инерции, относительно которого дви-

жется гиростат, − вершина данного конуса.  

Тогда для радиусов-векторов точек ги-

ростата существует условие  02  j

s

i

sijs rrgr  

и данные векторы, по определению, являются 

собственными.  

Введем правые координатные ортобази-

сы с общим началом в неподвижном полюсе 

О: ортобазис ,0 неподвижный относительно 

инерциального конфигурационного простран-

ства гиростата, и ортобазис ,)( 321 xxxO  

неизменно связанный с телом-носителем ги-

ростата, оси Oxj которого совмещены с его 

главными в полюсе О осями приведенного (по 

Жуковскому) тензора инерции гиростата. 

Обозначим: Aj − диагональные элемен-

ты матрицы тензора инерции, являющиеся 

главными центральными моментами инерции, 

соответствующими собственным значениям 

оператора инерции гиростата; )( jGG − кине-

тический момент гиростата относительно по-

люса О; )( jkk  − постоянный гиростатиче-

ский вектор-момент, заданный проекциями kj 

на оси ортобазиса  ; главные центральные 

моменты инерции гиростата 21, AA  − момен-

ты относительно не изотропных (идеальных) 

главных осей Ox1, Ox2, а момент A3 − относи-

тельно собственной главной оси инерции Ox3; 

)( jω  − абсолютная угловая скорость тела-

носителя. Здесь и всюду далее текущий ин-

декс j последовательно принимает значения 

.3,2,1j  В частности, символ )( j  кратко 

обозначает всю совокупность значений 

.),,( 321   
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Пусть )( jiijg ee   (j=1, 2, 3) − орты осей базиса .  

Тогда вектор угловой скорости носителя ги-

ростата и его кинетический вектор-момент 

относительно полюса О представляются в ви-

де, соответственно, 

,332211 eeeω    

.332211 eeeG GGG   

Отсюда следует: 

,)3,2,1(  jsGkAG jjjjj   (1) 

где jsG ,0 G − соответствующие 

направляющие косинусы, для которых имеет 

место тривиальное тождество 

.2

3

2

2

2

1

2  ssss           (2) 

Здесь постоянная )0,1,1(  для 

случаев, при которых вектор G и его орт s − 

собственные, идеальные и изотропные, соот-

ветственно [1]. 

Следуя конструкционной схеме постро-

ения параметров ориентации базового вектора 

в полуевклидовом пространстве, принятой в 

работе [1], введем аналоги классических уг-

лов Эйлера ,,,  определяющих ориента-

цию ортобазиса   относительно 0 . Для 

собственного орта s имеем равенства [2]: 

,]ch,cossh,sin[sh

],,[ 321

 

 ssss
      (3) 

удовлетворяющие соотношению (2). Здесь 

параметры ориентации  ,  по аналогии с 

классическими углами Эйлера будем назы-

вать параметрами нутации и собственного 

вращения, соответственно. При этом данные 

параметры (как и их классические аналоги), 

согласно способу их построения, являются 

безразмерными величинами.  

Из равенств (1), (3) следуют зависимо-

сти вида ,)3,2,1(),,( jj  являю-

щиеся аналогами кинематических уравнений 

Эйлера, составленными относительно осей 

координатного базиса .   

Для собственного вектора s  имеем [1]:  

,)ch(

,sincossh

,cossinsh

3

2

1



















             (4) 

где λ − параметр прецессии, являющийся ана-

логом угла прецессии в классификации углов 

Эйлера для евклидова пространства.  

Введем вектор W, являющийся проек-

цией скорости ω на координатную плоскость 

21xOx  базиса .  Тогда, в силу равенств (4), 

имеем 

.)sh( 222

2

2

1

2   W        (5) 

Равенство (5) может применяться для 

анализа регулярных движений, рассматривае-

мых далее. 

Рассмотрим функции: 

,sincos)(

,cossin)(

,sincos)(

,cossin)(

22112

22111

2

2

2

12

2

2

2

11









kakaN

kakaN

aaK

aaK









     (6) 

., 33321 kamaam   

В равенствах (6) и всюду далее обозначено: 

.)3,2,1(1   jAa jj  

Для собственного вектора G, согласно равен-

ствам (1), (3), получаем [2] 

.)ch,cossh,sin(sh

),,( 321

 



G

GGG
    (7) 

Исключая из системы равенств (1), (4) 

величины ,j  в силу соотношений (3), (6), 

получаем систему уравнений, из которой 

находим [2]: 

.cth)(

ch)]([

,)(cossinsh

,sh)()(

31

13

2

1

11

mN

GKa

NGm

NKG







 















      (8) 

Уравнения (8) заданы в односвязной ре-

гулярной ограниченной области, исключаю-

щей особую точку ϑ = 0. 

Целью настоящей работы является 

определение характера инерционного движе-

ния гиростата путем нахождения аналитиче-

ской зависимости вида ,)(tΦΦ  а также 

установление условий реализации его регу-

лярных состояний, существующих в инерци-

онном движении.  

Здесь ,)(,)([ tt Φ )](t  − вектор 

параметров ориентации − аналогов классиче-

ских углов Эйлера.  
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Поставленная цель достигается на осно-

ве уравнений системы (8) с применением 

принятых предпосылок. 

2. Регулярные движения 

Под регулярным движением гиростата 

(или движением типа регулярного) понимается 

режим его состояния, при котором функции −  

параметры ориентации и (или) их производные 

по времени − постоянны за время движения. 

При этом данные постоянные выражаются че-

рез заданные инерционно-кинетические харак-

теристики гиростата и начальные кинематиче-

ские условия его движения.  

Регулярные движения гиростата отно-

сятся к простейшим угловым (в обобщенном 

смысле) движениям и являются аналогами со-

ответствующих движений, совершаемых в ев-

клидовом пространстве.  

Рассмотрим условия существования ре-

гулярных движений гиростата, реализуемых 

относительно ортобазиса .  Следующие 

определения движений гиростата приводятся 

для значений времени .),0[ t  

Определение 1. Движение, при котором 

выполняются условия 

,)(,)(,)( 321 btbtbt        (9) 

где )3,2,1( jb j  − постоянные величины, 

называется регулярной прецессией.  

В дальнейшем под величинами bj всюду 

понимаются известные постоянные.  

Обозначим:  

.)(, 21

1 AAAGaQAa  
 

Теорема 1. Для того чтобы гиростат, 

движущийся по инерции, совершал регуляр-

ную прецессию, необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялись условия 

.0, 2121  kkAAA          (10) 

Доказательство. Необходимость.  

Пусть выполняются ограничения (9). 

Тогда, согласно уравнениям системы (8), по-

лучаем равенства, тождественно удовлетво-

ряющиеся при условиях (10). 

Достаточность. Если выполняются 

условия (10), то в силу уравнений системы (8) 

получаем тождественные равенства (9), где  

,0,, 0321  bmbQb p           (11) 

.ch)( 303 mGaamp    

Здесь pm  − угловая скорость собственного 

вращения носителя гиростата. 

Следствие 1. Согласно равенствам (11) 

имеем: 

,0)(,)( 00   ttQt        (12) 

,)( 0 tmt p   

причем нулевой индекс здесь и всюду далее 

относится к значению t = 0. В этом случае, 

согласно условиям (10), гиростат обладает 

кинетической симметрией относительно оси 

3Ox ортобазиса .  

Определение 2. Движение, при котором 

выполняются условия 

,)(,)(,)( 321 btbtbt       (13) 

называется регулярной нутацией. 

Теорема 2. Регулярная нутация гироста-

та при его движении по инерции не существует. 

Доказательство. Из первого уравнения 

системы (8), согласно условиям (13), следует 

противоречивое условие ,0G  в силу чего 

движение, удовлетворяющее этим условиям, 

динамически невозможно. 

Определение 3. Движение, при котором 

выполняются условия 

,)(,)(,)( 231 btbtbt        (14) 

называется регулярным маятниковым движе-

нием (РМД). 

Теорема 3. Для того чтобы гиростат, 

движущийся по инерции, совершал РМД, 

необходимо и достаточно, чтобы выполня-

лись условия (10) и 0pm , где величина pm  

определяется равенством (11). 

Доказательство. Необходимость.  

Пусть выполняются ограничения (14). 

Тогда, согласно уравнениям системы (8), по-

лучаем равенства, тождественно удовлетво-

ряющиеся при условиях (10) и .0pm  

Достаточность. Если выполняются 

условия (10) и ,0pm то, в силу уравнений 

системы (8), получаем тождественные равен-

ства (14), где 

.0,, 3021  bbQb            (15) 

Следствие 2. Согласно равенствам (15) 

получаем первые два равенства (12), 

0)(  t и, согласно определяющему усло-

вию 0pm , в этом движении имеем 

.ch)1( 03

1

3 GAAk   

В силу этого, если при условиях теоремы 3 



Н. Н. Макеев 

46 

гиростат обладает центральной кинетической 

симметрией 

,)3,2,1(  jAAj              (16) 

то необходимо, чтобы .03 k  В этом случае 

имеем 0k  и гиростат кинетически вы-

рождается в твердое тело. 

Определение 4. Движение, при котором 

выполняются условия 

,)(,)( 31 btbt               (17) 

называется полурегулярной прецессией по 

Гриоли (Rev. Roum. 1970; (15:2):249−255). 

Теорема 4. Для того чтобы гиростат, 

движущийся по инерции, совершал полурегу-

лярную прецессию, необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялись условия (10). 

Доказательство. Необходимость.  

Пусть выполняются ограничения (17). 

Тогда, согласно уравнениям системы (8), по-

лучаем равенства, тождественно удовлетво-

ряющиеся при условиях (10).  

Достаточность. Если выполняются 

условия (10), то, в силу уравнений системы 

(8), получаем тождества (17), где 

.0, 031  bQb              (18) 

Следствие 3. Согласно равенствам (18) 

имеем: 

.)( 0 tmt p                  (19) 

Определение 5. Движение, при котором 

выполняются условия 

,)(,)( 31 btbt                 (20) 

называется полурегулярной нутацией. 

Теорема 5. Полурегулярная нутация 

гиростата при его движении по инерции не 

существует. 

Доказательство этой теоремы проводится 

аналогично доказательству теоремы 2, в кото-

ром получено противоречивое условие G = 0. В 

силу этого движение, удовлетворяющее усло-

виям (20), динамически невозможно. 

Аналогичным образом можно показать, 

что для гиростата, находящегося в инерцион-

ном состоянии, существуют движения, при 

которых выполняются условия 

,])(,)([

,])(,)([

32

21

btbt

btbt












                  (21) 

соответствующие маятниковым движени-

ям первого и второго рода, соответственно.  

Для движений (21) имеем, соответственно, b1 

= Q, b3 = 0 и в обоих случаях движения полу-

чаем .0,)(, 002  pmtb   

3. Основная динамическая система 

Согласно основным предпосылкам, 

принятым для инерционного движения гиро-

стата, выполняются законы сохранения его 

кинетического момента и кинетической энер-

гии, выражающиеся тождественными равен-

ствами 
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2

3

2

3

2 ,)()(
j

jj GGG          (22) 

,2
3

1

2 DA
j

jj


                      (23) 

являющимися интегралами модуля кинетиче-

ского момента и кинетической энергии гиро-

стата. Здесь величины Gj определяются ра-

венствами (1);   − маркировочный параметр, 

содержащийся в равенстве (2); D > 0 − посто-

янная интегрирования. 

Примем условия 

321 AAAA                       (24) 

и введем постоянные  ,,H  такие, что 

.,0

,tg,th

,,0

2

2

2

13

1

212

1

3

2

2

2

2

3

kkkk

kkmm

kammmH







        (25) 

Согласно равенствам (24), (25), получаем: 

.)ch,(sh),(,

,)cos,(sin),(

21233

121









gggHAk

gHAkk
 (26) 

Здесь и всюду далее принимается α > 0. 

Система уравнений (8) в силу соотно-

шений (24)−(26) при ϑ > 0 принимает вид 

,]ch2

cth)(cos[

,)(sin

,sh)(cos

2

1

1

1

1

gc

gH

gH

gHQ







 















    (27) 

.)2()( 1

3 GHaac   

и далее называется основной динамической 

системой (ОДС). 

Предметом дальнейшего рассмотрения 

является интегральное многообразие уравне-

ний инерционного движения гиростата, кото-

рое следует определить согласно ОДС (27).  
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Уравнения (27) образуют нелинейную 

стационарную систему эволюционного типа, 

содержащую пять независимых кинетических 

параметров. Поскольку для этой системы су-

ществуют независимые алгебраические пер-

вые интегралы (22), (23), находящиеся в ин-

волюции, то эта система уравнений является 

интегрируемой по Лиувиллю и интегрируется 

в квадратурах. 

Ставится задача: определить в одно-

связной регулярной области гладкие аналити-

ческие зависимости вида λ (t), ϑ (t), φ (t), сово-

купность которых составляет решение ОДС 

(27), удовлетворяющее начальным условиям 

)]0(,)0(,)0([  ].,,[ 000   

4. Нутационное движение 

Рассмотрим инерционное движение ги-

ростата в режиме непрерывного изменения 

угла нутации (движение по углу ϑ). 

Для системы уравнений (27) существует 

интеграл энергии (23), который в силу соот-

ношений (5), (23)−(26) представляется равен-

ством 

,ch

)(cosshch

2

1

2

hg

gc








      (28) 

где выражение для параметра c дано в соот-

ношениях (27). 

Из второго уравнения ОДС (27), соглас-

но интегралу (28),  следует определяющее для 

величины chu  уравнение 

,)(22 uPu                     (29) 

где 





3

0

4)(
k

k

k ucuuP                   (30) 

− полином с коэффициентами 

.,2,)12(

,2,)(

2

232

21

22

10





cllgchclc

hlgchglс
 

В уравнении (29) величина Hc − 

постоянная с размерностью угловой скорости. 

Согласно соотношению (29), область 

изменения переменной ϑ, для которой реали-

зуется движение по углу ϑ, определяется 

условием 0)( uP  при ,1u что соответ-

ствует ограничению 

,0)()1( 1

22

1  upug  

.)( 2

2

1 hugucup   

Уравнение (29) имеет первый интеграл 

,
)(

)( Ct
uP

ud
uJ               (31) 

где C − постоянная интегрирования. 

Интеграл в равенстве (31) приводится к 

неполному эллиптическому интегралу перво-

го рода, выраженному в нормальной форме 

Лежандра. Для полинома P, не содержащего 

кратных нулей, это приведение выполняется 

стандартным приемом [3, c. 96]; в случае 

кратных корней интеграл представляется в 

элементарных (гиперболических и круговых) 

функциях. 

Преобразуем фазовую плоскость U = (u, 

̇u), относя величину u  к постоянной Ω и 

оставляя для преобразованной переменной 

прежнее обозначение. Тогда величины uu ,  

будут безразмерными переменными. В силу 

униформизационных свойств функций [4, c. 

324] можно показать, что траектории изобра-

жающей точки на фазовой плоскости U одно-

значно определяются параметрическими 

уравнениями 

.])([)()(

,])([)(

2

0

1

0









gwwgwu

gwguwu p
       (32) 

В равенствах (32) обозначено: 

,)(,)(
24

1

4

1

0 pp uPguPg   

,
)(

)( 

u

u p
sP

sd
uw  

,)()(4)( 32

3 qwqww   

s, w − переменная интегрирования и унифор-

мизующая переменная, соответственно; up − 

простой корень полинома P,  − символ эл-

липтической функции Вейерштрасса с алгеб-

раическими инвариантами: 

.83

,)

(

,)123(

2

2

3

2

10

321

3

23
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2

22
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1

48

1
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1
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ccccq
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       (33) 
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В равенствах (32) штрих − символ диф-

ференцирования по указанной переменной. 

На фазовой плоскости U параметриче-

ские уравнения (32) определяют уникурсаль-

ную кривую (кривую нулевого рода), коорди-

наты регулярных точек которой представля-

ются в виде рациональной функции параметра 

[4, c. 324]. 

Полагая, что все корни полинома P − 

действительные и простые и, обращая зави-

симость (31), в результате получаем 

,])([)( 1

00

 gwguu p      (34) 

где ,ch,)( 0000 puuuww     

причем .)()( 1

000

 puuggw  

Рассмотрим фазовый портрет гиростата 

на плоскости U. Структура фазовых траекто-

рий определяется видом квазипотенциальной 

(гиростатической) функции P в зависимости 

от значений параметров cj      ( j = 0, … , 3).  

Многообразие данных траекторий явля-

ется трехпараметрическим множеством плос-

ких алгебраических кривых четвертого по-

рядка, определяемых уравнением (29).  

Стационарные и критические точки 

функции P устанавливаются уравнениями 

,0,0  PP имеющими вид 

.036

,0234

23

2

12

2

3

3





cucu

cucucu
     (35) 

Эти уравнения в пространстве параметров 

321 ,, ccc  определяют сепаратрисную поверх-

ность, разделяющую область определения 

функции )(uP  на подобласти, содержащие 

различные виды ее экстремумов.  

Выражая из системы уравнений (35) па-

раметры ,, 32 cc  в результате получим пара-

метрические уравнения данной поверхности 

,)8(

,)2(

2

13

1

1

2

2

3

1 







ucuc

ucuc

                  (36) 

являющейся алгебраической поверхностью. 

Рассматривая уравнения сечений этой 

поверхности плоскостями вида const1 c  как 

уравнения множества кривых, расположен-

ных на плоскости ,),( 32 cc получаем сепара-

трисную кривую − квадратичную параболу с 

уравнением 

.2

32
32

9
cc   

При 01 c  кривая (36) является эквидистан-

той данной параболы с параметром эквиди-

стантности .1c  

Плоскость U содержит фазовые траек-

тории с двойными особыми точками, имею-

щими координаты ,0,  uuu c
  где uc − об-

щий корень полиномов .)(,)( uPuP    

Пусть 21 , zz  − значения величины u та-

кие, что в области 0cD  плоскости U имеем 

,),(
3

1

4

1
321 













 cDczz  

где параметр Dc определяется равенством 

(33). Тогда при 21 zuz c   на плоскости U 

находится узловая точка, а при 

21 , zuzu cc  имеется изолированная точ-

ка. При этом угловые коэффициенты каса-

тельных, проведенных к фазовой траектории в 

узловой точке, равны 

.)63(),( 212

3221 cc uuccrr   

При 1zuc   или при 2zuc   на фазовой тра-

ектории расположена точка возврата. 

В области 0cD  плоскость U  содер-

жит только изолированную точку, тогда как 

на границе 0cD  этой области расположена 

либо точка возврата, если ,1zuc   либо изо-

лированная точка, если .2zuc   

В приведенных соотношениях всюду 

полагается α > 0.  

При критическом значении α = 0 имеет 

место регулярная прецессия гиростата, усло-

вия существования которой определяются 

теоремой 1, ограничениями (10) и характери-

зуются равенствами (11), (12). Из первого ин-

теграла (28) следует: 

,)411()2( 1

0 chcu  
 

где c, h − заданные положительные парамет-

ры. Это равенство определяет величину пара-

метра положения uArch0   в данной пре-

цессии, причем .)2( 1

0

 cu  

Согласно зависимости (34), нутационное 

движение  гиростата  является периодическим 
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с периодом (в натуральном времени t), равным 

,)()(K4 1

31

 eekT p             (37) 

где K − символ полного эллиптического инте-

грала первого рода с модулем 

.)(
2

31

31

21 ee
ee

ee
kp 




  

Таким образом, в нутационном движе-

нии ось кинетической симметрии гиростата 

совершает периодическое с периодом T по 

(37) движение в области, расположенной 

между двумя соосными круговыми конусами 

с вершинами в полюсе О и с углами при вер-

шинах .2,2 21   Эти конусы находятся внут-

ри изотропного конуса данного пространства 

и имеют общую ось симметрии, определяе-

мую вектором G. 

5. Прецессионное движение 

Исследуем инерционное движение ги-

ростата в режиме непрерывного изменения 

угла прецессии (движение по углу λ). Движе-

ние в этом режиме определяется зависимо-

стью вида ,)(  которая, согласно первому 

уравнению системы (27), выражается соотно-

шением 

 
 




0

2

11

0 ,
1

)(
)( sd

u

uq
cQ   (38) 

где обозначено 

.)(, 2

2 hugucuqt           (39) 

Применяя зависимость (34) и формулу 

интегрирования дробно-линейного выраже-

ния как функции от )(  [3, c. 130], в резуль-

тате, согласно равенству (38), получаем: 

.)]()([)( 22110  ImImB   (40) 

В равенстве (40) обозначено: 

,,11 hcnQB c  
 

,)()2( 2
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1 gncm c  
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2 gncm c  
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)(,)1,1(),( 21 kkpp uunn    

,)2,1( k  

,])1[( 1

1

2

01

 pugD  

.])1[( 1

2

2

02

 pugD  

Здесь  ,  − символы функций Вейерштрас-

са, функционально связанных с функцией 

Вейерштрасса )( [3, c. 128]; 21 ,  − ха-

рактерные постоянные, определяемые равен-

ствами  

,)1()1( 1

01  

pp uugg  

,)1( 1

02

 pugg  

а функция )(w  устанавливается равен-

ством, относящемся к соотношениям (32). 

Согласно равенству (40), величина па-

раметра прецессии λ является алгебраической 

суммой секулярной части с безразмерным 

временем τ и нелинейного дополнения. Сле-

довательно, прецессия оси кинетической 

симметрии гиростата является составным 

движением, образованным наложением не-

стационарного нелинейного аддитивного фак-

тора на равномерное прецессирование в кон-

фигурационном пространстве оси гиростата с 

угловой скоростью B. 

В некоторых частных случаях вид зави-

симости (40) может быть упрощен. В частно-

сти, если действительный или мнимый ос-

новные периоды функции )(  бесконечны, 

то эта функция, а также связанные с ней 

функции )(,)(  , вырождаются в гипер-

болические и круговые тригонометрические 

функции (это соответствует случаям кратных 

корней ej стандартного полинома Вейер-

штрасса [3]). 

Обозначим 31

2

2 3 cccN  . В случаях, 

для которых основные периоды функции 

)(  бесконечны, когда коэффициенты по-

линома )(uP  связаны ограничениями 

,012 0  cN  

,03 2

1321

3

2
12

1

9

4









 ccccDNc c  

имеем ,0,032  jeqq  откуда следует, 

согласно [3, c. 128]:  

.~)(,~)(,~)( 12    



Н. Н. Макеев 

50 

В этих случаях имеет место особый вид 

движения гиростата в данном пространстве − 

вырожденная прецессия. 

Рассмотрим свойства движения по па-

раметру λ. Обозначим: 

.)2,1(  rHgN rr  

Из первого уравнения системы (27) и 

интеграла энергии (28) следует: 

,)()1()( 2

12 upuHu p

       (41) 

,,)( 22  Qnugup pc   

откуда находим, что ,0)( su где us − про-

стой действительный корень уравнения 

,02

2  qp huNu                (42) 

.QDhq   

Согласно уравнению (42), при λp = 0 имеем:  

,)0(0, 2

1

2  

qqqs hNhhNu  

тогда как при 0p  беспрецессионное дви-

жение, существующее для  

,042

2  qps hND   

реализуется при значениях 

.)()2( 2

1

sps DNu           (43) 

В равенстве (43) знак перед радикалом 

выбирается из условия us > 0. 

Определим область значений перемен-

ной u, для которых реализуется прецессион-

ное движение. Условие 0)( u  выполняет-

ся: для значений 0p  − на открытом мно-

жестве ,)()1( 21 uuuu   а для значений 

0p  − на интервале .)( 21 uuu   

Ограничение 0)( u выполняется: при 

0p − на множестве ,)( 21 uuu  а при 

0p − на интервале  )1( 1uu (u > u2). 

Здесь знаки величины   относятся к прямому 

и обратному (по направлениям) прецессион-

ному движению, соответственно.  

В силу равенства (41) составим произ-

водную функцию 

,)()1()( 22

2 uuFuNu              (44) 

где обозначено 

,2,1)( 1

2

2

cpp nghuhuuF   

и примем условие .D  Тогда функция F 

(u) является положительно определенной для 

значений ),1( u и, согласно уравнению 

(44), имеем 0)( u  при 

  2  и 0)( u  для 

.   Далее интервал данных значе-

ний периодически повторяется через 

.)...,1( nn  Этим определяются интервалы 

ускорения и замедления скорости прецессиро-

вания оси кинетической симметрии гиростата. 

6. Колебательное и вращательное 

движения 

Можно показать, что в условиях приня-

тых предпосылок существуют режимы коле-

бательных и вращательных движений гиро-

стата по углу φ, реализуемых при определен-

ных условиях. Для нахождения этих условий 

установим структуру фазовых траекторий на 

плоскости переменных (ϑ, φ). 

Портрет фазовых траекторий, соответ-

ствующих множеству значений параметра h 

(параметра уровня) интеграла энергии (28), 

зависит от области расположения значений 

параметров c, α на этой плоскости. Следова-

тельно, определяющими структурными пара-

метрами режима движения гиростата являют-

ся параметры .,, ch  

Из множества возможных значений па-

раметра h в силу интеграла (28) выделим зна-

чение ,2gchc   достигаемое в особом слу-

чае, когда ϑ = 0. Этому значению соответству-

ет фазовая траектория, являющаяся сепара-

трисой, разделяющей области существования 

колебательного режима движения гиростата 

по углу φ от вращательного.  

Охватываемый этой сепаратрисой коле-

бательный цикл движения в предельном слу-

чае вырождается в точку статического равно-

весия, положение которой на фазовой плоско-

сти определяется значением параметра h.  

Уравнение данной сепаратрисы на 

плоскости (ϑ, φ) при α > 0 имеет вид: 

,th)ch2()(cos 2

21

1  gcg  
   (45) 

где обозначено .2   

В случаях, при которых фазовая точка 

имеет траекторию, даже частично совпадаю-

щую с сепаратрисой (45), на участках совпаде-

ния гиростат движется в критическом режиме. 
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Этот режим можно интерпретировать движе-

нием уединенной стационарной волны неиз-

менного профиля (бегущей волны), движу-

щейся в среде без диссипации. Данная волна 

является кинком − солитоном Кортевега-де 

Фриза. 

В области фазовой плоскости, прилега-

ющей к сепаратрисе, движение фазовой точки 

имеет характер, аналогичный свойствам пе-

ремещения кноидальной волны − периодиче-

ской солитонной решетки, определяемой 

функцией кинка:  

.ch)( 2   

Из второго и третьего уравнения системы (27) 

согласно равенству (28) имеем: 

,),()]([ 1

1

2 



 

d

d
         (46) 

,)(

)1()2()(

2

2

2

21

uhuguc

ugucu




 

)(sin)1()( 2

12   ug  

),0,0(    

где функция )(u  определяется формулой (28). 

Фазовая плоскость ,),(   согласно 

уравнению (46), содержит множество стацио-

нарных точек ,cuu   определяемых уравне-

нием 

,0)2(23 2

2

2

3  guhcuguc ccc  (47) 

где ccu ch , и множество особых точек вида 

.)...,1,0(  nn  

В силу равенства (47) для критического 

значения 1cu  существуют двойные особые 

точки, являющиеся узловыми точками с угло-

выми коэффициентами касательных в них к 

фазовым траекториям, равными 

.)()2()1( 2

1

1 cggn

n    

В этом же случае начало координат фа-

зовой плоскости содержит дикритический 

узел. 

Для определения явной зависимости 

вида )(u применим первый интеграл (28), 

представленный в виде 

,)(
1

)(
)(cos 12

1

uV
ug

uqs 


         (48) 

где принято  

,)( 2

2 ucughuqs   α > 0, u > 1. 

Согласно второму уравнению системы 

(27) и уравнению (29), получаем: 

),(
1

)(
)(sin 22

1

uV
u

uP

g

c



        (49) 

при этом из соотношений (48), (49) следует: 

.sin)(cos)()(cos

,cos)(sin)()(sin

21

21





uVuVu

uVuVu




   (50) 

Искомая параметрическая зависимость 

для угла φ определяется системой, составлен-

ной из любого равенства (50) и уравнения 

(31).  

7. Годографы векторов скорости 

и кинетического момента 

Получим параметрические уравнения го-

дографа вектора ω, представленные относи-

тельно координатных осей ортобазиса .  Для 

собственного вектора G из равенств (4), соглас-

но соотношениям (27), (48), (49), получаем: 

,ch

,coscossh

,sinsinsh

323

12

11







QN

NQ

NQ







       (51) 

где обозначено .33 GaQ   

Из соотношений (51) в силу выражений 

(50) при α > 0 следует: 

,sin]cos)(

sin)([)(

1

11





Nu

uqQu




 

,cos]sin)(

cos)([)(

1

12





Nu

uqQu




    (52) 

,)( 323 uQNu   

где обозначено 

,)()(,1

11 uPcuQgQ  
 

а функция )(uq  определяется соотношением 

(39). 

Присоединяя к равенствам (52) выраже-

ние (31), получаем систему параметрических 

уравнений с параметром u, определяющую 

зависимости вида .)(tj  

Из уравнений (52) следует 

,)1()()( 222

22

2

11  uQ  (53) 
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где обозначено 

.)cos,(sin),( 121  N  

Соотношение (53) в пространстве квази-

координат j  при фиксированном значении 

 uu )(  определяет цилиндрическую по-

верхность с образующими, параллельными ко-

ординатной оси 3Ox  ортобазиса .  Эта по-

верхность является круговым цилиндром, со-

держащим в сечении плоскостью 

const)(const3    окружность радиуса 

12 uQ − проекцию годографа вектора ω 

на плоскость, нормальную оси этого цилиндра.  

Таким образом, данная поверхность явля-

ется несущей для годографа вектора скорости. 

Из равенств (1), (24), (26) следуют соот-

ношения для компонент вектора :)( jGG  

,])([)(

,]cos)([)(

,]sin)([)(

2333

122

111

NuAuG

NuAuG

NuAuG













         (54) 

которые, аналогично предыдущему, опреде-

ляют годограф вектора G относительно коор-

динатных осей ортобазиса .   

При этом выражения для величин 

)(uj  в явном виде устанавливаются равен-

ствами (52). 

В силу линейной зависимости (54) меж-

ду соответствующими компонентами jj G,  

заключаем, что годографы векторов ω, G и их 

годографические несущие поверхности, как 

геометрические фигуры, подчиняются закону 

невырожденного аффинного преобразования.  

Это преобразование является компози-

цией центроаффинного преобразования с цен-

тром, совпадающим с центром инерции гиро-

стата. В этом смысле данные годографы и их 

несущие поверхности являются обобщенно-

подобными геометрическими фигурами. 

Заключение 

Инерционное движение гиростата отно-

сится к его простейшим движениям, совершае-

мым без воздействия внешних моментно-

силовых факторов. Это обстоятельство позволя-

ет при анализе влияния внешних сил на движе-

ние гиростата разделить динамические эффекты, 

порожденные внешними силами, от эффектов, 

обусловленных инерционным движением. 

Свойства инерционного движения гиро-

стата, совершаемого в евклидовом простран-

стве, исследованы в аналогичной задаче, со-

держащейся в работе [5]. Ее динамическим 

аналогом является задача, относящаяся к по-

луевклидову пространству, приведенная в 

настоящей работе. Эта задача рассмотрена 

для случая, при котором вектор кинетическо-

го момента гиростата является собственным.  

Движения гиростата в других случаях, 

при которых этот вектор является идеальным 

или изотропным, требуют отдельного иссле-

дования. Следует отметить, что, в отличие от 

рассмотренного в данной статье случая, квад-

раты норм векторов ,2 s  
22 GG  

для упомянутых случаев являются разными 

по величине: значения характерного маркиро-

вочного параметра )0,1(  имеют место 

для идеальных и изотропных векторов, соот-

ветственно. Это различие распространяется и 

на соотношения связи между величинами j  

и параметрами положения гиростата в конфи-

гурационном пространстве.  

Данные соотношения являются анало-

гами кинематических уравнений Эйлера, су-

ществующих для твердого тела в евклидовом 

пространстве. Исследование инерционного 

движения гиростата с применением подвиж-

ных годографов векторов его скорости и ки-

нетического момента открывает возможность 

проведения анализа динамических свойств в 

касательном пространстве.  
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