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Введение 

Начало исследованиям по динамике 

твердого тела в неевклидовых пространствах 

было положено в 1870-х годах работами Э. 

Шеринга, У. Клиффорда, Р. Хьюза, Ф. Клейна 

и других авторов. К изучению свойств движе-

ния тел в неевклидовых пространствах посто-

янной кривизны относятся работы Р. Стояно-

вича, А.П. Широкова, М.С. Крюкова. Н.Е. 

Жуковский в работе [1] отметил, что из мно-

жества задач неевклидовой механики приме-

чательна задача, имеющая вполне реальное 

значение − это задача о движении материаль-

ной неизменяемой плоской фигуры по псев-

досфере, гомеоморфной плоскости Лобачев-

ского. В этой работе им дана геометрическая 

интерпретация инерционного движения плос-

кой геометрической фигуры при идеальном 

(без трения) контакте с псевдосферой. Эта за-

дача в трехмерном евклидовом пространстве 

однозначно соответствует движению матери-

альной твердой псевдосферической фигуры 

по неподвижной псевдосфере. При этом все 

точки этой фигуры должны находиться на 

действительной сфере псевдоевклидова про-

странства .1

3R  

Вместе с тем, вследствие существующе-

го гомеоморфизма, данная задача эквивалент-

на задаче о вращении абсолютно твердого те-

ла (далее − твердого тела) вокруг неподвиж-

ного полюса в псевдоевклидовом простран-

стве 
1

3R  с метрическим тензором 

)( jiijg ee  , отнесенном к пространству 

конфигураций тела, с компонентами 

,12211  gg 133 g  при i = j; 0ijg  при 

i ≠ j. Здесь ei (i = 1, 2, 3) − орты заданного ко-

ординатного орторепера в пространстве .1

3R  

Согласно проективной модели Э. Бельтрами–

Ф. Клейна плоскость Лобачевского наглядно 

представляется в виде внутренних точек аб-

солюта гиперболической плоскости  

,0)()()( 232221  xxxxxg ji

ij  

где 
ji xx , − контравариантные координаты. 

Под гиростатом в пространстве 
1

3R  в 

общепринятом смысле понимается гиростат, 

расположенный внутри изотропного конуса 

этого пространства, а под неподвижным по-

люсом О − вершина данного конуса. Тогда 

для радиусов-векторов всех точек гиростата 

имеем 02  j

s

i

sijs rrgr и данные векторы, по 

определению, являются собственными.  

Открытие к настоящему времени новых 

физических законов обоснованно и наглядно 

подтверждает предвидение Н.Е. Жуковского о 

реальном значении исследований по механике 

тел в неевклидовых пространствах. 

1. Предварительные положения 

Введем правые координатные орторе-

перы с общим началом в неподвижном полю-

се О: орторепер ,0 неподвижный относи-

тельно инерциального конфигурационного 

пространства гиростата, и орторепер 

,)( 321 xxxO неизменно связанный с телом-

носителем гиростата, оси Oxj которого сов-

мещены с его главными в полюсе О осями 

приведенного (по Жуковскому) тензора инер-

ции гиростата. 

Обозначим: Aj − диагональные элемен-

ты матрицы тензора инерции, являющиеся 

главными осевыми моментами инерции, соот-

ветствующими собственным значениям опе-

ратора инерции гиростата; )( jω  − абсо-

лютная угловая скорость тела-носителя. Здесь 

и всюду далее индекс j принимает значения 

.3,2,1j  В частности, символ )( j  обозна-

чает всю совокупность заданных значений 

.),,( 321   

На гиростат действует система внешних 

активных сил с результирующим вектор-мо-

ментом L (Lj), постоянным относительно ор-

торепера .  Движение гиростата, происхо-

дящее под воздействием данного момента  

относительно полюса О, определяется эволю-

ционной динамической системой, представ-

ленной в проекциях на координатные оси по-

движного орторепера  [2]: 

.)(

,)(

,)(

32112211233

21331133122

13223322311

LkkAAA

LkkAAA

LkkAAA



















 

(1) 

В уравнениях (1) обозначено: )( jkk  − 

постоянный гиростатический вектор-момент, 

заданный проекциями kj на оси орторепера  ; 

главные осевые моменты инерции гиростата 

21, AA  − моменты относительно не изотроп-

ных (идеальных) главных  осей Ox1, Ox2, а 
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момент A3 − относительно собственной глав-

ной оси инерции Ox3. Моменты инерции ги-

ростата относительно изотропных осей здесь 

и всюду далее не рассматриваются. 

Определение. Движение гиростата, 

подчиненное системе уравнений (1), при ко-

тором вектор-моменты L, k заданы относи-

тельно подвижного (связанного) орторепера 

,  называется его движением под действием 

следящего момента силы. 

Уравнения (1) представляют 9-пара-

метрическую автономную динамическую си-

стему с квадратичной нелинейностью, содер-

жащую инерционные, гироскопические и мо-

ментно-силовые параметры.  

Целью работы является определение 

точного интегрального многообразия уравне-

ний движения гиростата в режиме воздей-

ствия следящего постоянного момента силы и 

нахождение поля фазовых траекторий его ди-

намической системы. 

Достижение поставленной цели пред-

полагается в следующих трех случаях движе-

ния гиростата, определяемых характером ди-

намического воздействия на гиростат. 

2. Движение первого рода 

Введем ограничения:  

0

,0,0,

21

32121





LL

kkkAA
         (2) 

и примем условие ,03 L означающее сов-

местно с условиями (2), что вектор-момент L 

коллинеарен главной оси инерции гиростата, 

совпадающей с собственной осью Ox3 орторе-

пера .  

Обозначим безразмерные постоянные: 

,)2,1()(

,,

3

1

2

1

133

1











rkmAl

AAnAAn

rrr

rr
 

,1,)1( 12 nnm    

1

1231

1

1 ,)(   mmnnmm  

и для значений ),0[ Tt  параметризу-

ем систему уравнений (1) переменной: 



t

sdsmw
0

3 )(                   (3) 

при условиях (2) и ограничении .03   В ре-

зультате приведения к переменной (3) систе-

ма уравнений (1), согласно условиям (2), при-

нимает вид 

,0

,0

2122

1211





lm

lm




                (4) 

,0)]

([

321

12

1

321



 

Lk

kAnmw p




        (5) 

где обозначено: 

12

11

nn
np   

и штрих здесь обозначает производную функ-

ции по переменной w. 

Положим: 

.,

,,

11

2
2

22

1
2

2113111

mmA

k
b

mmA

k
a

mmHbnnHa





    (6) 

В результате интегрирования системы 

уравнений (4) находим 

,cos

,sin

212

211

bwb

awa








                 (7) 

где величина ,01 H  содержащаяся в равен-

ствах (6), − постоянная интегрирования. Пола-

гаем, что другая постоянная, не представленная 

явно в соотношениях (6), (7), содержится адди-

тивно в выражении для переменной w. 

Сопоставим движение гиростата в про-

странстве конфигураций движению его изобра-

жающей точки в фазовом пространстве )( jΩ  

(далее − в Ω -пространстве). Из системы урав-

нений (7) следует соотношение связи: 

.1
)()(

2

1

2

22

2

1

2

21 





b

b

a

a 
      (8) 

Уравнение (8) в Ω -пространстве опре-

деляет действительный невырожденный эл-

липтический цилиндр, образующие которого 

параллельны собственной координатной оси 

3Ox орторепера .  Этот цилиндр является 

несущей поверхностью, содержащей фазовые 

траектории гиростата и подвижный годограф 

вектора угловой скорости.  

Направляющая цилиндра, расположен-

ная в плоскости его ортогонального сечения, 

определяется явным уравнением (8) и пара-

метрическими уравнениями (7). 
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Преобразуем уравнение (5), вводя но-

вую переменную τ равенством 

.tdnmd p                   (9) 

Согласно зависимости (9), уравнение (5) при-

нимает вид 

,0)( 31221212

2

 Lkkl
d

wd



 

а в силу соотношений (7) это уравнение при-

нимает форму 

,0)(
2

2

 wP
d

wd


                (10) 

где обозначено 

,sin

coscossin)(

43

21

cwc

wcwwcwP




 (11) 

,)(

,)(,
2

1

1223

1122111

ahbc

bhacbac




 

.)2,1(,)(

,)(

1

3

3122224





 rklhnAl

Llhbbhac

rrp

 

Первый интеграл уравнения (10) имеет вид 

,)]([2 wQD
d

wd



           (12) 

где обозначено 

,cos

sinsin)(

43

2

2

1

wcwc

wcwcwQ




 

D − постоянная интегрирования. Повторное 

интегрирование уравнения (12) приводит (с 

точностью до произвольной постоянной) к за-

висимости 

.
)]([2

 



wQD

wd
             (13) 

Знак перед интегралом в равенстве (13) выби-

рается согласно условию .0 Интеграл в 

этом равенстве не выражается в замкнутом 

конечном виде через элементарные функции. 

Из соотношений (3), (9) следует 

,3



d

wd

m

np
  

откуда, согласно равенствам (11), (12), полу-

чаем 

,)]([2 1

3 wQDnm p         (14) 

где область действительных значений вели-

чины 3  и приведенного времени τ  соответ-

ствует условию .)( DwQ   

Выражения (7), (14) определяют систе-

му уравнений подвижного годографа вектора 

угловой скорости носителя гиростата, пред-

ставленную в параметрической форме с пара-

метром w. 

Для определения фазового портрета ди-

намической системы гиростата рассмотрим 

поле ее фазовых траекторий на плоскости 

квазикоординат .),( dwdw  Эта плоскость 

является разверткой фазового цилиндра (8) 

при зависимостях (7). Структура фазового 

портрета системы определяется характерной 

функцией P (w) (11) − одномерным квазипо-

тенциалом, содержащемся в равенствах (13), 

(14), и зависящем от величин параметров 

.)4,...,1( jc j   

Введем новый параметр p = tg w и 

функции этого параметра: 

,
1

)1(
),(

2

2

1

p

pcp
pcF




  

,
1

1
)(

2

2

2

p

p
pF




  

.
1

)(),(
),(

2

21

p

ppFpcF
pc




  

Исследуя стандартным приемом мате-

матического анализа функцию (11) на нали-

чие характерных и критических точек, полу-

чаем систему уравнений: 

,)(

,),(

2

1

pFpba

pcFbpa




              (15) 

где обозначено: 

.),,()2(),,( 432

1

1 cccccba   

Система уравнений (15) определяет в 

пространстве безразмерных параметров (a, b, 

c) сепаратрисную поверхность, разделяющую 

области с различным числом локальных экс-

тремумов функции P (w). Уравнения этой по-

верхности в параметрической форме с пара-

метром p имеют вид 

.),(

,)](),([ 2

pcb

pFppca




         (16) 
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Рассматривая сечения поверхности (16) 

плоскостями вида ,constc  определяющими 

каждую плоскость при фиксированном значе-

нии параметра c, получим множество сечений 

− кривых на плоскости координат ,),( ba яв-

ляющееся полем плоских кривых. 

3. Движение второго рода 

Рассмотрим случай движения гиростата, 

при котором выполняются условия  

.0,0

,0,0,

231

23121





LLL

kkkAA
      (17) 

Согласно этим условиям, вектор-момент L 

направлен коллинеарно неизотропной (иде-

альной) оси 2Ox  орторепера .  Параметри-

зуем систему уравнений (1) для Tt  пере-

менной 



t

sdsnu
0

2 )(                  (18) 

при условиях (17) и .02   

В результате приведения к переменной 

(18) подсистема первых двух уравнений (1) в 

силу условий (17) принимает вид 

,0

,0

4143

3331





lm

lm




                 (19)  

где штрих здесь обозначает дифференцирова-

ние по переменной u. 

В соотношениях (18), (19) обозначено: 

,)1()1()1( 332

1

2   nnnnn  

,,)( 1

431

1

3 pnnmnnnm      (20) 

.)(,)( 1

1

343

1

13 knAlknAl    

Согласно равенствам (20) 143 mm  и 

тогда решение системы уравнений (19) при-

нимает вид соотношений (7) с фазовой по-

верхностью − эллиптическим цилиндром, 

аналогичным цилиндру (8). В целом данное 

движение качественно идентично по пере-

менной u движению первого рода, в отличие 

от аналогичного движения в случае евклидова 

пространства. 

4. Движение третьего рода 

Исследуем движение гиростата, для ко-

торого выполняются условия: 

.0, 221  LAA                     (21) 

Согласно первому условию (21) соб-

ственная ось координат 3Ox орторепера   

совпадает с осью кинетической симметрии 

гиростата, а второе условие показывает, что 

вектор-момент L расположен в координатной 

плоскости .31xOx  При этом первое условие 

(21) отличается от соответствующего условия 

(2). 

Существуют следующие случаи данно-

го движения. 

Случай 1 соответствует в дополнение к 

принятым ограничениям (21) условиям 

.0,0 13  Lk                     (22) 

Согласно ограничениям (21), (22), век-

тор-момент L коллинеарен оси кинетической 

симметрии гиростата, а гиростатический мо-

мент k компланарен координатной плоскости 

.21xOx  

При условиях (21), (22) и ограничении 

03   для значений Tt введем перемен-

ную: 



t

sdsv
0

3 ,)(                       (23) 

где 0  − произвольная безразмерная по-

стоянная. 

В результате приведения к переменной 

(23) первые два уравнения системы (1) при-

нимают вид: 

,0

,0

612

521





l

l




                    (24) 

где штрих здесь обозначает дифференцирова-

ние по переменной ν, а постоянные опреде-

ляются равенствами: 

.),()(),(

,

12

1

165

1

kkAll 










           (25) 

При этом третье уравнение системы (1) иден-

тично уравнению (5), в котором параметр m за-

менен на λ. Это уравнение при A1 = A2 описыва-

ет движение одномерного линейного осцилля-

тора − математического маятника, находящего-

ся под воздействием моментно-силового факто-

ра L3. 

Интегрирование системы уравнений 

(24) приводит к соотношениям: 

5

1

22

6

1

21

sin

,cos

lvH

lvH












            (26) 

с постоянными (25), где 02 H − постоянная 

интегрирования. 
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Пользуясь произвольностью выбора 

значений постоянной λ, для дальнейшего по-

ложим    и тогда, согласно равенству 

(25), имеем .1   

В силу равенств (26) фазовые траекто-

рии системы (24) в Ω -пространстве располо-

жены на круговом цилиндре радиуса 2H с 

уравнением 

,)()( 2

2

2

52

2

61 Hll          (27) 

ось которого параллельна оси кинетической 

симметрии гиростата. 

Из третьего уравнения системы (1), со-

гласно соотношению (23), при условиях (21), 

(22) получаем 

,0])([ 32

1

3   LvUHAv          (28) 

где функция квазипотенциала  

.)0(

cossin)(

2

2

2

1

21





kk

vkvkvU
 

Уравнение (28) характеризует движение 

одномерного осциллятора, совершающего ма-

ятниковое движение, решение которого из-

вестно и представляется в эллиптических 

функциях времени. Этим решением определя-

ется характер движения изображающей точки 

динамической системы гиростата по фазово-

му цилиндру (27). 

Случай 2 определяется дополнитель-

ными к ограничениям (21) условиями: 

.0,0,0 321  Lkk        (29) 

Согласно ограничениям (21), (29), век-

тор-момент L ортогонален оси кинетической 

симметрии гиростата, а гиростатический мо-

мент k компланарен координатной плоскости 

.32xOx  

Произведем параметризацию системы 

(1) преобразованием 



t

sds
0

1 )(                      (30) 

при условиях (21), (29) и ограничении 01   

для значений .Tt  В результате, согласно 

равенству (30), второе и третье уравнения си-

стемы (1) принимают вид 

,0

,0

83

732


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l

l




                      (31) 

где штрих здесь обозначает дифференцирова-

ние по переменной ϑ, причем 

.)(,)( 2

1

383

1

17 kAlkAl        (32) 

В результате интегрирования системы 

уравнений (31) получаем: 

,

,

183

32

2

82
2

1









l

l
               (33) 

где все j  − постоянные интегрирования. 

Соотношения (33), (32) являются пара-

метрическими уравнениями фазовой поверх-

ности, несущей подвижный годограф вектора 

угловой скорости носителя гиростата. Исклю-

чая из этих уравнений параметр ϑ, получаем 

явное уравнение этой поверхности − парабо-

лического цилиндра 

534

2

332 bbb                     (34) 

с образующими, параллельными координат-

ной оси 1Ox репера .  В уравнении (34) обо-

значено:  

,)(,)2( 12

1

84

1

83    lblb  

.31

1

85 21

2

1
  








 

lb  

Согласно преобразованию (23) первое 

уравнение системы (1) принимает вид 

,0)]

([

132

23

1

132



 

Lk

kA




 

и в силу равенств (33) преобразуется в урав-

нение 

,0
3

0

 
k

k

kp                   (35) 

где обозначено 

,]()([

,])([

8321822

1

11

311312

1
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llkAp

LkAp
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








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,

2

8

213

1

182

(
2

1

3

2

1

2

1

l

kAlp

p 





















 

    (36) 

Вводя новую переменную τ посред-

ством равенства 

tdpd 3 , 

и полагая в соотношениях (36) kk ppq 1

3

  (k 

= 0, 1, 2), приведем уравнение (35) к виду 

,0)(
2

2

 



V

d

d
               (37) 
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где 

.)( 01

2

2

3 qqqV    

Для уравнения (37) имеет место первый 

интеграл: 

,)(



WH

d

d
          (38) 

где квазипотенциальная функция 

,2)( 0

2

1

3

2

4

3

2

2

1
 qqqW   

H − постоянная интегрирования. 

Интегрирование уравнения (38) приво-

дит к соотношению 

 







0

,
)(sWH

sd
              (39) 

где знак в левой части выбирается из условия 

,0  а область действительных значений τ  

и величины ϑ соответствует условию 

.)( HW   

Обращая равенство (39) в случае, при 

котором полином W не имеет равных линей-

ных действительных множителей, в результа-

те получаем зависимость с эллиптической 

функцией Вейерштрасса : 

,]),;([ 1

1320
12

1

2

1  qggq      (40) 

где инварианты полинома W определяются 

равенствами [3, c. 321]: 

 

.

,

1

2

0

2210

3
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20

2
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1

8

1
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1
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1

2

1

3

1
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Сопоставляя между собой зависимости 

(30), (40), в результате получаем: 

,)()(2 3

21

01    pq            (41) 

где [3, c. 320] 

,])()(4[)( 2
1

32

3 gg    

штрих здесь обозначает дифференцирование 

по переменной τ. При этом с точностью до 

аддитивной постоянной имеем 

tp3                           (42) 

и равенства (41), (42) определяют функцио-

нальную зависимость вида .)(1 t  

Полученные соотношения позволяют 

исследовать характер фазовых траекторий 

изображающей точки на плоскости ,),( vv  ко-

торую можно интерпретировать как развертку 

в Ω-пространстве параболического цилиндра 

с уравнением (34). 

Величины ,, 1  определяемые равен-

ствами (40), (41), выражаются через эллипти-

ческую функцию Якоби sn с применением со-

отношения связи [3, c. 393]: 

,)]([sn)( 122

3

  e            (43) 

где ,31 ee   а постоянные 321 eee   − 

действительные корни стандартного полино-

ма Вейерштрасса: 

.4 32

3 gsgsS   

В данном случае равенство (40) представляет-

ся в виде: 

,])(sn[ 1

13

22

0
12

1

2

1   qeq   

где модуль функции Якоби 

.)10( 2

31

32 



 k

ee

ee
k  

В случае кратных корней ej эллиптиче-

ская функция )(  вырождается в элемен-

тарную функцию. 

Заключение 

Проведено интегрирование динамиче-

ской системы гиростата с постоянным гиро-

статическим моментом, движущегося относи-

тельно центра инерции в пространстве 
1

3R . 

Выделено три отдельных случая расположе-

ния результирующего вектор-момента внеш-

них сил и гиростатического момента относи-

тельно главных осей инерции гиростата. 

Установлено, что во всех случаях дви-

жения фазовые траектории динамической си-

стемы гиростата в пространстве состояний 

расположены на действительных невырож-

денных цилиндрических поверхностях либо 

эллиптического, либо параболического типа. 

Характер этих траекторий соответствует пе-

риодическому режиму движения по перемен-
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ным 21,  и колебательно-вращательному 

режиму маятникового типа − по компоненте 

.3  Эти движения существуют в односвязных 

полуограниченных областях фазового про-

странства, разделенных регулярной алгебраи-

ческой сепаратрисной поверхностью. 

Задача, аналогичная данной, рассмотре-

на для случая движения гиростата в евклидо-

вом пространстве в работе [4]. 

Примененный в настоящей работе метод 

параметрического интегрирования динамиче-

ской системы гиростата (как и в статье [4]) ра-

нее был использован Р. Граммелем [5] в задаче 

об аналогичном движении твердого тела в ев-

клидовом пространстве. Ему принадлежит так-

же идея применения этого приема в задаче о 

движении тела под действием следящего сило-

вого вектор-момента. Такой подход в ряде слу-

чаев упрощает точное интегрирование системы 

уравнений движения с квадратичной нелиней-

ностью. В частности, в результате параметриза-

ции первые два нелинейных уравнения системы 

(1) преобразуются в линейные и принимают вид 

(4), (19), (24), (31) (см. также [6]). Этот прием 

эффективен в случаях, при которых не приме-

няются первые интегралы системы уравнений 

движения или если эти интегралы для данной 

системы не существуют.   

В некоторых случаях применение этого 

приема не приводит к результату, выраженному 

в конечном замкнутом виде и представляемого 

в элементарных функциях (без использования 

разложений функций в ряды и приближенных 

методов). В частности, такому случаю соответ-

ствует выражение (13). Здесь возможно приме-

нение аппроксимации подынтегральной функ-

ции полиномом третьей или четвертой степени 

с последующим сведением интеграла к эллип-

тической форме. Согласно теореме Вейер-

штрасса об аппроксимации, такое представле-

ние возможно для всякой непрерывной функ-

ции с любой степенью точности.  

Предпосылки к постановке задачи рас-

смотренного типа в евклидовом и псевдо-

евклидовом пространствах существенно раз-

личны. В задаче для пространства 
1

3R  задано 

только одно ограничение, наложенное на 

главные моменты инерции гиростата в виде 

,21 AA  тогда как в случае евклидова про-

странства ограничения заданы в виде 

321 AAA   [4]. Вследствие этого для псев-

доевклидова пространства не применяется 

понятие "ось промежуточного момента инер-

ции" гиростата, поскольку в данном случае 

этой оси не существует, в силу чего характер 

движения второго рода для каждого из этих 

пространств коренным образом различен. 

Следует отметить, что применение при-

ема Граммеля имеет важное ограничение: па-

раметризуемая компонента угловой скорости 

гиростата (в частности, величина 3  в равен-

стве (3)) на интервале ее значений должна 

быть отличной от нуля. Это условие имеет 

определяющее значение и его нарушение 

приводит к недостоверности результатов ис-

следования. Однако такое ограничение не 

применяется и, более того, о нем не упомина-

ется в работах [4; 6, c. 155, 164]. 
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