
ВЕСТНИК ПЕРМСКОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2023                                Математика. Механика. Информатика                      Вып. 4(63) 

60 

 

 

 

Научная статья 

УДК 532.5 

DOI: 10.17072/1993-0550-2023-4-60-69 

Математическое моделирование нелинейной 

электроконвекции идеального жидкого диэлектрика 

в переменном электрическом поле 

Владимир Алексеевич Ильин1, Михаил Олегович Суханов2 

1,2 Пермский государственный национальный исследовательский университет, Пермь, Россия 
1ilin1@psu.ru  
2mihail.suhanov.2012@mail.ru 

Аннотация. В работе проведено математическое моделирование нелинейных электроконвектив-

ных режимов идеального жидкого диэлектрика в переменном электрическом поле горизонтально-

го конденсатора. Исследование проведено с использованием маломодовой модели электроконвек-

ции для случая невесомости. В результате анализа полученных временных зависимостей, их 

Фурье-спектров, вычислений теплопотока и старших показателей Ляпунова построена карта нели-

нейных электроконвективных режимов. Определены границы окон периодичности в области хао-

са. При выходе из окон периодичности хаос возникает по сценарию Фейгенбаума. 
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Abstract. Mathematical modeling of nonlinear electroconvective regimes of an ideal liquid dielectric in 

an alternating electric field of a horizontal capacitor is carried out. The study was carried out using a low-

mode electroconvection model for the case of weightlessness. As a result of the analysis of the obtained 

time dependences, their Fourier-spectra, calculations of the heat flow and the higher Lyapunov exponents, 

a map of nonlinear electroconvective regimes is constructed. The boundaries of the periodicity windows in 

the chaos region are determined. In the windows of periodicity, chaos occurs according to the Feigenbaum 

scenario. 
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Введение 

Наличие электрического заряда и его 

перенос в жидкостях с низкой проводимостью 

[1–7] оказывают существенное влияние на 

эволюцию малых возмущений и характер 

сформировавшихся структур. Существуют 

разные механизмы зарядообразования и не-

устойчивости в жидкостях: диэлектрофорети-

ческий [3, 4], электрокондуктивный [5] и ин-

жекционный [6, 7]. В жидких диэлектриках с 

разными механизмами зарядообразования мо-

гут формироваться своеобразные конвектив-

ные структуры со сложной эволюцией. При 

диэлектрофоретическом механизме зарядооб-

разования поляризационный заряд образуется 

при зависимости диэлектрической проницае-

мости от температуры [1, 2]. Неоднородность 

диэлектрической проницаемости может вы-

звать движение в жидкости даже в невесомо-

сти. С помощью управления амплитудой и ча-

стотой электрического поля можно контроли-

ровать конвекцию [3–5].  

В работах [3, 4] изучены с использова-

нием маломодовой модели электроконвектив-

ные колебания идеального жидкого диэлек-

трика в переменном электрическом поле го-

ризонтального слоя при умеренных частотах. 

В данной работе исследование проведено в 

более широком диапазоне частот и амплитуд, 

получены новые интересные результаты.  

В работе [5] исследованы с использова-

нием другой маломодовой модели электроко-

нвективные режимы слабопроводящей жид-

кости с электрокондуктивным механизмом 

зарядообразования в переменном электриче-

ском поле.  

Анализ колебаний в диэлектрических 

жидкостях важен с точки зрения фундамен-

тальных научных проблем и для различных 

практических применений в электрогидроди-

намических устройствах [1, 2].  

В настоящей работе исследована эво-

люция течений; проанализированы и проклас-

сифицированы колебания жидкости при раз-

ных амплитудах и частотах внешнего поля; 

исследованы сценарии возникновения хаоса.  

Актуальность этих исследований связа-

на с необходимостью знать законы переходов 

от периодического поведения к хаотическому 

поведению в детерминированных нелинейных 

диссипативных системах, и обратных перехо-

дов. В реальных системах этому соответству-

ют переходы от ламинарного движения к тур-

булентному движению. Такие переходы 

встречаются во всех нелинейных системах и 

являются важной проблемой современных ис-

следователей [8, 9].  

Наблюдаемые в настоящей работе син-

хронное движение и перемежаемость были 

объектами исследований, например в работах 

[10, 11].  

Существует ряд методов идентифика-

ции динамических режимов и определения их 

характеристик [9].  

В данной работе помимо стандартных 

методов исследования строились Фурье-

спектры [9, 12], с помощью алгоритма Бенет-

тина определялись Ляпуновские показатели 

[13, 14].  

1. Постановка задачи  

В работе рассматривается плоский го-

ризонтальный конденсатор с неоднородно 

нагретой вязкой несжимаемой идеальной ди-

электрической жидкостью в переменном вер-

тикальном электрическом поле и поле силы 

тяжести. Идеальные т9епло- и электропро-

водные границы находятся при z = – h/2, h/2 (h 

– толщина слоя) и нагреты до различной тем-

пературы T(–h/2) = , T(h/2) = 0. Здесь T – 

температура, отсчитываемая от среднего зна-

чения,  – характерная разность температур. 

При  > 0 будет нагрев снизу. Потенциал 

электрического поля верхней границы зазем-

лён и равен нулю: ( / 2) 0h  , а потенциал 

нижней границы изменяется со временем t 

гармонически:  ( / 2) cosh U t     (U – 

напряжение,  = 2/tf – частота, ft  – период 

модуляции).  

Действующая на единицу объема жид-

кости электрическая сила, следующая [15]: 
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2 21 1

2 2
e E E


  



 
     

 
ef E , (1) 

где eρ  
– свободный заряд единицы объема,   

– диэлектрическая проницаемость,   – плот-

ность жидкости. Кулоновская часть силы (1) в 

идеальных диэлектриках отсутствует, по-

скольку в них нет свободного электрического 

заряда. Третье слагаемое имеет градиентный 

вид и приводит к переопределению давления 

в уравнении Навье–Стокса. Движение вызы-

вает только диэлектрофоретическая (вторая) 

часть силы. Она связана с пространственной 

неоднородностью диэлектрической проница-

емости.  

Предполагается, что диэлектрическая 

проницаемость линейно зависит от темпера-

туры:  0 1 T    , где   – положитель-

ный температурный коэффициент диэлектри-

ческой проницаемости. Тогда действует ди-

электрофоретический механизм зарядообра-

зования. Рассматривается электрогидродина-

мическое приближение, когда магнитные эф-

фекты пренебрежимо малы по сравнению с 

электрическими эффектами [1]. Влияние ин-

жекции не учитывается. В уравнении тепло-

проводности вязкая диссипация и джоулев 

разогрев пренебрежимо малы.  

Уравнения электроконвекции идеально-

го жидкого диэлектрика имеют вид 

21
( )

2
p

t
   

 
         

 

v
v v v g E , 

( )
T

T T
t




   


v , div 0v , 

div( ) 0 E ,  E , (2) 

 0 1 T    ,  0 1 T    . 

Здесь v , p, T – поля скорости, давления 

и температуры,  – динамическая вязкость,   

– коэффициент температуропроводности,   

– коэффициент теплового расширения жидко-

сти. В основном, коэффициенты  ,  ~

2 410 10 
1град
. 

Уравнения электроконвекции обезраз-

мериваются, при этом выбираются безразмер-

ные переменные на основе масштабов: време-

ни –   2
0 /t h  , расстояния –  r h , ско-

рости – [ v ] = /h, температуры –  T   , по-

тенциала –   U    , давления – 

  2/p h , частоты –   2
0 /h    .  

Равновесное решение имеет вид:  

0 0v , 0     1/2T z   , 

 0    1/ 2 cosz t    , 0  cos tE γ .    (3) 

Здесь γ  – единичный вектор, направ-

ленный по вертикали вверх.  

Представим все переменные – скорость, 

температуру, давление, потенциал и напря-

женность в виде: v , 0  T T   , 0p p p  , 

0    , 0  '
E E E  (штрихи означают от-

клонения величин от равновесных значений, 

затем штрихи опускаем).  

Тогда безразмерные уравнения электро-

конвекции примут вид: 

    

 

2
ε

1
Ra+Ra cos

Pr

+Ra cos ,

p t
t

t
z



 





     




 



v
v v γ

γ v

 Pr
t


 


    


vγ v , 

 cos 0t
z


 


  


, div 0v .          (4) 

Здесь использованы безразмерные па-

раметры – число Прандтля Pr, тепловое число 

Рэлея Ra и электрическое число Рэлея Ra : 

0

Pr



 , 

3
0Ra
g h 




 , 

 
22

0
Ra

U 


 




 .  (5) 

Из определения электрического числа 

Рэлея видно, что оно не зависит от направле-

ния градиента температуры. 

В задаче считается, что на свободных 

недеформируемых, изотермических границах 

слоя производная потенциала равна нулю 

(штрихом обозначена производная по z): 

1/ 2z   : 0w w       .          (6) 

В плоскости слоя задача считается изо-

тропной, используются плоские возмущения, 

когда  ,0,u wv  и 0y   .  
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2. Вывод модели электроконвекции 

Используем функцию тока для скорости 

w
x





, u
z


 


.   (7) 

В ее терминах уравнения электрокон-

векции примут вид:  

2
2 2

1
Ra

Pr

Ra cos cos ,

t x z z x x

t t
x z x



  
  

 
  

      
       

      

  
    

   

 

Pr
t x z z x x

     


     
    

     
,   (8) 

cos 0t
z


 


  


. 

Тогда граничные условия перепишутся: 

1/ 2z   : 0        .           (9) 

Для решения уравнений (8) использует-

ся метод Галеркина, и следующие аппрокси-

мации функций, удовлетворяющие гранич-

ным условиям: 

 sin cosA t kx z  , 

   cos cos sin 2B t kx z C t z    ,  (10) 

   cos sin cos2D t kx z E t z    , 

где k – волновой вектор, характеризующий 

периодичность возмущений в плоскости кон-

денсатора, A, B, C, D, E – зависящие от време-

ни амплитуды. Вторые слагаемые в аппрок-

симациях необходимы, чтобы учесть нели-

нейность уравнений (8). 

При подстановке аппроксимаций (10) в 

систему уравнений (8) после ортогонализации 

получаются дифференциальные уравнений 

для амплитуд A, B, C и алгебраические выра-

жения для амплитуд D, E: 

   2 2 2

2 2

2 2

+ Ra+Ra cos

Ra cos

A k
k A t B

t k

k
tD

k





 








  

 




, 

 2 2Pr
B

kA k B k AC
t

 


   


,  (11) 

2Pr 4
2

C k
C AB

t





  


, 

2 2
cosD B t

k





 


, 

2

C
E


 . 

Исключим амплитуду D и перемасшта-

бируем следующие переменные: 

k k , 
2 2

Pr

(1 )
t t

k



, 

22(1 )k
A X

k


 , 

2
B Y


 , 

1
C Z


 , (12) 

тогда получим следующую трехмодовую мо-

дель электроконвекции (точка над перемен-

ными – производная по t): 

2Pr Pr(r ecos 2 )X X t Y    , 

Y Y X XZ    ,         (13) 

bZ Z XY   . 

В этих уравнениях вместо циклической 

частоты использована линейная частота 

2   и введены следующие новые пара-

метры: 

0

Ra
r

Ra
 , 

0

Ra
e

Ra





 , 
2

4
b

1 k



, 

 
3

4 2

0 2

1
Ra

k

k

 
 , 

 
4

4 2

0 4

1
Ra

k

k


 
 ,  (14) 

где r и e – нормированные тепловое и элек-

трическое числа Рэлея; b – геометрический 

параметр; при 0Ra , 0Ra  начинается термо-

гравитационная или диэлектрофоретическая 

конвекция соответственно. Поскольку элек-

трическое числа Рэлея всегда положительное, 

то нормированное электрическое число также 

всегда положительно (е > 0).  

Система дифференциальных уравнений 

(13) является модифицированной моделью 

Лоренца [9]. 

Для выявления характера конвекции и 

определения интенсивности ее теплопереноса 

вычислялось число Нуссельта (усредненный 

по времени безразмерный теплопоток) на гра-

ницах слоя: 

2/

1
0

2

Nu
2

k

z

k T
dx

z 

 
   

 
 , Nu

qh





, (15) 

где q – плотность потока тепла,  – коэффи-

циент теплопроводности. Усреднение тепло-

потока делали по большому промежутку вре-

мени tend = N ft  (где N > 100, ft
 
– период ко-

лебаний): 

  1

20

1
Nu 1 2

endt

z
end

Z t dt
t 

   . (16) 



В. А. Ильин, М. О. Суханов 

64 

При Nu = 1 тепло переносится молеку-

лярным теплопереносом, при Nu > 1 возника-

ет конвекция. 

3. Результаты исследования  

Уравнения (13) решались численно для 

разных частот и электрических чисел с одина-

ковыми начальными условиями. Полученные 

зависимости амплитуд от времени анализиро-

вались с помощью Фурье анализа, из которого 

делались выводы о частотных закономерно-

стях и типе колебаний.  

Вычисления были сделаны при следу-

ющих значениях параметров: Pr = 10, Ra = 0 (r 

= 0, это случай невесомости). Тогда критиче-

ское значение волнового числа k = 1 (при этом 

геометрический параметр b = 2), а электриче-

ское число Рэлея Ra c = 164 = 1558.6 [3].  

В результате вычислений получены 

разные типы нелинейных колебаний жидко-

сти: хаотические и периодические. При обоб-

щении результатов получена карта нелиней-

ных режимов электроконвекции на плоскости 

период модуляции 1/ft   (обратная частота 

модуляции)  электрическое число e (рис. 1).  

 

Рис. 1. Карта нелинейных режимов на 

плоскости период модуляции  электриче-

ское число 

 

Ниже линии e = 2 существует область 

устойчивости. В ней все возмущения затухают 

(рис. 2), например, в точке a (рис. 1). Выше этой 

линии возникают периодические колебания.  

В постоянном электрическом поле при 

вычислении с одинаковыми начальными 

условиями определено, что хаос возникает 

при е = 20.9. Когда частота поля растет, тогда 

точка возникновения хаоса увеличивается в 

два раза: е   41.8.  

На карте режимов (рис. 1) представлены 

различные области: 1, 2, 3 – области ("языки") 

хаотических режимов, ниже которых нахо-

дится область периодических режимов; 4, 5, 6 

– области ("языки") периодических режимов в 

области хаоса.  

 

Рис. 2. Зависимость амплитуды затухающих 

колебаний от времени при  = 0.625 (tf  = 1.6), 

e = 1.5 (точка a на рис. 1) 

 

При движении на карте режимов вверх 

по электрическому числу при заданной часто-

те через "язык" хаоса 1, мы попадем в перио-

дическую область, затем в "язык" хаоса 2, за-

тем в периодическую область, после чего в 

"язык" хаоса 3 и т. д. При движении на карте 

режимов вверх по электрическому числу при 

меньшей частоте (большем периоде) через 

область хаоса, мы будем последовательно 

проходить через "языки" периодических ре-

жимов 4, 5, 6. Эти "языки" периодических ре-

жимов называют окнами периодичности. 

В точках b и d на карте режимов жид-

кость колеблется периодически (рис. 3, 4).  

В этом случае колебания синхронные, в 

их Фурье-спектрах имеются кратные частоты: 

n = n (n   целое число).  

В точке b жидкость колеблется с удво-

енной внешней частотой и ее четными гармо-

никами (рис. 3), в спектре есть кратные часто-

ты n, n = 2, 4, …   

В точке d жидкость колеблется с внеш-

ней частотой и ее нечетными гармониками 

(рис. 4), n = 1, 3…   

В точке c на карте режимов функция 

тока колеблется хаотически, спектр колеба-

ний сплошной (рис. 5).  
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a

 
б 

Рис. 3. Зависимость амплитуды перио-

дических колебаний от времени (а), 

спектр Фурье (б) при  = 0.625 (tf  = 1.6), 

e = 22.5 (точка b на рис. 1)  

Фазовая траектория будет неустойчивой 

при хотя бы одном положительном показателе 

Ляпунова. Траектория будет асимптотически 

устойчивой при всех отрицательных показа-

телях Ляпунова.  

На рис. 6(б), 7(б) есть интервалы пара-

метров, соответствующие отрицательному и 

положительному старшему показателю Ляпу-

нова. Например, показатель положителен для 

частоты  = 0.625 на участке 22.5 < e < 41.3, а 

для частоты  = 0.25 на участке 13.5 < e < 14.6. 

Это соответствует попаданию в область хаоса.  

Аналогичные результаты получаются 

при вычислении числа Нуссельта для тех же 

частот (рис. 6(а), 7(а)).  

Таким образом, вычислялись показате-

ли Ляпунова и зависимости чисел Нуссельта, 

в результате чего была построена карта режи-

мов на рис. 1. 

 
а 

 
б 

Рис. 4. Зависимость амплитуды перио-

дических колебаний от времени (а), 

спектр Фурье (б) при  = 0.625 (tf  = 1.6), 

e = 44.5 (точка d на рис. 1)  

На следующем этапе нужно было опре-

делить или уточнить сценарии перехода к ха-

осу. Приведем результаты вычислений для 

периодов tf  = 4; 5; 6. Для этих периодов на 

карте режимов (рис. 1) изображены верти-

кальные точечные линии, вдоль которых про-

водились вычисления.  

Был рассмотрен переход к хаосу в "язы-

ке" 4, первом окне периодичности, при tf  = 4 

( = 0.25). С ростом электрического числа пе-

риод колебаний удваивается первый раз при 

e1 = 13.4062, в спектре появляется частота в 

раза меньше ( = 0.125). Вторая бифуркация 

удвоения периода происходит при e2 = 

13.4621, рождается  = 0.0625. Третья – при e3 

= 13.4739, появляется  = 0.03125. Постоянная 

Фейгенбаума определяется по формуле 

1

+1

e e
lim 4.669...

e e

k k

k
k k

 




 


 [8].  
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По первым трем точкам бифуркации 

была вычислена постоянная Фейгенбаума: 

   4.706. Погрешность вычисления состави-

ла 0.79 %.  

а 

 
б 

Рис. 5. Зависимость амплитуды хаотических 

колебаний от времени (а), спектр Фурье (б) 

при  = 0.625 (tf  = 1.6), e = 30 (точка c на 

рис. 1)  

Затем был рассмотрен переход к хаосу в 

"языке" 5, втором окне периодичности, при tf  

= 5 ( = 0.2). Первые бифуркации удвоения 

периода происходят соответственно при e1 = 

35.985, e2 = 36.477, e3 = 36.569.  

Константа Фейгенбаума в этом случае 

равна:    5.348.  

При рассмотрении перехода к хаосу в 

"языке" 6, третьем окне периодичности, при tf  

= 6 ( = 0.16) первые три бифуркации удвое-

ния периода получились равными: e1 = 47.509, 

e2 = 47.890, e3 = 47.953. Постоянная Фейген-

баума равна:    6.047. 

 
а 

 
б 

Рис. 6. Зависимость числа Нуссельта от 

электрического числа при частоте  = 

0.625 (а). Зависимость старшего показате-

ля Ляпунова от электрического числа при 

частоте  = 0.625 (б) 

В рассмотренных двух последних слу-

чаях погрешность вычислений постоянной 

Фейгенбаума выше, но сценарий тот же.  

Вычисления показали, что при выходе 

из окон периодичности хаос возникает по 

сценарию Фейгенбаума. 
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а 

 
б 

Рис. 7. Зависимость числа Нуссельта от 

электрического числа при частоте  = 0.25 

(а). Зависимость старшего показателя Ля-

пунова от электрического числа при ча-

стоте  = 0.25  (б). 

Заключение 

В работе было проведено математиче-

ское моделирование нелинейной электрокон-

векции в горизонтальном слое с идеальным 

жидким диэлектриком. Для исследования ис-

пользовалась трехмодовая модель. В идеаль-

ном диэлектрике в основном работает диэлек-

трофоретический механизм неустойчивости.  

Были получены и исследованы разные 

хаотические и периодические режимы коле-

баний жидкости. В невесомости исследование 

проведено при умеренных и низких частотах 

электрического поля. С помощью метода Бе-

неттина вычислялись старшие показатели Ля-

пунова. На основе определения характера 

временной эволюции амплитуд задачи, вы-

числений теплопотока и показателей Ляпуно-

ва построена карта режимов электроконвек-

ции. Определены границы окон периодично-

сти в области хаоса при низких частотах элек-

трического поля. Вычисления показали, что 

при выходе из окон периодичности хаос воз-

никает по сценарию Фейгенбаума, через бес-

конечную последовательность бифуркаций 

удвоения периода колебаний. 

Как известно, модельные свободные 

границы в задаче Релея–Бенара [9] позволяют 

в упрощенной постановке изучить движения 

жидкости в горизонтальном слое. При этом ее 

качественное поведение по сравнению с твер-

дыми границами сохраняется, понижаются 

лишь границы переходов между режимами. 

Полученные в настоящей работе в прибли-

женной постановке движения качественно 

должны соответствовать решениям задачи в 

полной постановке, при этом могут быть 

лишь количественные отличия в результатах. 
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