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Введение 

Начало исследованию динамики твер-

дого тела в гиперболическом пространстве 

было положено в работах, опубликованных в 

период, начиная с 70-х годов XIX века. Целью 

этих работ являлась верификация основных 

положений геометрии Н.И. Лобачевского в 

применении принципов классической меха-

ники Галилея–Ньютона к решению задач ди-

намики твердого тела для неевклидовых про-

странств. 

В 1873 г. У.К. Клиффорд исследовал 

движение тела в пространстве постоянной по-

ложительной кривизны (эллиптическом про-

странстве Римана) и эти исследования в даль-

нейшем продолжились. Основой этих разра-

боток явилась геометрическая теория винтов, 

созданная Р.С. Боллом, конструктивное по-

строение которой было наиболее полно раз-

работано А.П. Котельниковым. 

Новый этап в развитии теории динами-

ки твердого тела для гиперболического про-

странства открылся с публикации работы А.П. 

Широкова [1], в которой рассмотрен аналог 

регулярной прецессии тела, существующий в 

евклидовом пространстве и распространен-

ный на пространство Н.И. Лобачевского. 

Публикация этой работы вызвала появление 

ряда новых исследований в области динамики 

тела в гиперболическом пространстве, а также 

в трехмерном псевдоевклидовом простран-

стве и на плоскости Лобачевского. 

К настоящему времени это научное 

направление продолжает расширяться. Биб-

лиография, относящаяся к истории возникно-

вении и развития неевклидовой механики, со-

держится в работе [2]. 

1. Предварительные положения 

Согласно проективной модели Ф. Клейна 

[2], пространство Лобачевского (пространство 

L3) реализуется внутренними точками абсолюта  

0)()()()( 24232221  xxxxxg ij

ij   (1) 

гиперболического пространства .3  Здесь gij − 

метрический тензор псевдовекторного четы-

рехмерного пространства, рассматриваемого 

как трехмерное проективное пространство P3, 

реализующее пространство L3. Отобразив 

точки пространства P3 на точки гиперсферы 

псевдоевклидова пространства 
1

4R , при реше-

нии задач в пространстве 3  применяем тен-

зорный аппарат пространства .1

4R  

Под движением пространства 3  пони-

мается проективное линейное преобразование, 

переводящее в себя абсолют (1). Поскольку 

между одночленными группами движений в 

пространстве 3  и специальными линейными 

комплексами в пространстве P3 существует вза-

имно однозначное соответствие, то движение в 

пространстве ,3  как и в пространстве L3, мож-

но задавать бивектором пространства 
1

4R  [3]. 

Трехмерное проективное пространство 

P3 , реализующее пространство L3, рассматри-

вается как псевдовекторное четырехмерное 

пространство с метрическим тензором gij (1). 

Для отображения винтов в пространстве L3 

здесь применяется правило А. Котельникова–

Е. Штуди путем их отображения на ком-

плексные векторы комплексного евклидова 

пространства [2].  

Рассмотрим свободное от связей абсо-

лютно твердое тело, движущееся относительно 

его центра инерции в гиперболическом про-

странстве L3. Пусть )...( 0

4

0

1

0 eeR − опорный 

координатный тетраэдр, автополярный относи-

тельно абсолюта (1), неизменно связанный с 

инерциальным конфигурационным простран-

ством L3. Этот неподвижный тетраэдр задается 

точками )4,...,1(0 je j  данного простран-

ства. С твердым телом неизменно свяжем по-

движный координатный невырожденный тетра-

эдр )...( 41 eeR  (тетраэдр инерции тела), задан-

ный точками je ( j = 1, … , 4), также автопо-

лярный относительно абсолюта (1). При этом 

тетраэдр R выбирается так, чтобы его вершина 

− точка e4 тела − была собственной, совпадала с 

центром инерции тела, и чтобы пространствен-

ные ориентации этих тетраэдров совпадали [2]. 

Положение тетраэдра R и его точек от-

носительно R0 задается параметрами положе-

ния и ориентации по схеме, принятой в работе 

[2]. Положение точки e4 задается двумя ли-

нейными и одним угловым параметрами, а 

ориентация тетраэдра R относительно R0 

определяется заданными углами Эйлера.  

Таким образом, взаимное положение 

данных тетраэдров устанавливается упорядо-

ченным набором шести заданных характер-

ных параметров. 
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Мгновенное состояние тела в простран-

стве L3 задается винтом мгновенной скорости 

),( 444 jjj vV   (кинематическим винтом) и 

винтом мгновенного кинетического момента 

(винтом импульса или кинетическим винтом) 

)3,2,1(),( 4

4

4

4

4  jAvBG j

j

j

j

j   стержня. 

Здесь ),( 4

4

j

j Bv  − компоненты скорости 

сдвига и моменты инерции сдвига тела отно-

сительно его главных осей инерции, соответ-

ственно; )3,2,1(),( 4

4 jAj

j  − компонен-

ты скорости вращения и моменты инерции 

вращения тела относительно тех же осей, со-

ответственно. Определения моментов инер-

ции твердых тел в пространстве L3 как поня-

тия приведены в работе [1].  

В дальнейшем предполагается, что дви-

жение твердого тела происходит под воздей-

ствием сил с гироскопической структурой (по 

Томсону и Тэту [4, 5]).  

Система уравнений движения твердого 

тела, происходящего под воздействием сило-

вого винта внешних сил в пространстве L3, 

имеет вид [4] 

,
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     (2)   

В системе уравнений (2) каждая из двух 

групп уравнений задана приведенным здесь 

уравнением-представителем. Остальные урав-

нения каждой из этих групп могут быть полу-

чены из данных путем циклической переста-

новки индексов 1, 2, 3 в указанных величинах, 

что здесь и всюду далее обозначается обще-

принятым символом (1, 2, 3). 

В уравнениях (2) числа 
rsrsrs nm ,,  (r 

= 1, 2, 3; s = 1, … , 4; r ≠ s) − заданные посто-

янные коэффициенты и характерные парамет-

ры винта внешних сил, соответственно. 

Поскольку мощность силового винта с 

параметрами 
rs при 0 rsrs nm  тожде-

ственно равна нулю, то силы, определяемые 

этим винтом при данных условиях, являются 

гироскопическими, а параметры 
rs  − задан-

ными гироскопическими коэффициентами, 

обусловливающими гироскопический эффект. 

Система уравнений (2) эволюционного 

типа является многопараметрической и ана-

литически замкнутой относительно компо-

нент скоростей )3,2,1(, 44 iv ii   при зна-

чениях заданных параметров (mrs, nrs) = const. 

Эта система может быть интерпретирована 

как динамическая система гиростата, движу-

щегося в пространстве L3, c гиростатическими 

параметрами 
rs [4]. Система уравнений (2) в 

дальнейшем называется основной динамиче-

ской системой (ОДС). 

Из многообразия решений ),( 44 jj v       

(j = 1, 2, 3) системы уравнений (2) выделим 

множество, для которого гипотетически су-

ществуют соотношения связи вида 

,)3,2,1(44  jmvn j

j

j

j       (3) 

где jj mn , − неотрицательные постоянные, 

подлежащие определению такие, что 

 
 


3

1

3

1,

.)(0)(,0
j ji

jij jinnn   (4) 

Система равенств (3) при условиях (4) 

может быть геометрически истолкована как не-

вырожденное аффинное преобразование, явля-

ющееся композицией центрально-аффинного 

преобразования с центром, совпадающим с цен-

тром инерции тела, и параллельного переноса. 

При этом постоянные nj  являются коэффициен-

тами центрально-аффинного преобразования, 

величины mj  − параметрами параллельного пе-

реноса, а первое соотношение (4) − условием 

невырожденности данного преобразования. 

Если допустить, что все параметры       

nj = n, mj = 0, то условия (3) соответствуют 

винтовому движению тела с параметром вин-

та n ≠ 0. Второе ограничение (4) исключает 

существование винтового движения тела из 

множества возможных движений, определяе-

мого условиями (3). 

Ограничения (4) исключают существова-

ние двух следующих случаев движения тела. 

Первый из них, при котором все nj = 0, согласно 

равенствам (3), соответствует перманентному 

вращению тела со скоростями ωj4 = mj  (j = 1, 2, 3). 

Второй случай, при котором все значения 

00  nn j , как будет показано далее, предпо-

лагает существование центральной структурно-

кинетической симметрии тела 

( )3,2,1;, 44  jBBAA jj , для которого значе-

ние величины параметра n является неопреде-

ленным. 
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Ставится задача: применяя невырож-

денное преобразование (3) с условиями (4), 

привести ОДС (2) к динамической системе 

третьего порядка при выполнении определен-

ных ограничений. 

Эта формулировка соответствует огра-

ниченной задаче редуцирования ОДС, реали-

зуемой при определенных условиях совмест-

ности, построенных для исходной и преобра-

зованной динамических систем. 

2. Приведение основной  

динамической системы 

Применяя к уравнениям системы (2) 

преобразование (3), в результате получаем си-

стемы уравнений следующих групп 1 и 2. 

Уравнения движения группы 1: 
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          (5) 

где для коэффициентов aij  имеем: 

.)3,2,1(

)(

,)1()(,

142

3

24

2
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32243441

3224341111401

nkm

mmmBBa
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 (6) 

Здесь циклической перестановке под-

лежат только вторые номера двойных индек-

сов. При этом индексы номеров 0 и 4 здесь и 

всюду далее в данной перестановке не участ-

вуют. Для остальных коэффициентов имеем:  

.)(

,)(

,)(

,)(

,)(

,)(

23

2

14

21142433

23

3

14

31341432

31
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24
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24
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12
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nnmBBa

nnmBBa

nnmBBa

nnmBBa

nnmBBa

nnmBBa

  (7) 

Соотношения (7) имеют сходную форму 

представления по отношению к характерным 

показателям системы уравнений (5) − инерци-

онным параметрам Bj4 , параметрам преобра-

зования (3) nj, mj и гироскопическим коэффи-

циентам λrs .);3,2,1,;,( srsrji   Эта 

особенность отражает симметрическую струк-

туру набора этих характеристик. 

Аналогично для группы 2 имеем: 
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          (8) 
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где коэффициенты bij определяются как 

,)3,2,1(
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  (9) 

Сопоставляя между собой уравнения 

групп 1, 2, определяемые системами (5) и (8), 

получаем условия их совместности: 

,)3,2,1(
0

1

0

1
 jp

b

b

a

a

j

j

j

j
         (10) 

,)3,2(
0

2

0

2  rp
b

b

a

a

r

r

r

r         (11) 

,
03

33

01

21 p
c

c

c

c
                    (12) 

,)2,1(
0

3

0

3  rp
b

b

a

a

r

r

r

r       (13) 

,)3,2,1(
0

4

0

4
 jp

b

b

a

a

j

j

j

j
      (14) 

где с − условное обозначение коэффициентов 

a, b с указанными в равенствах (12) индекса-

ми; p − параметр пропорциональности. 
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Из условий (10)−(14) согласно равен-

ствам (6), (7), (9) следуют соотношения связи, 

соответственно 
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В соответствии с условиями (14) имеем 
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     (19) 

Если не выполняется второе условие 

(4), то, согласно ограничениям (15), твердое 

тело обладает центральной кинетической сим-

метрией, а значение параметра n, как отмеча-

лось ранее, становится неопределенным. 

Обозначим 

)3,2,1(
)(

)(

243414

243414
1

BAA

BBB
J




  

и положим 





3

1,

44 ,)(0)(
ji

ji jiBB  

что равносильно условию 0jJ ( j =1, 2, 3). 

Это условие исключает наличие центральной 

кинетической симметрии тела и тогда соот-

ношения (15) представляются в виде 

0)1()( 321321  nnJnnn         (20) 

.)3,2,1(  

Равенства (20) определяют квадратич-

ную зависимость коэффициентов nj  от инер-

ционных параметров тела. Обозначая 

,])21[(])1[( 31

2

31

1

331 JJnJnJD  
 

,4 1

2

1 JDD   

из системы уравнений (20) получаем зависи-

мость вида )( 31 nn : 

,2 11 DDn                      (21) 

где 13 J  в силу свойства, согласно которому 

.)( 34243424143434 AABBBBA   

Зависимость (21) определена в ограни-

ченной односвязной области, в которой 

,0D откуда  следует 

.0])1[(4])21[( 2

331

2

31

2

31  nJJJJnJ  

Из соотношений (20) следует 

311

131
2

2

2)(

nJDD

JnDD
n









            (22) 

для области действительных значений пара-

метров при ограничении 

.0131

2

31  nDnJ  

Поскольку, согласно равенствам (20), 

,)(
)1(

21

21

213
3 nn

nn

nnJ
n 




  

то в силу равенств (21), (22) явная зависи-

мость величины n3 от инерционных парамет-

ров тела определяется очевидным образом. 

Итак, значения всех параметров nj, удо-

влетворяющих условиям (15), определены и в 

дальнейшем полагаются известными. 

Из соотношений совместности − по-

следних равенств (16)−(18) − получаем, соот-

ветственно, 

)()( 14

3

23

24

1

34141    npBBAm (23)    

.)3,2,1(  



К задаче приведения уравнений динамики твердого тела …  

75 

Равенства (23) для параметров mj  яв-

ляются определяющими при известных вы-

ражениях, относящихся к величинам λrs . 

Внося выражения (23) в остальные уравне-

ния данной системы, представляющие усло-

вия совместности систем уравнений (5), (8), 

в результате получаем следующие соотно-

шения. 

Из уравнений системы (17) при условии 

01   получаем: 

 

           (24) 

где обозначено: 
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2142434141
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Аналогичным образом, в силу уравне-

ний системы (16) при условии 02  , имеем: 
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где  
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Согласно уравнениям системы (16) при 

ограничении 03   находим: 
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             (26) 

Здесь обозначено: 
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Итак, равенства (24)−(26) при заданных 

условиях однозначно выражают величины ги-

роскопических параметров λrs, где (r, s) = 1, … 

, 4, через моменты инерции тела с точностью 

до слагаемых, содержащих параметр p. Пара-

метры силового винта mj4, nj4 (j = 1, 2, 3) опре-

деляются равенствами (19), (23) также с точ-

ностью до слагаемых, содержащих свободный 

параметр p. 

Первые три уравнения системы (18), не 

применявшиеся для определения неизвестных 

параметров, при подстановке в них найден-

ных выражений для соответствующих вели-

чин превращаются в тождества. 

Таким образом, все неизвестные парамет-

ры jj mn ,  преобразования (3), а также условия 

совместности для величин ,, 4jij  nj4, mj4 

);3,2,1,( jiji   при заданных ограниче-

ниях определены с точностью до величин, со-

держащих свободный параметр p. 

3. Редуцирование приведенной  

динамической системы 

Объединенная система уравнений (5), (8) 

(совокупность групп 1 и 2) является преобразо-

ванной динамической системой третьего поряд-

ка с квадратичной нелинейностью. Одна из этих 

групп уравнений (например, группа 1) прини-

мается за определяющую, а другая применяется 

для установления условий совместности соот-

ветствующих уравнений данных групп.  

Уравнения системы (5) при определен-

ных условиях имеют структуру, характерную 

для динамических уравнений гиростата с по-

стоянным гиростатическим моментом, дви-

жущегося относительно центра инерции в ев-

клидовом пространстве R3. Данная система 

уравнений с точностью до структурных при-

знаков изоморфна динамической системе Н.Е. 

Жуковского [6], а модель моментно-силового 

воздействия на гиростат эквивалентна видо-

измененной модели Р. Граммеля [7].  
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Эта модель реализуется в режиме авто-

регулирования при воздействии постоянного 

результирующего момента внешних сил, за-

данного относительно координатного тетра-

эдра инерции .)( reR Отсюда следует, что для 

данной системы уравнений возможно приме-

нение алгоритма редуцирования путем выде-

ления определяющего уравнения для одной из 

переменных vj4. Применим этот прием к си-

стеме уравнений (5), для которой коэффици-

енты ars удовлетворяют приведенным выше 

условиям совместности. При этом предпола-

гается, что для данной системы в общем слу-

чае не существуют алгебраические первые 

интегралы относительно компонент 

).3,2,1(4 jv j
 

Введем структурно-кинетические усло-

вия симметрии: 

,)2,1(, 44  rBBAA rr        (27) 

023 a                            (28) 

и применим естественно принимаемые огра-

ничения .)3,2,1(00  ja j  Равенства (27) 

определяют кинетическую симметрию тела 

относительно главной центральной оси инер-

ции ),( 34 ee  координатного тетраэдра инер-

ции R. В этом случае имеем a13 = 0 и третье 

уравнение системы (5) становится линейным, 

причем 

.
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,
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2

14

33
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24

23
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       (29) 

Поставим задачу: произвести редуци-

рование системы уравнений (5) путем сведе-

ния ее к определяющему уравнению относи-

тельно одной из компонент винта скорости 

сдвига тела при условиях (27), (28). 

Выражая из линейного уравнения (5) ве-

личину v14, согласно условию (28), получаем 

,)()( 43

24

33

34

03

1

23

14 avavaav      (30) 

где коэффициенты ar3  (r = 2, 3, 4) определя-

ются равенствами (29). 

В силу соотношения (30) и условий 

(27), (28) из системы уравнений (5) следует: 

 3424
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24

1

34 vvkvkv   
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34

4

24

3  kvkvk                (31)  

,),()( 3434243424 vvFvvfv          (32) 

где обозначено 
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(33) 

Рассматривая равенство (32) как урав-

нение относительно величины v24, получаем 

,),()( 34343424 vvvv               (34) 

где обозначено 



t

dvfv
0

3434 ,)(exp)(            (35) 




t

dvvvFvvv
0

341343424

0

3434 ,)(),(),(   

при этом ).0(2424

0 vv   

Из равенств (31), (33), (34), (35) имеем 

.0)(
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34

421

34





kkfk
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        (36) 

Равенство (36) является результирую-

щим интегро-дифференциальным уравнени-

ем, содержащим функции ,,,, Ff зави-

сящие от ., 3434 vv  Уравнение (36) может вы-

рождаться в определяющее дифференциаль-

ное уравнение относительно функции v34. Это 

возможно, в частности, при значениях 

.0)(,0 32234303124222  aaaaaaa  

4. Приведение к линейной  

динамической системе 

Рассмотрим пример вырождения систе-

мы уравнений (5) в линейную систему. Вве-

дем структурно-кинетические условия: 

,)3,2,1(, 44  jBBAA jj     (37) 

к которым присоединим ограничения 

.02314                         (38) 

Условия (37) выражают кинетическую 

симметрию тела относительно его центра 
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инерции, а ограничения (38) − перекрестную 

стабилизацию данных компонент гироскопи-

ческого винта, действующего на тело. В силу 

условий (37), (38) имеем 03332  aa  и из 

системы уравнений (5) получаем 

,14214 Lvv                     (39) 

где обозначено 

,4

2 kn   

.)()( 443

1

2342

1

22 kaanaaL    

Здесь )3,2,1;4,...,1(  jiaij  − инерцион-

но-кинетические коэффициенты, определяе-

мые равенствами (6), (7). 

Обозначим 
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Если выполняется условие 

,0)()( 43

1

321

1

2   UUnUUn           (40) 

то уравнение (39) определяет движение про-

екции фазовой точки на координатную ось 1–

4 как гармонического осциллятора с соб-

ственной частотой Ω, находящегося под воз-

действием постоянной моментно-силовой 

нагрузки L. В случае, при котором имеет ме-

сто условие (40) с противоположным знаком, 

уравнение (39) при L = 0 соответствует дви-

жению проекции фазовой точки по той же ко-

ординатной оси, происходящему под воздей-

ствием гипотетической силы отталкивания, 

линейно зависящей от величины отклонения 

этой точки. 

Полагая решение уравнения (39) из-

вестным, выражения для компонент 
3424, vv  

определяются из уравнений системы 

,)3,2(04

14

2

4

0  ravava rr

r

r
  

которая следует из системы (5) при условиях 

(37), (38). 

Данный пример показывает, что движе-

ние твердого тела в пространстве L3 под воз-

действием заданной моментно-силовой 

нагрузки относительно его центра инерции 

при условиях (37), (38) в определенном смыс-

ле можно сопоставить с движением гармони-

ческого осциллятора в фазовом пространстве. 

5. Приведение интегралов 

динамической системы 

В работе [5] показано, что для ОДС (2) 

при движении тела по инерции, когда компо-

ненты результирующего винта внешних сил 

,);3,2,1,,(0,04 srsrjnm rsj    

существуют алгебраические интегралы 
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21414

14 hA    

.)()( 2

14
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14

14
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142 hAvBI     

В равенствах (41) величины 21,, III яв-

ляются интегралами энергии и кинетического 

винта, соответственно. При этом величина I2 

представляет собой аналог классического ин-

теграла Э. Нетер [5], существующего для 

уравнений движения тела в евклидовом про-

странстве. Символ (1, 2, 3), находящийся под 

знаком суммы, обозначает суммирование по 

всем величинам, получаемым циклической 

перестановкой данных числовых индексов, 

содержащихся в этих величинах. 

Применим к интегралам (41) преобразо-

вание (3), предварительно полагая 

,);3,2,1,,(0

,)3,2,1(0,0

4

44

srsrj

jnABm

rsj

jjjj






(42) 

и приведем геометрическую интерпретацию 

преобразованных интегралов. 

Обозначим: 

2

114

2

141

2

114141 )()(, nABNnABK   

.)3,2,1(                           (43) 

Преобразованные алгебраические инте-

гралы (41) при условиях (42) в обозначениях 

(43) имеют вид 
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Уравнение (44) в пространстве квазико-

ординат 
4jv является каноническим уравне-

нием преобразованного эллипсоида кинетиче-

ской энергии сдвига с длинами полуосей, рав-

ными .)0;3,2,1()( 2
1




hjhK j  Здесь каж-

дому фиксированному значению параметра h 

соответствует единственный определенный 

уровень энергии сдвига. 

Равенство (45) представляет в v-про-

странстве уравнение поверхности второго по-

рядка, характеризующей согласно условиям 

(42) модуль преобразованного кинетического 

винта сдвига тела. Если характерная величина 

Nj h1 > 0, то эта поверхность является эллип-

соидом с длинами полуосей 

.)3,2,1()( 1

1   jhNp jj  

Соотношение (46) истолковывается как 

уравнение проекции преобразованного кине-

тического винта сдвига тела на некоторую 

ось, связанную с осью этого винта. 

Линейная связка преобразованных ин-

тегралов (44)−(46) в координатном v-прост-

ранстве определяет область изменения вели-

чин компонент ,4jv  соответствующую дан-

ному набору фиксированных значений пара-

метров h, h1, h2. 

Аналогичное истолкование интегралов 

возможно и в общем случае, вне ограничений 

(42), но оно обладало бы меньшей наглядно-

стью по сравнению с интерпретацией в слу-

чае, определяемом этими ограничениями. 

Заключение 

Установлена принципиальная возмож-

ность приведения исходной динамической си-

стемы шестого порядка к нелинейной системе 

третьего порядка. Исходная система как глад-

кое аналитическое многообразие описывает 

движение твердого тела относительно центра 

инерции в гиперболическом пространстве по-

стоянной отрицательной кривизны. Это при-

ведение реализовано при выполнении ряда 

параметрических ограничений, условий сов-

местности и выполнено с точностью до функ-

ций, зависящих от некоторого произвольного 

независимого параметра. 

Приведение системы уравнений с ис-

пользованием преобразования вида (3) ранее 

применялось в работе [8] при решении задачи 

о движении относительно неподвижной точки 

гиростата в центральном гравитационном по-

ле евклидова пространства R3.  

В этой работе примененное преобразо-

вание позволило произвести интегрирование 

преобразованной системы уравнений движе-

ния в квадратурах. 

Для приведенной динамической систе-

мы в случае осевой структурно-кинетической 

симметрии тела произведено ее редуцирова-

ние к интегро-дифференциальному уравне-

нию для одной из компонент винта скорости 

сдвига тела. Этот прием способствует нахож-

дению точных частных решений системы в 

замкнутой конечной форме (без применения 

разложений функций в ряды и приближенных 

методов). Как было отмечено: "Для построе-

ния точных решений классической задачи о 

движении тела, имеющего неподвижную точ-

ку, сведение этой задачи к одному уравнению 

имеет принципиальное значение" [9]. Дей-

ственность этого положения подтверждается 

практикой исследований при решении задач 

классической динамики твердого тела. 

Преобразование вида (3) в частном слу-

чае, для которого все mj = 0, было применено 

в работе [10], где рассматривалась задача, 

аналогичная приведенной в настоящей статье. 
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