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Аннотация. Одним из вариантов устранения концентрации напряжений в окрестности вершин по-

верхностных трещин (V-образных надрезов) является заполнение полости трещин материалом. Эф-

фективность данного варианта зависит от угла раскрытия трещин, свойств материала с трещиной и 

заполняющего материала, адгезионной прочности между основным и заполняющим материалами. 

При рассмотрении задачи о трещине с заполняющим материалом в рамках теории упругости, реше-

ния содержат сингулярное поведение напряжений в окрестностях вершин трещин. Из анализа по-

лученных решений следует, что при определенной комбинации углов V-образных надрезов и 

свойств материалов отсутствуют сингулярные решения, что является наиболее оптимальным вари-

антом для устранения концентрации напряжений. Кроме этого, показано, что при наличии сингу-

лярных решений уровень концентрации напряжений зависит от характера сингулярности напряже-

ний. Вместе с тем эти результаты, как правило, имеют качественный характер. В настоящей работе, 

опираясь на теоретические результаты, приводятся экспериментальные результаты, дающие коли-

чественное представление об уровне концентрации напряжений в образцах с V-образным надрезом, 

заполненным материалом, при разных глубинах и углах надрезов и различных механических харак-

теристиках заполняющих материалов. 
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Abstract. One of the ways to eliminate the stress concentration in the vicinity of tips of surface cracks (V-

shaped notches) is to fill the crack cavity with material. The effectiveness of this variant depends on the 

crack opening angle, the properties of the original and filler materials, and the strength of adhesion between 

the filler and basic materials. The solutions to the problem of a crack with a filling material obtained in the 

framework of the theory of elasticity revealed a singular behavior of stresses in the vicinity of crack tips. 

The analysis of the solutions obtained demonstrate that at a certain combination of V-notch angles and 

material properties there are no singular solutions, which is the best option for eliminating stress concen-

tration. In addition, it is shown that in case of singular solutions, the level of stress concentration depends 

on the nature of the stress singularity. It should be noted however that these results are of a qualitative 

nature. In this paper, based on theoretical results, we present the results of experimental study, which give 

a quantitative estimate of the level of stress concentration in the samples with a V-shaped notch filled with 

material at different values of the notch depth and notch angles and various mechanical characteristics of 

filling materials. 
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Введение 

В задачах теории упругости вершины 

V-образных надрезов относят к особым точ-

кам, а их окрестности, как правило, являются 

зонами сильной концентрации напряжений. В 

общем случае характер поведения напряже-

ний в окрестности особых точек определя-

ется: видом нагружения, геометрией тела 

вблизи особой точки (углы раствора между 

касательными из особой точки), механиче-

скими характеристиками материала в окрест-

ности особой точки (модули упругости, коэф-

фициенты Пуассона). Именно эти показатели 

определили направление экспериментальных 

и численных работ, связанное с поиском гео-

метрических и механических характеристик, 

обеспечивающих более низкий уровень кон-

центрации напряжений.  

Хорошим примером таких исследований 

является работа [1], где теоретически и экспе-

риментально было показано, что комбинации 

значений углов и механических свойств, соот-

ветствующие решениям без сингулярности 

напряжений, обеспечивают малонапряженное 

состояние вблизи вершины.  

Аналогичные по содержанию исследо-

вания приведены в работах [2–6]. В опреде-

ленной мере итог этим исследованиям подво-

дят работы [7–9], где было показано, что ми-

нимальный уровень концентрации напряже-

ний в окрестности особых точек имеет место 

при значениях геометрических параметров и 

упругих постоянных материалов, которые 

определяют границу между решениями с син-

гулярностью и без сингулярности напряже-

ний. Этот результат был использован в каче-

стве основы для методики поиска значений 

упругих постоянных материала прослойки и 

ее геометрии на краях поверхности контакта, 

обеспечивающих минимальный уровень кон-

центрации напряжений [10]. 

Одним из вариантов уменьшения 

уровня напряжений в окрестности V-образ-

ных надрезов является скругление вершины 

надреза (или использование U-надреза). Дру-

гим вариантом уменьшения уровня напряже-

ний в окрестности V-образных надрезов явля-

ется заполнение его полости материалом ("за-

лечивание"). Результаты анализа сингулярно-

сти напряжений являются полезными для по-

иска упругих постоянных заполняющего ма-
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териала, обеспечивающего наилучшее сниже-

ние уровня концентрации напряжений вблизи 

вершины V-образного надреза, полость кото-

рого заполнена этим материалом. В этом слу-

чае необходимо построить и исследовать син-

гулярные решения вблизи вершины соответ-

ствующего замкнутого составного клина.  

В работах [11–13] приведены общие ре-

шения и трансцендентные уравнения, позво-

ляющие определить собственные значения 

для составного клина. Примерами исследова-

ний, посвященных получению численных ре-

зультатов и их анализу для различных вариан-

тов составных замкнутых клиньев, могут слу-

жить работы [14–17].  

В работе [17] представлен сравнитель-

ный анализ численных результатов о показа-

телях сингулярности напряжений в составном 

замкнутом клине и однородном клине с гра-

нями, свободными от напряжений, при раз-

личных соотношениях углов раствора и моду-

лей упругости однородных частей составного 

клина, и при различных значениях коэффици-

ентов Пуассона.  

Одним из главных результатов работы 

[17] является установление аномального влия-

ния на характер сингулярности напряжений 

коэффициента Пуассона при приближении его 

значения к 0.5. А именно: исчезновение сингу-

лярности напряжений при симметричном (от-

носительно биссектрисы угла раствора) напря-

женном состоянии. Это послужило основой 

для устранения сингулярности напряжений в 

вершине V-образного надреза при заполнении 

его полости материалом с коэффициентом 

Пуассона, близким к 0.5. На численных моде-

лях продемонстрировано, что уровень концен-

трации напряжений может быть снижен при 

достаточно больших углах раскрытия и жест-

кости заполняющего слабосжимаемого мате-

риала на несколько порядков меньше жестко-

сти основного материала.  

В работе [18] продемонстрировано, что 

при заполнении надреза материалом, имею-

щим модуль упругости на три порядка ниже, 

чем у основного материала, повышение пре-

дельной нагрузки составляет 15 %. 

В настоящей работе приведены резуль-

таты серии экспериментов при разных глуби-

нах V-образного надреза и при заполнении 

материалами, имеющими модули упругости 

на один, два и на три порядка ниже, чем у ос-

новного материала.  

Наряду с экспериментом проведены 

численные расчеты, дающие представление о 

значениях механических характеристик мате-

риалов, при которых в вершине составного за-

мкнутого клина отсутствует сингулярность 

напряжений. Результаты численных расчетов 

дают теоретическое обоснование результатам 

экспериментов. 

1. Численные результаты для 

составного замкнутого клина 

Одно из направлений исследования по-

ведения напряжений в окрестности особых то-

чек связано с построением собственных реше-

ний для составного замкнутого клина. Соб-

ственные решения в каждой из подобластей 

1,2i   имеют вид [19]: 

 kki ki

r ru r


   ;      kki kiu r


    , (1) 

где ,  r   – полярные координаты с центром в 

вершине клина, 1,2,3,k  , k  – собственные 

значения, ,  ki ki

r    – собственные функции, 

,  ki ki

ru u  – перемещения в полярной системе ко-

ординат. Наличие в спектре собственных значе-

ний k  с Re 1k   будет определять  сингуляр-

ное поведение  напряжений в окрестности вер-

шины составного клина. 

Построение собственных решений изла-

гается в [11, 12], где также приводится транс-

цендентное уравнение для нахождения соб-

ственных значений: 

    
    

   

   

2 2 2 2

1 1

2 22 2 2

2 2

22 2 2 2

1 1

2 2 2

1 2 1

1 sin sin

1 sin sin

1 sin ( ) 2 sin

2 1 sin sin 1 sin ( ) 0.

p p

p p

p p

p p p

     

      

      


        


(2) 

Здесь: 1p   ; 1  – угол V-образного надреза; 

   

   
1 2

1 2

1 1

1 1

     
 

     
, 

   

   
1 2

1 2

1 1

1 1

     
 

     
 – 

комбинированные параметры упругих посто-

янных материалов (параметры Дандерса) [20], 

при этом 3 4i i     при плоско-деформиро-

ванном состоянии (ПДС),    3 1i i i     

при плоско-напряженном состоянии (ПНС); 

2 1 ,G G   где  2 1i i iG E  , ,i iG  – коэф-

фициенты Пуассона и модули сдвига, 1, 2i  .  
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Так как 1 2 2     , из соотношения 

(2) следует, что собственные значения зави-

сят только от величины одного из углов и ме-

ханических характеристик материалов 1,

2 ,  2 1 .G G  Для поиска собственных значе-

ний был использован алгоритм, основанный 

на применении метода Мюллера и принципа 

аргумента [21]. 

Полученные результаты демонстри-

руют, что зависимости собственных значений 

от угла 1  для различных коэффициентов 

Пуассона 1  существенно отличаются. При 

этом для симметричного относительно биссек-

трисы угла 1  напряженного состояния при 

слабосжимаемых заполняющих материалах 

имеются диапазоны значений 1 , 1,  при  кото-

рых сингулярность напряжений отсутствует. 

В табл. 1 приведены значения коэффи-

циентов Пуассона заполняющего материала 

1,  при которых для углов 10 15     при раз-

ных значениях коэффициента Пуассона ос-

новного материала 2  и различных отноше-

ниях модуля упругости основного материала 

к модулю уравнений заполняющего матери-

ала 2 1E E  будет отсутствовать сингулярность 

напряжения. 

В частности, для основного материала с 

коэффициентом Пуассона 2 0.3   при запол-

нении V-образного надреза материалом, мо-

дуль упругости которого на два порядка 

меньше, чем модуль упругости основного ма-

териала 2 1( 100),E E   сингулярные решения 

не возникают, если коэффициент Пуассона 1  

больше или равен 0.4983.  

2. Экспериментальное исследование 

Для оценки эффективности снижения 

концентрации напряжений вблизи V-образ-

ного надреза путем его заполнения другим 

материалом были проведены разрушающие 

испытания на растяжение. Критерием оценки 

является максимальная сила, предшествую-

щая разрушению образцов.  

Результаты получены для образцов с не-

заполненным V-образным надрезом и образ-

цов с V-образным надрезом, заполненным 

определенным материалом. Схема образцов 

представлена на рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Расчетная схема образцов 

из эбонита, размеры в мм 

На эффективность "залечивания" сильно 

влияет адгезионная прочность между материа-

лом образца и заполняющим материалом. По-

этому были проведены испытания по опреде-

лению адгезионной прочности между матери-

алами. Для интерпретации результатов для ма-

териалов, обладающих наибольшей адгезион-

ной прочностью экспериментально были опре-

делены модули упругости. 

Образцы были вырезаны из листового 

эбонита в масляной среде. V-образный надрез 

сформирован специально изготовленным рез-

цом с углом заточки 12.5° на фрезерном станке 

с ручным управлением. В качестве материалов 

для заполнения полости V-образного надреза 

были выбраны уретансодержащие материалы с 

коэффициентом Пуассона, близким к 0.5, изго-

товленные в лаборатории Института техниче-

ской химии УрО РАН: материал П480, П66, 

П45 и П9.  

Таблица 1. Пограничные значения коэффициента Пуассона 
1  

2  

2 1E E  
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.45 0.5 

10  0.4659  0.4701  0.4757  0.4825  0.4907  0.4952  0.4999 

100  0.4967  0.4971  0.4976  0.4983  0.4991  0.4996  0.4999 

1000  0.4996  0.4997  0.4997  0.4998  0.4999  0.4999  0.4999 
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Для получения этих материалов по мето-

дике, описанной в работе [22], были синтезиро-

ваны два олигодиизоцианата (П-10000 К и 

СКУ-ПФЛ-100). Для материала П480 исполь-

зовали олигодиизоцианат П-10000 К, а также 

смесь олигодивинилизопрендиола (ПДИ-1 К) с 

3,3'-дихлор-4,4'-диаминодифе-нилметана при 

мольном соотношении 0.4 к 0.6 в качестве от-

верждающей смеси. Для получения материа-

лов П66, П45 и П9 были использованы смеси 

олигодиизоцианата СКУ-ПФЛ-100 и эпоксид-

ной смолы ЭД-20 при массовом соотношении 

93 к 7 – для материала П65, 85 к 15 – для мате-

риала П45, и 78 к 22 – для материала П9. В ка-

честве отвердителя также использовали 3,3'-

дихлор-4,4'-диамино-дифенилметан. Перед за-

полнением материалами поверхность образцов 

из эбонита очищалась, обезжиривалась и высу-

шивалась. Время отверждения – 24 часа при 

температуре 23 °С и затем 48 часов при темпе-

ратуре 80 °С. 

Для определения модуля упругости мате-

риалов использовалось испытание на растяже-

ние. Модуль упругости определялся в соответ-

ствии с региональным стандартом ГОСТ 9550-

81 по формуле 

 2 1 0

0 2 1( )

F F l
E

A l l

 


  
,                     (3) 

где 2F  – нагрузка, соответствующая верхнему 

пределу относительного удлинения, 1F  – 

нагрузка, соответствующая нижнему пределу 

относительного удлинения, 0l  – база экстензо-

метра, 0A  – площадь начального поперечного 

сечения образца, 2l  – удлинение, соответ-

ствующее нагрузке 2F , 1l  – удлинение, соот-

ветствующее нагрузке 1F . Для испытания на 

растяжение взяты четыре образца из эбонита, 

длиной 200 мм и с размерами прямоугольного 

сечения 18×15 мм. Скорость нагружения со-

ставляла 1 мм/мин. В результате испытаний 

были получены следующие значения модуля 

упругости: для эбонита – 2121.9 86.5 МПа;  

для П480 – 4.4 0.2 МПа;  для П66 – 

32.3 0.8 МПа;  для П45 – 59.5 2.8 МПа;  для 

П9 – 235.3 8.9 МПа.  

Следует отметить, что модуль упругости 

материала П480 почти на три порядка ниже 

модуля упругости эбонита. 

Метод испытаний на адгезионную проч-

ность был основан на отрыве двух склеенных 

брусков длиной 100 мм из эбонита с прямо-

угольным сечением размерами 18 мм на 20 мм 

(рис. 2). Толщина наносимого слоя мини-

мальна. В качестве склеивающего материала 

использованы материалы П480, П66, П45 и П9. 

Результатом испытания является усилие от-

рыва, необходимое для нарушения адгезии. 

Прочность при отрыве рассчитывается 

по формуле 

F A ,                           (4) 

где F  – максимальная сила при отрыве, A  –

площадь образца. 

Все испытания проводились на универ-

сальной испытательной машине SHIMADZU се-

рии AGS-X. Для определения прочности при от-

рыве для каждого материала испытано по три об-

разца. Скорость нагружения составляла 

1 мм/мин. Обработка результатов измерений 

проведена в соответствии с ГОСТ Р 8.736-2011.  

 

Рис. 2. Испытание на определение ад-

гезионной прочности между эбони-

том и заполняющими материалами 

Среднее арифметическое значений: 

1

1 n

i

i

x x
n 

  ,                         (5) 

где ix  – i -й результат измерений, n  – число 

измерений. 

Среднее квадратическое отклонение: 

2

1

( )

1

n

i

i

x x

S
n









.                       (6) 
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Результаты испытаний показали следую-

щие значения прочности при отрыве σпр 

(МПа): для П480 – 1.7 0.7 МПа;  для П66 – 

5.9 3.2 МПа;  для П45 – 8.3 3.3 МПа;  для П9 – 

9.1 2.4 МПа.  

В частности, получено, что наибольшей 

адгезионной прочностью при отрыве от эбо-

нита обладает материал П9. 

Для определения влияния заполняющего 

материала на прочность образцов было вы-

брано испытание на растяжение. Для испыта-

ния были взяты образцы из эбонита в форме 

брусков, длиной 200 мм, имеющие одинако-

вую площадь наименьшего поперечного сече-

ния. Глубина V-образного надреза h  состав-

ляет 5 мм, 7.5 мм и 10 мм с углом раствора 

12.5° (рис. 3). Анализ снимков, сделанных с 

помощью микроскопа, позволил установить, 

что радиус скругления в вершине надреза со-

ставляет примерно 0.05 мм. 

Результатом испытаний являются значе-

ния силы F, при которых происходит разруше-

ние образцов. Эти значения приведены в табл. 

2. В табл. 3 приведены результаты увеличения 

силы, при которой происходит разрушение об-

разцов с надрезом, заполненным материалом, 

по отношению к образцам с полостью, не запол-

ненной материалом.  

Полученные результаты дают количе-

ственную оценку повышения прочности образ-

цов с V-образными надрезами при заполнении 

их полости материалами и влияния на конечный 

результат глубины полости и модулей упругости 

материала, заполняющего полость. 

 

Рис. 3. Образцы из эбонита с разной 

глубиной V-образного надреза: а) глубиной 

5 мм;  б) глубиной 7.5 мм;  в) глубиной 10 мм 

Таблица 2. Значения разрушающей силы F  

, ммh  Образец F, Н 

5.0 с V-образным надре-

зом, не заполненным 

материалом 

3481.8 ± 

190.5 

7.5 2650.4 ± 18.8 

10.0 1955.9 ± 59.1 

5.0 с V-образным надре-

зом, заполненным ма-

териалом П480 

3938.7 ± 52.7 

7.5 2937.6 ± 71.5 

10.0 2408.6 ± 38.6 

5.0 

с V-образным надре-

зом, заполненным ма-

териалом П66 

4751.3 ± 

103.0 

7.5 
3794.5 ± 

225.3 

10.0 
3159.8 ± 

132.4 

5.0 
с V-образным надре-

зом, заполненным ма-

териалом П45 

5312.2 ± 98.1 

7.5 4353.5 ± 75.6 

10.0 
3922.1 ± 

160.7 

5.0 с V-образным надре-

зом, заполненным ма-

териалом П9 

6237.5 ± 81.9 

7.5 4756.7 ± 62.2 

10.0 4169.1 ± 94.6 

Таблица 3. Увеличение разрушающей силы F 

при заполнении полости V-образного надреза 

материалом (в %) 

Глубина 

h, мм 
П480 П66 П45 П9 

 5.0  13  36  47  77 

 7.5  14  43  69  83 

 10.0  23  62  112  118 

Наибольшее увеличение предельной 

силы, при которой происходит разрушение, 

обеспечивает заполнение полости надреза мате-

риалом П9. Для отношения модулей упругости 

эбонита и материала П9, согласно данным из 

табл. 1, пограничное значение коэффициента 

Пуассона, заполняющего полость материала, не 

больше 0.4907. Для этой пары материалов имеет 

место самый большой диапазон значений коэф-

фициента Пуассона, заполняющего полость ма-

териала (от 0.4907 до 0.5), при которых сингу-

лярность напряжений в вершине не возникает. 

Значение коэффициента Пуассона материала П9 

располагается в этом диапазоне. Следует отме-

тить, что материал П9 имеет наибольшую (среди 

рассмотренных материалов) прочность адгези-

онной связи с эбонитом. 

Для всех рассмотренных материалов, запол-

няющих полость надреза, наблюдается следующая 

закономерность: с увеличением глубины надреза 

относительная разница предельных нагрузок уве-

личивается, то есть эффективность от заполнения 

полости материалом проявляется ярче. 

(а)

(б)

(б)

(а)
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Заключение 

Приведены экспериментальные резуль-

таты по разрушению образцов с поверхност-

ными трещинами разной глубины (V-образными 

надрезами) при заполнении полости трещин раз-

личными материалами. Полученные результаты 

позволяют наряду с известными численными 

оценками влияния на уровень концентрации 

напряжений в окрестности вершин поверхност-

ных трещин механических характеристик мате-

риалов, заполняющих трещины получить коли-

чественные представления о влиянии на проч-

ность образцов с поверхностными трещинами, 

размеров трещин и модулей упругости заполня-

ющих материалов. 
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