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Введение 

Различают два класса колебательных 

процессов – периодические и непериоди-

ческие. В теории и практике существенное 

значение имеет промежуточный класс – почти 

периодические колебания. 

Почти периодические колебания – это 

колебания, близкие к периодическим, которые 

слагаются из гармоник с несоизмеримыми 

периодами. Процесс, который состоит из суммы 

двух периодических колебаний с несоиз-

меримыми частотами, также является почти 

периодическим колебанием. 

Теория почти периодических коле-

баний начала развиваться в работах лат-

вийского математика П.Г. Боля, датского 

математика Х.А. Бора и др.  

П.Г. Боль заложил основы теории почти 

периодических функций и теории квази-

периодических функций, доказал теорему о 

разложимости квазипериодических функций в 

ряд Фурье и теорему о квазипериодической 

функции [1]. 

Научные работы Харальда Бора от-

носятся в основном к теории функций, он 

внес большой вклад в развитие теории почти 

периодических функций [2]. Именем 

Харальда Бора названы равномерные почти 

периодические функции. 

Фундаментальные результаты в теории 

периодических и почти периодических 

колебаний получены в работах Н.М. Крылова 

и Н.Н. Боголюбова [3], Ю.А. Митрополь-

ского, А.М. Самойленко, В.А. Плисса и др. 

[4–5]. 

Во многих задачах классической 

механики, небесной механики, робото-

техники и мехатроники встречаются про-

цессы, в которых зависимость от времени не 

является периодической, а выражается 

посредством тригонометрических сумм.  

В связи с этим возник интерес к иссле-

дованиям почти периодических решений 

дифференциальных уравнений и дифферен-

циальных уравнений с почти периоди-

ческими коэффициентами [6–12, 36]. 

В последние годы встал вопрос об 

изучении почти периодических функций в 

робототехнике [13–29], динамических систе-

мах [30, 33–35], теории устойчивости [10, 14–

18, 42–43], в частности, в системах управ-

ления космическими объектами [33–41].  

Верхняя оценка числа почти  

периодических решений 

Пусть правая часть уравнения  

),(= xtfx                             (1) 

есть непрерывная на 
2R  функция. 

Теорема 1. Если правая часть уравне-

ния (1) при каждом фиксированном t  есть 

возрастающая по x  функция, причем сущест-

вует момент *t  такой, что ),( * xtf  строго 

возрастает, то уравнение (1) может иметь не 

более одного почти периодического решения. 

Доказательство. Пусть выполнены 

условия теоремы, и пусть, напротив, урав-

нение (1) имеет два почти периодических 

решения ),( 1xt  и ),( 2xt , начинающихся 

при 0=t  в точках 1x  и 2x  соответственно. 

Учитывая почти периодичности решений, 

нетрудно показать, что решения ),( 1xt  и 

),( 2xt  не пересекаются, и, следовательно, не 

нарушая общности, можно считать, что при 

всех t   

).,(<),( 21 xtxt                       (2) 

Тогда, в силу монотонности функции f , при 

всех t  будет справедливо неравенство  

)),,(,()),(,( 21 xttfxttf            (3) 

а при *= tt , в силу строгого возрастания 

функции ),( * xtf  и ввиду неравенства (2), 

будет  

)).,(,(<)),(,( 2

**

1

** xttfxttf       (4) 

Не нарушая общности, можно считать, что 

0>*t . Выберем произвольное *> tT .  

Тогда  

0.>=))],(,()),(,([ 12
0

 dtxttfxttf
T

  (5) 

Действительно, в силу (3) 0 , а из 

непрерывности функции f  следует, что 

неравенство (4) выполняется в некоторой 

окрестности точки *t , откуда и следует 

справедливость нашего утверждения. 

Выберем произвольное )
2

1
(0,   .  

По предположению, функции ),( 1xt  и 

),( 2xt  почти периодические и, следова-

тельно, имеют общий  -почти период.  

 



Г. Г. Иванов, Г. В. Алфёров, В. С. Королёв 

24 

Отсюда, существует T'   такое, что  

  |),(| 11 xx'
     и      .|),(| 22   xx'

 

Тогда, с одной стороны, из (1), с учетом 

(3) и (5), имеем  

.))],(,()),(,([

))],(,()),(,([

=]),([]),([

12

12
0

1122



















dtxttfxttf

dtxttfxttf

xxxx

'

T

T

''

 

С другой стороны,  

.<2

|),(||),(|

]),([]),([

1122

1122











xxxx

xxxx

''

''

 

Полученное противоречие и доказывает, что 

уравнение (1) не может иметь двух различных 

почти периодических решений. 

Теорема 2. Если правая часть 

уравнения (1) при каждом фиксированном t  

есть выпуклая по x  функция, причем 

существует момент *t  такой, что ),( * xtf  

строго выпуклая, то уравнение (1) может 

иметь не более двух почти периодических 

решений. 

Доказательство. Пусть выполнены 

условия утверждения, и пусть, напротив, 

уравнение (1) имеет три почти периодических 

решения ),( ixt , 3,2,1=i , начинающихся в 

точках 1x , 2x , 3x  при 0=t . В 

рассматриваемой ситуации уравнение (1) 

обладает свойством существования и един-

ственности решений, и потому будем считать, 

что при всех t   

).,(<),(<),( 321 xtxtxt              (6) 

Выпишем два очевидных тождества, 

которые ввиду (6) имеют смысл при всех t :  

),(),(

)),(,()),(,(
=

),(),(

),(),(

23

23

23

23

xtxt

xttfxttf

xtxt

xtxt















 

и  

.
),(),(

)),(,()),(,(
=

),(),(

),(),(

12

12

12

12

xtxt

xttfxttf

xtxt

xtxt















 

Выберем произвольное *> tT , как отме-

чалось в доказательстве теоремы 1, можно 

считать, что 0>*t , и проинтегрируем эти 

равенства в пределах от 0  до T .  

Тогда получим два новых тождества:  

dt
xtxt

xttfxttf

xx

xTxT
TP

T

),(),(

)),(,()),(,(

=
),(),(

ln=)(

23

23

0

23

23

















 

и  

.
),(),(

)),(,()),(,(

=
),(),(

ln=)(

12

12

0

12

12

dt
xtxt

xttfxttf

xx

xTxT
TQ

T

















 

Вычитая из первого равенства второе, 

имеем  

.])),(),((

))),(,()),(,((

)),(),((

))),(,()),(,([(

=)()(

1

12

12

1

23

23
0

dtxtxt

xttfxttf

xtxt

xttfxttf

TQTP

T

























    (7) 

Представим решение ),( 2xt  в виде:  

).,())((1),()(=),( 312 xttxttxt    (8) 

В силу (6) очевидно, что при всех t  

(0,1) . Подставляя в (7) представление (8), 

получим  

).(=

))],(),())(()(1([

))],())((1),()(,(

)),(,())((1

)),(,()([

=)()(

1

13

31

3

1
0

TG

dtxtxttt

xttxtttf

xttft

xttft

TQTP

T





















(9) 

Нетрудно проверить, что  

0,>=)( TG  

а из определения функции G  и из 

выпуклости по x  функции f  следует, что 

для любого 0>'T  будет  

),()(=)( '' TGTGTTG   

причем 0)( 'TG . 

Вернемся снова к функциям P  и Q . 

Непосредственно из их определения видно, 

что они почти периодические и что  

0.=(0)=(0) QP  
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Выберем произвольное )
2

1
(0,    и 

T'   такое, что  

,|<)(| 'P
  

.|<)(|  'Q  

Существование такого '  следует из 

существования у функций P  и Q  общего  -

почти периода. Тогда для выбранного '  из 

(9) с учетом указанных выше свойств 

функции G  имеем  

.)()(=)(

=)()(|=)()(|









TGTGG

QPQP

''

''''

 

С другой стороны,  

.<2|)(||)(||)()(|   '''' QPQP  

Полученное противоречие и доказывает 

справедливость утверждения теоремы. 

Теперь следующим шагом является 

доказательство утверждения аналогичного 

теореме 3 [36].  

В дальнейшем будем считать, что 

правая часть уравнения  

),(= xtfx                         (10) 

является непрерывной на 
2R  функцией, 

имеющей непрерывную на 
2R  производную 

по x  ),( xtf '
 выпуклую по x  при каждом 

фиксированном t , причем существует момент 
*t  такой, что ),( * xtf '

 строго выпукла по x . 

Как и выше решение уравнения (10), 

начинающееся при 0=t  в точке x , будем 

обозначать через ),( xt , и положим  

.),(,(=),(ln=),(
0

 dxfxtxt '
t

'

  

Теорема 3. Уравнение (10) не может 

иметь более трех почти периодических 

решений. 

Доказательство. Пусть уравнение (10) 

имеет четыре почти периодических решения 

),( ixt , 4,3,2,1=i . Тогда рассмотрим три 

последовательности }{ j

nz ,  

1,2,3.=|,),(|max=
]

1
,[

jxxz n

j
x

j
xx

j

n 




  

Они ограничены и, следовательно, не 

нарушая общности, их можно считать 

сходящимися. Положим  

1,2,3.=,=lim jzz jj

n
n 

 

Покажем, что для любого 1,2,3=j  

0jz . Пусть, например, 0=1z . Тогда 

выберем произвольный интервал 

),(],[ 2121 xxyy  . В силу функции ),( 1yt'  и 

),( 2yt'  ограничены, откуда, на основании 

утверждения 4, заключаем, что совокупность 

функций ),( xt , ],[ 21 yyx , является равно-

мерно ограниченной и равностепенно непре-

рывной по x . Далее, последовательность 

функций )},({ xn

'  , ],[ 21 yyx , также 

является равномерно ограниченной и равно-

степенно непрерывной по x . Учитывая 

сказанное, последовательности функций 

)},({ xn  и )},({ xn

'  , без нарушения 

общности, можно считать равномерно сходя-

щимися к непрерывным функциям )(x  и 

)(x'  соответственно. 

Из предположения о том, что 0=1z , 

следует, что на ],[ 21 yy   

,=)( xx  

и значит  

1.=)(x'  

Из последнего тождества получаем, что на 

),(),(],[ 412121 xxxxyy    

0.)( x  

Но это невозможно, так как, в силу 

утверждения 9, )(x  строго выпукла на 

любом замкнутом интервале, принадле-

жащем ),( 41 xx .  

Полученное противоречие и показы-

вает, что 
1z  не может быть равной нулю. Для 

остальных двух интервалов рассуждения 

аналогичные. 

Из доказанного факта, что 0>jz , 

1,2,3=j , следует существование такого 

0> , что для всех 1,2,3=j : 

.>jz  

Выберем N  столь большим, чтобы для 

всех Nn >  и всех 1,2,3=j  и 4,3,2,1=i  

выполнялись следующие соотношения:  

.>,
2

1
|<),(|,

2

1
> *txxz niin

j

n  

Зафиксируем произвольное Nn > .  
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Тогда, в силу выбора N , функция 

|),(| xxn   

на каждом из интервалов ],[ 1jj xx , 1,2,3=j , 

достигает своего максимума в некоторой 

внутренней точке этого интервала. 

Следовательно, в каждом интервале ),( 1jj xx

, 1,2,3=j , существует точка jy  такая, что  

1.=),( jn

' y  

Откуда, учитывая, что  

),,(ln=),( xtxt '  

получим  

1,2,3.=0,=),( jy jn  

Итак, если уравнение (10) имеет четыре 

почти периодических решения, то для 

некоторого достаточно большого n  на 

),( 41 xx  существуют три различные точки jy , 

в каждой из которых  

0.=),( jn y  

Но при ],[ 41 xxx  и 
*> tn  функция 

),( xn  строго выпуклая и, следова-тельно, 

не может принимать в ],[ 41 xx  трех 

одинаковых значений.  

Полученное противоречие и показывает 

невозможность нашего предположения. 

Полученные здесь основные резуль-

таты запишем в единой форме, для чего 

введем обозначения, положив  

,),(=),(
0

1 dyytfxtf
x




 

),,(=),(0 xtfxtf  

),,(=),(1 xtfxtf '
 

где ),( xtf  – непрерывная по совокупности 

аргументов функция. 

Теорема 4. Если при некотором 

1,2,3=k  функция ),(2 xtf k
 непрерывна по 

совокупности аргументов и выпукла по x  

при каждом фиксированном t , причем 

существует такой момент 
*t , что ),( *2 xtf k

 

строго выпукла, то уравнение (1) может иметь 

не более k  почти периодических решений. 

Нижняя оценка числа почти 

периодических решений 

В предыдущих теоремах были найдены 

условия, позволяющие определить макси-

мально возможное число почти периоди-

ческих решений в дифференциальном урав-

нении первого порядка. Теперь мы исследуем 

вопрос сущест-вования у рассматриваемого 

уравнения почти периодических решений, что 

позволит определить минимально возможное 

число почти периодических решений у иссле-

дуемого дифференциального уравнения. 

Итак, рассмотрим дифференциальное 

уравнение первого порядка  

),,(= xtfx                        (11) 

где f  – непрерывная на 
2R  почти перио-

дическая по t  равномерно по x  на каждом 

компактном множестве функция и такая, что 

уравнение (11) обладает свойством сущест-

вования и единственности решений. 

При доказательстве наличия у 

уравнения (11) почти периодического реше-

ния будем использовать результат, получен-

ный в работе [36], который мы сформулируем 

в виде следующего утверждения. 

Лемма. Пусть правая часть уравнения 

(11) такова, что ),( xtf  убывает по ],[ bax  

при каждом фиксированном t . Тогда, если (11) 

имеет ограниченное решение )(t  такое, что 

],[}<0:)({ batt  , то оно имеет почти 

периодическое решение )(tx , область значений 

которого принадлежит интервалу ],[ ba . 

Замечание. Если в уравнении (11) 

сделать замену переменной, положив t= , 

то получим уравнение  

).,(= xf
d

dx



                  (12) 

Ясно, что если уравнение (11) имеет почти 

периодическое решение, то и уравнение (12) 

также имеет почти периодическое решение, и 

наоборот. Отсюда следует, что лемма остается в 

силе, если ),( xtf  возрастает по x  при каждом 

фиксированном t . 

Теорема 5. Если правая часть 

уравнения (11) есть функция, убывающая по 

x  при каждом фиксированном t , причем  

 


=),(lim xtf
x

 и  


=),(lim xtf
x

 

равномерно по t , то уравнение (11) имеет 

почти периодическое решение. 
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Доказательство. В силу предполо-

жения о том, что ),( xtf  при x  и 

),( xtf  при x  равномерно по t , 

найдутся постоянные 0>K  и 0>  такие, что 

при Kx <  будет ,),( xtf  а при Kx >  

будет ),( xtf  сразу для всех t .  

Тогда для Kx |>|  будет  

0.<)( 2

(11)

x
dt

d
 

Следовательно, решение уравнения (11), 

начинающееся в любой точке 0x , Kx || 0 , не 

может покинуть полосу ],[ KK .  

Таким образом, уравнение (11) имеет 

ограниченное решение, из чего, в силу леммы, 

заключаем, что (11) имеет хотя бы одно почти 

периодическое решение. 

Теорема 6. Пусть ),( xtf  убывает по x  

при каждом фиксированном t , и существует 

момент 
*t  такой, что ),( * xtf  строго убывает. 

Тогда, для того чтобы уравнение (11) имело 

единственное почти периодическое решение, 

необходимо и достаточно, чтобы оно имело 

хотя бы одно ограниченное решение. 

Доказательство. Необходимость 

условий теоремы очевидна, так как, если 

уравнение (11) имеет почти периодическое 

решение, то это решение и будет являться 

искомым ограниченным решением.  

Докажем достаточность. 

Если (11) имеет ограниченное решение, 

то в таком случае выполняются требования 

леммы, из которой следует, что уравнение 

(11) имеет почти перио-дическое решение. Но 

в силу теоремы 1 уравнение (11) при 

выполнении условий теоремы 6 не может 

иметь более одного почти периодического 

решения. Объединяя эти два утверждения, 

получаем, что уравнение (11) имеет при 

выполнении условий теоремы 6 единственное 

почти периодическое решение. 

Теорема 7. Пусть правая часть 

уравнения (11) такова, что уравнение  

0))(,( ttf   

имеет n  решений )(ti , 4,3,2,1=i , 

обладающих следующим свойством: для 

любого 0=k , 1,, n  в области  

)},(<<)(),,(:),{(= 1 txttxtD kkk    

где положено =0 ,  =1n , функция 

),( xtf  знакопостоянная, причем знак 

функции меняется при переходе в соседнюю 

область. Тогда, если  

1,,1,2,=

,=)(min<)(max= 11





nj

tt jj
t

j
t

j




 

и в каждой полосе  

ii x    

функция ),( xtf  является возрастающей или 

убывающей по x  при каждом фикси-

рованном t , то уравнение (11) имеет n  почти 

периодических решений. 

Доказательство. Прежде всего 

покажем, что если существуют ограниченные 

определенные на ),(   непрерывно 

дифференцируемые функции )(t  и )(t  

такие, что )()( tt    и  

),,(

),)((0))(,()(=))((





t

tGttfttG  
 

то уравнение (11) имеет ограниченное 

решение. 

Положим  

)(>)(),()](),([)(

),()(<)(),(=),(

ttxttttx

txttxtxtc






 

и рассмотрим уравнение  

)).,(,(),(= xtctfxtcxx             (13) 

Ясно, что (13) переходит в (11), если 

уравнение (11) имеет решение )(ty  такое, что 

при всех t   

).()()( ttyt    

Покажем, что такое решение существует. 

Пусть это не так. Тогда решение 

);0,( 0yty , начинающееся в произвольной 

точке (0)](0),[0 y , покидает с течением 

времени рассматриваемую область.  

Пусть, например, оно попадает в 

область )(<)( tty  . Чтобы могла реализо-

ваться такая возможность, обязательно 

должна существовать точка 
*t , в которой 

)(<)( ** tty   и )()( ** tty   . В этом случае 

из уравнения (13) будем иметь  

).()(=))(,()( ***** tytttfty        (14) 
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Но  

),()( ** tty    

а по условию  

),,(  tf  

следовательно,  

0.))(,()( ***  ttfty   

С другой стороны,  

0.>)()( ** tyt   

Таким образом, левая часть равенства 

(14) не превосходит нуля, а его правая часть 

строго больше нуля при 
*= tt . 

Полученное противоречие показывает, 

что решение );0,( 0yty  уравнения (13), 

начинающееся в точке (0)](0),[0 y , не 

может попасть в область )(<)( tty  .  

Аналогично доказывается, что это 

решение также не может попасть и в область 

)(>)( tty  . Следовательно, при 0t  будет 

иметь место оценка  

),()()( ttyt    

из которой, в силу предположения об ограни-

ченности функций   и  , следует сущест-

вование у уравнения (13), а значит и у 

уравнения (11), ограниченного решения. 

Подобным образом можно рассмат-

ривать ситуацию, когда  

).)((0))(( tGtG    

Теперь выберем произвольное 

ni ...,,2,1=  и, для определенности, будем 

считать, что в области 1iD   

0,),( xtf  

а в области iD   

0.),( xtf  

По условию теоремы  

1.,1,2,=,< 1  njjj   

Следовательно, для выбранного i  будет при 

ix    

0,))(( txG  

а при ix    

0.))(( txG  

Таким образом, выполняются все тре-

бования только что доказанного утверж-

дения, что позволяет сделать заключение о 

наличии у уравнения (11) ограниченного 

решения, располагающе-гося в полосе  

.ii x    

Но в этой полосе, по предположению, 

функция ),( xtf  является монотонной и 

почти периодической по t  равномерно по x , 

т.е. в полосе ii x    выполняются все 

требования леммы, в силу которой заклю-

чаем, что уравнение (11) имеет почти 

периодическое решение, расположенное в 

полосе .ii x    

Покажем, что в этой полосе не может 

существовать двух почти периодических 

решений. Пусть это не так.  

Обозначим одно почти периодическое 

решение через )(1 tx , а другое – через )(2 tx .  

Пусть, для определенности, (0)<(0) 21 xx . 

Разность )()( 21 txtx   представим в виде  

.))](,())(,([

(0)(0)=)()(

21
0

2121

 dxfxf

xxtxtx

t






 

В силу существования и единствен-

ности решений )(1 tx  и )(2 tx  никогда не 

пересекаются, и потому при всех t  будет  

).(<)( 21 txtx  

Ясно, что в полосе  

ii x    

функция ),( xtf  убывает по x  при каждом 

фиксированном t , следовательно, при всех t   

)).(,())(,( 21 txtftxtf   

Учитывая это, заключаем, что имеет 

место неравенство  

0.))](,())(,([

=(0)](0)[)]()([

21
0

2121





  dxfxf

xxtxtx

t     (15) 

Чтобы быть почти периодическим 

решением )(1 tx  из области, расположенной 

над кривой )(ti , обязательно должно перей-

ти в область, расположенную под кривой 

)(ti . Это значит, что существует момент 

0>'t  такой, что ).(<)(<)( 21

''

i

' txttx   Но по 

условию теоремы 0,=))(,( '

i

' ttf   и график 

функции )(ti  является границей областей 

перемены знака функции ),( xtf . 
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Следовательно, в точке 
't  должно 

выполняться неравенство  

)).(,(>))(,( 21

'''' txtftxtf  

Из этого неравенства, поскольку функция ),( xtf  

непрерывна, сразу следует, что в (15) при 
'tt   

имеет место знак строгого неравенства. 

Покажем, что это противоречит 

предположению о почти периодичности 

решений )(1 tx  и )(2 tx .  

Действительно, разность двух почти 

периодических функций есть функция почти 

периодическая. Выберем убывающую до нуля 

последовательность положительных чисел 

}{ l  и соответствующую ей последователь-

ность }{ l , где l  является l -почти перио-

дом функции )()( 21 txtx  . Без нарушения 

общности, последовательность }{ l  можно 

считать стремящейся к бесконечности при 

l . Выберем L  такое, что 
'

L t .  

Тогда для всех Ll >  будет  

0,>))](,())(,([

=(0)](0)[)]()([

21
0

2121











 dttxtftxtf

xxxx

l

ll

 

что противоречит выбору последователь-

ности }{ l . Полученное противоречие и 

доказывает, что в полосе  

ii x    

располагается только одно почти периоди-

ческое решение уравнения (11). Но таких 

полос n , по условию теоремы, из чего и 

заключаем, что уравнение (11) при выпол-

нении условий теоремы 7 имеет n  почти 

периодических решений. 

Устойчивость почти периодических 

решений 

Займемся теперь исследованием устой-

чивости решений уравнения (11). 

Теорема 8. Если правая часть 

уравнения (11) есть функция, убывающая по 

x  при каждом фиксированном t , то все 

решения этого уравнения являются равно-

мерно устойчивыми. 

Доказательство. Пусть )(tu  – 

произвольное решение уравнения (11).  

Положим .= uxy   Уравнение для y  

будет иметь вид:  

).,(=),(),(= ytgutfyutfy         (16) 

В качестве функции Ляпунова выберем 

функцию  

.
2

1
=)( 2yyv                     (17) 

Поскольку ),( xtf  убывает по x  при каждом 

фиксированном t , то производная функции 

(17) на решениях уравнения (16) будет 

удовлетворять неравенству  

0,),(=
(16)

ytyg
dt

dv
 

из которого следует равномерная устойчивость 

решения 0=y  уравнения (16), а значит и 

решения )(tu  уравнения (11). Учитывая, что в 

качестве )(tu  было выбрано произвольное 

решение уравнения (11), убеждаемся в 

справедливости утверждения утверждения. 

Заметим, из доказанной теоремы сразу 

следует, что в условиях теоремы 7 все n  

почти периодических решений уравнения (11) 

являются устойчивыми либо при t , 

либо при t . 

Обозначим через ),]([ xtfx  произ-

вольное производное число функции ),( xtf  

в точке x  при фиксированном t . 

Теорема 9. Если существует постоянная 

0>  такая, что для любого фиксированного 

t  и каждого производного числа ),]([ xtfx  

выполняется неравенство  

,),]([  xtfx  

то все решения уравнения (11) равномерно 

асимптотически устойчивы в целом. Если же 

дополнительно известно, что уравнение (11) 

имеет почти периодическое решение, то все 

решения уравнения (11) являются асимпто-

тически почти периодическими. 

Доказательство. Пусть )(tu  – произ-

вольное решение уравнения (11). Введем 

функцию y , положив .= uxy   Ясно, что 

если x  является решением уравнения (11), то 

y  будет решением уравнения (16). Найдем 

производную функции (17) на решениях 

уравнения (16).  

Нетрудно показать, что существуют 

производные числа, для которых имеет место 

соотношение:  

(0,1).

),,]([),(),(



 



  yutfyutfuytf yu
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Учитывая, что по условию утверждения  

,),]([    yutfyu  

получим следующую оценку:   

Из этого неравенства следует равно-

мерная асимптотическая устойчивость в 

целом решения 0=y  уравнения (16), а 

значит и решения )(tu  уравнения (11). 

Поскольку )(tu  – произвольное решение 

уравнения (11), то из этого следует, что все 

решения уравнения (11) являются асимпто-

тически устойчивыми в целом. 

Если же уравнение (11) имеет почти 

периодическое решение, то в силу его 

равномерной асимптотической устойчивости 

в целом и все решения уравнения (11) будут 

асимптотически почти периодическими. 

Теорема 10. Если функция ),( xtf  из 

правой части уравнения (11) убывает по x  

при каждом фиксированном t , и на каждом 

компакте  

0}>,||,||:),{( 1210 ddyduuuy   

при t   

  dufuyfysign
t

)],(),([)(
0

 

равномерно, то решение 0=y  уравнения (16) 

будет равномерно асимптотически устойчиво. 

Доказательство. Пусть )(tu  – произ-

вольное ограниченное решение уравнения 

(11). Положим  

uxy = . 

Из теоремы 8 следует, что решение 0=y  

уравнения (16) равномерно устойчиво, 

покажем, что все решения уравнения (16) 

стремятся к 0  при t . 

Пусть это не так. Тогда для некото-рого 

решения );0,( 0yty  уравнения (16) найдется 

0>d  такое, что  

.>);0,( 0 dyty  

Для определенности мы здесь 

предположили, что 0>0y . При доказа-

тельстве теоремы 8 мы показали, что имеет 

место неравенство  

0,yy  

из которого заключаем, что на решениях урав-

нения (16) || y  не возрастает. Следовательно, 

в рассматриваемом случае при 0t  будет 

.)( 0ytyd   

Положим .|)(|sup=0 tuu
t

 Из (16) имеем  

.
),(),(

=
0y

ytg

y

ytg

y

y



 

Отсюда, в силу условий теоремы, 

получаем  

0,=lim)(lim

),(

0
0

1/

0

 dyg

t

y

tt

eyty




  

что противоречит нашему предположению. 

Случай 0<0y  рассматривается ана-

логично. Таким образом, решение 0=y  

уравнения (16) является равномерно асимпто-

тически устойчивым. 

Заключение 

В работе представлено применение ме-

тода производных чисел [30, 31] в задачах 

оценки числа почти периодических решений 

дифференциальных уравнений первого по-

рядка. Найдены условия для определения 

верхней и нижней оценки количества почти 

периодических решений обыкновенных диф-

ференциальных уравнений первого опрядка. 

Исследованы вопросы существования и 

устойчивости этих решений. 
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