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Аннотация. Рассмотрена задача динамического проникания жесткого плоского ударника в не-

однородную преграду по нормали и под углом. В статье представлены математическая модель, 

дифференциальные уравнения и соответствующие задачи Коши. Алгоритм численного реше-

ния поставленной задачи реализован на языке Turbo Pascal в объектно-ориентированной среде 

компилятора Borland Delphi 7 c использованием необходимых для визуализации результатов 

графических средств и высокоточных численных методов. Верификация модели основана на 

аналитическом решении для задачи проникания по нормали. На основе численных экспери-

ментов получены рациональные характеристики двухслойной преграды минимального веса.   
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Abstract. The problem of dynamic penetration of a rigid flat striker into an inhomogeneous target along 

the normal and at an angle is considered. The article presents a mathematical model, differential equations 

and corresponding Cauchy problems. The algorithm for the numerical solution of the problem is imple-

mented in the Turbo Pascal language in the object-oriented environment of the Borland Delphi 7 compiler 

using graphical tools and high-precision numerical methods necessary for visualizing the results. Verifi-

cation of the model is based on an analytical solution for the problem of normal penetration. Based on 

numerical experiments, rational characteristics of a two-layer target of minimum weight are obtained. 
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Введение 

Вопросам ударного взаимодействия де-

формируемых тел посвящено большое коли-

чество работ. Существенное продвижение в 

изучении этой проблемы началось с 40–50-х 

гг. прошлого столетия. Развитие аппаратуры и 

методов наблюдения за быстропротекающими 

процессами, появление лабораторных балли-

стических установок способствовало повы-

шению эффективности экспериментальных 

исследований.  

Накопление большого количества 

опытных данных не только привело к уста-

новлению новых эмпирических зависимостей, 

но и ускорило теоретические исследования. 

Процессу проникания сопутствует ши-

рокий спектр явлений сложной физической 

природы, проявляющих себя на макроуровне 

в виде большого количества термомеханиче-

ских эффектов. Скорость удара, механические 

свойства, геометрия бойка и размеры плиты – 

все эти факторы могут значительно изменять 

картину процесса или конечный результат 

взаимодействия. Именно поэтому, как прави-

ло, экспериментальные и теоретические ис-

следования касаются весьма конкретных уз-

ких условий взаимодействия. 

Наряду с численными методами реше-

ния задач проникания в 2D- и 3D-постановках 

широко применяются и инженерные подходы, 

основанные на эмпирических соотношениях 

для удельной силы сопротивления преграды 

прониканию жесткого ударника [1, 2] – так 

называемые, модели локального взаимодей-

ствия (МЛВ). С помощью инженерного под-

хода решается большое количество приклад-

ных задач, в том числе задач оптимизации 

структуры защитной неоднородной пластины 

минимального веса [3–5].  

Решение задачи оптимизации для про-

стого случая нормального соударения осу-

ществляется путем применения принципа 

максимума Понтрягина [6] в аналитической 

форме.  

Динамическое проникание под углом опи-

сывается более сложной системой дифференци-

альных уравнений, что не позволяет сформули-

ровать результаты в аналитической форме. Тем 

не менее, с помощью численного решения ранее 

были получены некоторые интересные результа-

ты, в частности, при проникании ударника под 

углом в анизотропной преграде [7].  

В настоящей статье представлены ре-

зультаты численного моделирования динами-

ческого проникания плоского жесткого удар-

ника под углом в двухслойной металлической 

преграде. Получено рациональное соотноше-

ние слоев преграды минимального веса при 

некоторых заданных параметрах ударника.  

1. Постановка задачи 

Рассмотрим жесткий плоский ударник 

массой m с локальной системой координат 

O1XYZ в кончике ударника и осью Z, направ-

ленной вдоль его оси симметрии. Это может 

быть, например, прямоугольник с клиновид-

ной головной частью (рис. 1). Длина ударника 

h, огибающая ударника записывается в ло-

кальной системе координат в виде функции   

Y = f(Z), где Y – переменный поперечный раз-

мер ударника. 
 

 

Рис. 1. Схема проникания ударника в преграду 
 

Момент инерции ударника относитель-

но оси X равен J. Расстояние от центра тяже-
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сти С ударника до начала локальной системы 

координат 𝑂1 (кончика ударника) равно Lc. 

Глобальная система координат Oxyz 

связана с преградой (плитой), толщина пре-

грады w, начало координат расположено на 

поверхности плиты в точке начала взаимодей-

ствия кончика ударника с плитой.  

Начальный и текущий угол между осью 

ударника и нормалью к плите (осью z) 𝜑0 и 𝜑. 

Преграда может быть однородной, непрерыв-

но неоднородной или слоистой. 

В ходе проникания ударника локальная 

система координат О1YZ поворачивается относи-

тельно глобальной системы координат Oyz: 
𝑦 = 𝑍 sin 𝜑 + 𝑌 𝑐𝑜𝑠𝜑, 

        𝑧 = 𝑍 cos 𝜑 − 𝑌 𝑠𝑖𝑛𝜑.   (1.1) 

Нормальное сопротивление преграды 

прониканию p(x) является функцией квадрата 

скорости элементарной площадки dS поверх-

ности ударника, на которой определяется со-

противление [1, 2]: 

�̅�(𝑥) = �̅�(𝑥)[𝐻д(𝑥) + 𝑘𝜌(𝑥)𝑉2], (1.2) 

где Hд(x) – динамическая твердость (величи-

на, связанная с пределом текучести прегра-

ды); 𝜌(𝑥) – плотность преграды; k– коэффи-

циент формы, зависящий от угла между 

направлением скорости V и нормалью�̅�(𝑥)к 

элементарной площадке поверхности.   

При вычислении нормального сопро-

тивления необходимо учитывать, что элемен-

тарная площадка ударника взаимодействует с 

материалом преграды только в случае, если 

�̅� ∙ �̅� > 0.  

В противном случае, если �̅� ∙ �̅� ≤ 0, 

давление равно нулю, так как между площад-

кой ударника и материалом преграды образу-

ется зазор. 

Коэффициент формы k определяется 

как квадрат косинуса угла 𝛽 между вектором 

скорости и нормалью: 

𝑘 =
(�̅�∙�̅�)2

(�̅�)2 .                       (1.3) 

В процессе проникания ударника в пре-

граду будем рассматривать угол между его 

образующей и осью – 𝛼, тогда 𝛽 = 𝜋/2 − 𝛼. 

Если ударник имеет форму клина, то 

угол 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  

Если форма ударника более сложная, то 

угол 𝛼 будет зависеть от огибающей 𝑌 = 𝑓(𝑍) 

ударника, поэтому   𝑡𝑔𝛼 = 𝑓′(𝑍). 

Динамическая твердость 𝐻д(𝑥) и плот-

ность 𝜌(𝑥) преграды зависят от глобальной   

координаты x, отсчитываемой от поверхности 

преграды, поскольку плита может быть неод-

нородная, например слоистая.   

Касательное сопротивление τ(x) связа-

но с величиной предела текучести преграды 

τs(x) и, следовательно, также может зависеть 

от  координаты x, т.е. τ(x) = ksτs(x), где эм-

пирический коэффициент 𝑘𝑠 ≤ 1. 

Нормальное и касательное сопротивле-

ние действуют по всей поверхности ударника, 

погруженной в преграду АО1В (точки пересе-

чения с лицевой поверхностью А и В).  

Уравнения движения ударника в плос-

ком случае 

𝑚
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑡
= 𝐹𝑦,  𝑚

𝑑𝑣𝑧

𝑑𝑡
= 𝐹𝑧, 𝐽

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝑀,   (1.4) 

где m – масса ударника, J – момент инерции, 

𝑣𝑦, 𝑣𝑧 – проекции вектора скорости центра тя-

жести С ударника (рис. 1) на координатные оси 

Y, Z (скорость 𝑣 следует отличать от скорости V 

элементарной площадки), ω – угловая скорость 

ударника относительно центра тяжести. 

Правые части дифференциальных урав-

нений (1.4) представляют собой интегралы по 

поверхности ударника, внедренной в текущий 

момент t в материал преграды 

𝐹𝑦 = ∫ (𝑝𝑦(𝑥) + 𝜏𝑦(𝑥)) 𝑑𝑆 
𝑆В

 , 

𝐹𝑧 = ∫ (𝑝𝑧(𝑥) + 𝜏𝑧(𝑥))𝑑𝑆 
𝑆В

 ,        (1.5) 

𝑀 = ∫ (�̅�(𝑥) + 𝜏̅(𝑥))
𝑙
𝑙𝑐𝑑𝑆 

𝑆В
 , 

где (…)y, (…)z – проекции величин на коорди-

натные оси Y, Z; (…)l   – проекции величин на 

направление, перпендикулярное отрезку lc, 

соединяющему элементарную площадку с 

центром тяжести ударника. 

Будем считать, что все точки поверхно-

сти ударника взаимодействуют с преградой, 

никаких свободных зон от сопротивления p(x) 

и τ(x) здесь не образуется. 

Таким образом, задача проникания 

ударника через преграду представляет собой 

задачу Коши с известными начальными усло-

виями. Процесс решения задачи выполняется 

до тех пор, пока либо ударник остановится в 

преграде, т.е. его скорость 𝑣(𝑡𝑘) = 0, либо его 

головная часть не выйдет на тыльную сторону 

преграды. 

Рассмотрим частные случаи направле-

ния удара к поверхности преграды – по нор-

мали и под углом. В случае удара по нормали 

для ударника в форме клина можно провести 

верификацию постановки задачи путем срав-

нения численного и аналитического решений.  
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2. Проникание жесткого плоского 

ударника в полупространство при 

ударе по нормали 

Рассмотрим частный случай – жесткий 

плоский ударник массой m проникает по нор-

мали в преграду. Рассмотрим ударник в фор-

ме клина (рис. 2), а также в форме диска. Гео-

метрические и физические свойства преграды: 

толщина 𝑤 ; длина клина ℎ = ℎ0 + ℎ1; силы 

сопротивления (непрерывные или кусочно-

постоянные) – динамическая твердость 𝐻𝑑(𝑥), 

плотность 𝜌(𝑥), касательное сопротивление   

𝜏(𝑥). 
 

 

 

 

Рис. 2. Схема проникания плоского ударника  

в плиту по нормали 

 

Пусть 𝑣(𝑥) – скорость ударника,  

𝑝(𝑥) = 𝐻𝑑(𝑥) + 𝑐𝑜𝑠2𝛽 ∙ 𝜌(𝑥)𝑣2(𝑥) , 

𝜏(𝑥) = 𝑘𝑠𝜏𝑠(𝑥) 

– нормальное и касательное сопротивления на 

боковой поверхности на расстоянии x от по-

верхности преграды; 𝐿𝑘 – текущая глубина 

проникания; все точки ударника с локальной 

координатой Z взаимодействуют с преградой, 

никаких свободных зон от сопротивления p(x) 

и τ(x) не образуется. 

В этом случае три уравнения (1.4) дви-

жения ударника в преграде сводятся к одному 

(поступательное движение по вертикали) 
𝑚𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝐹𝑧 .                        (2.1) 

Дифференциальное уравнение (2.1) дополня-

ется уравнением для глубины проникания 

  
𝑑𝐿

𝑑𝑡
= 𝑣.   (2.2) 

В результате получаем задачу Коши с 

начальными условиями 

𝑡 = 𝑡0 = 0 ∶  𝑣 = 𝑉0 ,𝐿 = 0.       (2.3) 

Процесс решения задачи выполняется 

до тех пор, пока либо ударник остановится 

(скорость 𝑣(𝑡𝑘) = 0) в преграде, либо ударник 

полностью пройдет через преграду, т.е. 

например, для клина 𝐿(𝑡𝑘) ≥ 𝑤 + ℎ0 + ℎ1 . 

Сила сопротивления 𝐹𝑧 в преграде 

определяется как 

𝐹𝑧 = ∫ [𝑝𝑧(𝑥) + 𝜏𝑧(𝑥)]𝑑𝑆
𝑆В

=                           

= 2 ∫ [𝑝(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝛼 + 𝜏(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝛼]
𝑑𝑍

𝑐𝑜𝑠𝛼
=

𝐿1

𝐿0=0

 
   = 2 ∫ {[𝐻𝑑(𝑥) + 𝑠𝑖𝑛2𝛼 𝜌(𝑥)𝑣2(𝑥)]𝑡𝑔𝛼 +

𝐿1

𝐿0

                                                          +𝜏(𝑥) }𝑑𝑍.

  

(2.4)  

Если плоский ударник имеет форму 

клина с углом 𝛼, то огибающая ударника име-

ет вид (𝑍) = 𝑍𝑡𝑔𝛼, т.е. 𝑡𝑔𝛼 = 𝑓′(𝑍) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Если плоский ударник имеет форму 

диска, то уравнение огибающей ударника 

можно получить из уравнения окружности 

(𝑍 −
𝑑

2
)2 + (𝑓(𝑍) − 0)2 =

𝑑2

4
. 

В результате уравнение огибающей 

диска имеет вид 𝑓(𝑍) = √𝑑 ∙ 𝑍 − 𝑍2, а угол 

наклона, необходимый для вычисления дей-

ствующих сил, в уравнении (2.1) будет иметь 

вид 

𝑡𝑔𝛼 = 𝑓′(𝑍) = 0.5(𝑑 − 2𝑍)/√𝑑 ∙ 𝑍 − 𝑍2. 

Локальные пределы интегрирования 

определяются из соответствующих условий. 

Возможны следующие случаи:  

1) ударник не полностью внедрился в 

преграду, т.е. текущая глубина внедрения 

𝐿𝑘 < 𝐻0, или 𝐿𝑘 < 𝐻0 + 𝐻1 для клина и 𝐿𝑘 <
𝑑/2 для диска. В этом случае нижний локаль-

ный предел 𝐿0=0, верхний 𝐿1 = 𝐿𝑘, а глобаль-

ная координата 𝑥 = 𝐿𝑘 − 𝑍 при вычислении 

𝑝(𝑥),𝜏(𝑥); 

2) ударник полностью  внедрился  в  

преграду и в ней находится, т. е.  

𝐿𝑘 < 𝑤; 𝐿𝑘 > 𝐻0 + 𝐻1 для клина или 𝐿𝑘 > 𝑑 

для диска. 

В этом случае  нижний  локальный  

предел 𝐿0=0, а верхний 𝐿1 = 𝐻0 + 𝐻1 или 

𝐿1 = 𝑑/2 для диска, а глобальная координата 

𝑥 = 𝐿𝑘 − 𝑍; 

3) ударник прошел сквозь преграду  и 

частично вышел из преграды, т. е. 

𝐿𝑘 > 𝑤; и 𝐿𝑘 < 𝑤 + 𝐻0 + 𝐻1. 

В этом случае нижний  локальный пре-

дел 𝐿0 = 𝐿𝑘 − 𝑤 , верхний предел  𝐿1 = 𝐻0 + 𝐻1, 

а глобальная координата 𝑥 = 𝐿𝑘 − 𝑍. 

При вычислении интегралов свойства 

преграды, которая в общем случае может 

быть слоистой, учитываются естественным 

образом при проникании ударника из одного 

слоя в следующий слой. 
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3. Аналитическое решение проникания 

ударника по нормали в преграду 

Рассмотрим ударник в форме клина 

(рис. 1) и его проникание по нормали в пре-

граду с кусочно-однородными физико-

механическими свойствами.  

Построим аналитическое решение для 

скорости ударника как функции глубины 

проникания 𝑣(𝐿). 

3.1. Однослойная преграда 

Для простой однородной преграды 

толщиной h выражение (2.4) упрощается: 

𝐹𝑧 = 2 ∫ {[𝐻𝑑 + 𝑠𝑖𝑛2𝛼 ∙ 𝜌𝑣2]𝑡𝑔 ∝ +𝜏}𝑑𝑍 =
𝐿1

𝐿0=0

 

= 2{[𝐻𝑑 + 𝑠𝑖𝑛2𝛼 ∙ 𝜌𝑣2]𝑡𝑔 ∝ +𝜏}𝐿. (3.1) 

 

Для аналитического решения задачи 

Коши для уравнений (2.1) и (2.2) запишем 

уравнение движения ударника  в виде  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝐹𝑧

𝑚
= −(𝐴 + 𝐵𝑣2)𝐿,   (3.2) 

где 

𝐴 =
2(𝐻𝑑𝑡𝑔𝛼+𝑘𝑠𝜏)

𝑚
,       𝐵 =

2𝑠𝑖𝑛2𝛼 𝑡𝑔𝛼 𝜌

𝑚
.    (3.3) 

Ускорение в (3.2) представим в виде 

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= (

𝑑𝑣

𝑑𝐿
) (

𝑑𝐿

𝑑𝑡
) =

1

2

𝑑(𝑣2)

𝑑𝐿
= −(𝐴 + 𝐵𝑣2)𝐿.(3.4) 

Получили уравнение с разделяющимися 

переменными, которое можно записать в ви-

де, удобном для интегрирования в перемен-

ных υ, L: 
𝑑(𝑣2)

𝐴 +𝐵𝑣2 = −2𝐿𝑑𝐿 . (3.5) 

При интегрировании получим аналити-

ческое выражение связи между квадратом те-

кущей скорости и соответствующей глубиной 

проникания в однородную преграду: 

𝑣2(𝐿) = −
𝐴

𝐵
+ (

𝐴

𝐵
+ 𝑣0

2) 𝑒−𝐵𝐿2
 .          (3.6) 

Если ударник находится внутри прегра-

ды, то его скорость на выходе из преграды 

будет иметь вид 

𝑉ℎ
2 = 𝑣2(ℎ) = −

𝐴

𝐵
+ (

𝐴

𝐵
+ 𝑣0

2) 𝑒−𝐵ℎ2
.     (3.7) 

Если в (3.7) выражение для определения 

𝑉ℎ меньше нуля, то это означает – ударник 

остановится в преграде и нужно определить 

глубину проникания 𝐿к из соотношения (3.7) . 

В результате  

𝐿к = [
1

𝐵
ln (1 +

𝐵

𝐴
𝑣0

2)]1/2.  (3.8) 

Для контроля определим конечную скорость 

𝑉к  ударника в преграде (должно быть ~=0): 

𝑉𝑘
2 = 𝑣2(𝐿𝑘) = −

𝐴

𝐵
+ (

𝐴

𝐵
+ 𝑣0

2) 𝑒−𝐵∙𝐿𝑘
2
.       (3.9) 

Для случая проникания ударника по 

нормали в однородную преграду,  сравнение 

скорости ударника 𝑣(𝐿) в численном решении 

задачи (2.1)–(2.3) с аналитическим решением 

(3.6) показало их совпадение. Это следует из 

графиков 𝑣(𝐿), 𝑉𝑘.  

Анализ графика невязки 𝛿(𝐿) = 𝑣(𝐿) − 𝑉𝑘 

показал, что даже в однородной преграде в 

момент времени, когда скорость ударника 

стремится к нулю (~10–20 м/сек), в преграде 

возникает некоторая особая точка, в окрест-

ности которой невязка 𝛿(𝐿) между численным 

и аналитическим решениями растет скачком.   

3.2. Двуслойная преграда 

Пусть преграда многослойная и каждый 

слой обладает однородными своими физиче-

скими свойствами (толщина ℎ𝑖, динамическая 

твердость 𝐻𝑑𝑖, плотность  𝜌𝑖,  касательное  со-

противление 𝜏𝑖), то в уравнении движения 

ударника (2.1) величина силы сопротивления  

𝐹𝑧 = ∑ 𝐹𝑧𝑖
𝑘
1  при проникании в очередной k-й 

слой преграды будет меняться, а потому мож-

но ввести обозначения – для i-го слоя: 

𝐹𝑧𝑖 = ∫ {[𝐻𝑑𝑖 + 𝑠𝑖𝑛2𝛼 ∙ 𝜌𝑖𝑣2]𝑡𝑔 ∝ +𝜏𝑖}𝑑𝑍
𝐿𝑖

𝐿𝑖−1

= 

= 2{[𝐻𝑑𝑖 + 𝑠𝑖𝑛2𝛼 ∙ 𝜌𝑖𝑣2]𝑡𝑔 ∝ +𝜏𝑖}(𝐿𝑖 − 𝐿𝑖−1)  .
        (3.10) 

Для текущего k-слоя проникания удар-

ника сила сопротивления:  

𝐹𝑧𝑘 = ∫ {[𝐻𝑑𝑘 + 𝑠𝑖𝑛2𝛼 ∙ 𝜌𝑘𝑣2]𝑡𝑔 ∝ +𝜏𝑘}𝑑𝑍
𝐿

𝐿𝑘−1

= 

    = 2{[𝐻𝑑𝑘 + 𝑠𝑖𝑛2𝛼 ∙ 𝜌𝑘𝑣2]𝑡𝑔 ∝ +𝜏𝑘}(𝐿 − 𝐿𝑘−1)  .
            (3.11) 

Пусть преграда состоит из двух слоев, а 

ударник вошел во второй слой, т.е. текущая 

глубина проникания L>h1. В этом случае 

уравнение проникания во 2-й слой имеет вид 
1

2

𝑑(𝑣2)

𝑑𝐿
= −(𝐴1 + 𝐵1𝑣2)ℎ1 − (𝐴2 + 𝐵2𝑣2)(𝐿 − ℎ1),      

      (3.12) 

где 

𝐴1 =
2(𝐻𝑑1𝑡𝑔𝛼+𝑘𝑠1𝜏1)

𝑚
  ,    𝐵1 =

2𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑡𝑔𝛼𝜌1

𝑚
 . 
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Итак, нужно решить уравнение (3.12) с 

начальным условием  

𝑣2(ℎ1) = −
𝐴1

𝐵1
+ (

𝐴1

𝐵1
+ 𝑣0

2) 𝑒−𝐵1ℎ1
2
, (3.13) 

где  

h1 – толщина лицевого слоя при условии, что 

𝑣2(ℎ1) > 0. 

Уравнение (3.12) запишем в виде: 

1

2

𝑑(𝑣2)

𝑑𝐿
= −[(𝐵1 − 𝐵2)ℎ1 + 𝐵2𝐿)]𝑣2 −

              −[ (𝐴1 − 𝐴2)ℎ1 + 𝐴2𝐿] =

     =  (𝑎 + 𝑏𝐿)𝑣2 + (𝑐 + 𝑑𝐿),

   (3.14) 

где 

𝑎 = −(𝐵1 − 𝐵2)ℎ1 ,   𝑏 = −𝐵2 , 
𝑐 = −(𝐴1 − 𝐴2)ℎ1,   𝑑 = −𝐴2.        (3.15) 

Получили линейное неоднородное 

дифференциальное уравнение: 

1

2

𝑑(𝑣2)

𝑑𝐿
= (𝑎 + 𝑏 ∙ 𝐿)𝑣2 + (𝑐 + 𝑑 ∙ 𝐿).   (3.16) 

Рассмотрим классический метод реше-

ния дифференциальных уравнений – метод 

вариации постоянных. 

Представим (3.16) в виде  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝(𝑥)𝑦 + 𝑞(𝑥),              (3.17) 

где 

 𝑝(𝑥) = 2(𝑎 + 𝑏 ∙ 𝑥),  

𝑞(𝑥) = 2(𝑐 + 𝑑 ∙ 𝑥), 𝑥 ≡ 𝐿,   𝑦 ≡ 𝑣2. (3.18) 

Решение ищем в виде 

𝑦 = 𝐶(𝑥)𝑒
− ∫ 𝑝(𝑠)𝑑𝑠

𝑥

𝑥0 . 

Применив метод вариации постоянных, 

получим 

𝑦 = 𝑦0𝑒
∫ 𝑝(𝜉)𝑑𝜉

𝑥

𝑥0 + ∫ 𝑞(𝑠)𝑒∫ 𝑝(𝜉)𝑑𝜉
𝑥

𝑠
𝑥

𝑥0
𝑑𝑠. (3.19) 

В соответствии с (3.18) аналитическое 

решение задачи Коши для уравнения (3.17) 

имеет вид 

𝑦 = 𝑦0𝑒2[𝑎(𝑥−𝑥0)+0,5𝑏(𝑥2−𝑥0
2)] + 

+ ∫ 2(𝑐 + 𝑑 ∙ 𝑠)𝑒2[𝑎(𝑥−𝑠)+0,5𝑏(𝑥2−𝑠2)]𝑑𝑠
𝑥

𝑥0
.    

(3.20) 

Полученное решение имеет численно-

аналитическое представление, так как инте-

грал вычисляется численно. 

Начальными условиями являются зна-

чения текущей глубины и скорости при выхо-

де острия клина на границу слоев:  

x0 = h1,     y0 = v2(h1). 

Запишем полученное решение в обозна-

чениях проникания в двухслойную преграду: 

𝑣2(𝐿) = 𝑣2(ℎ1)𝑒2[𝑎(𝐿−ℎ1)+
𝑏

2
(𝐿2−ℎ1

2)] + 

+ ∫ 2(𝑐 + 𝑑 ∙ 𝑠)𝑒
2[𝑎(𝐿−𝑠)+

𝑏

2
(𝐿2−𝑠2)]

𝑑𝑠
𝐿

ℎ1
  .  

           (3.21) 

Результаты численного эксперимента 

показали, что для случая проникания ударни-

ка по нормали в двуслойную преграду невязка 

между численным и аналитическим решением 

мала, но может увеличиваться при остановке 

ударника. 

4. Проникание жесткого плоского  

ударника в преграду при ударе  

под углом 

Рассмотрим схему проникания плоского 

заостренного ударника (с произвольной обра-

зующей f(Z) в локальной системе координат 

О1YZ) под углом 𝜑0 к поверхности преграды 

(рис. 3).  

Текущий угол поворота 𝜑 ударника – 

это угол между осью симметрии ударника и 

нормалью к преграде.  

 

 

Рис. 3. Схема проникания ударника  

в плиту под углом φ 

В этом случае уравнения движения (1.4) 

ударника в преграде сводятся к двум уравне-

ниям (поступательное движение под углом к 

преграде) 

𝑚𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝐹 ,   𝐽

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝑀 .           (4.1) 

 

Здесь 𝑣, F – скорость и сила ударника 

вдоль оси; 𝐽, 𝑀, 𝜔 – момент инерции  ударника 

относительно центра тяжести, момент сил со-

противления и скорость изменения угла 

наклона. 
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Дифференциальные уравнения (4.1) до-

полняются уравнениями для глубины прони-

кания и угла наклона φ: 

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= 𝑣 cos 𝜑 ,    

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝜔 .           (4.2) 

В результате получаем задачу Коши с   

начальными условиями:  

𝑡 = 𝑡0 ∶   𝑣 = 𝑉0 , 𝐿 = 0,  𝜑 = 𝜑0, 𝜔 = 𝜔0. (4.3) 

Сила сопротивления 𝐹 и момент 𝑀 от 

элементарных сил сопротивления 𝜏(𝑥) и 𝑝(𝑥) 

складываются из соответствующих сил и мо-

ментов вдоль левой образующей 𝑂1𝐴1 и пра-

вой образующей 𝑂1𝐵1 (соответственно верх-

няя и нижняя  часть ударника): 

𝐹 = 𝐹𝑙𝑒𝑓𝑡 + 𝐹𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡, 𝑀 = 𝑀𝑙𝑒𝑓𝑡 + 𝑀𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡.     (4.4) 

𝐹𝑙𝑒𝑓𝑡 = ∫ [𝑝(𝑥) ∙ 𝑡𝑔𝛼 + 𝜏(𝑥)]𝑑𝑍,
𝑂1𝐴1

𝐿0

𝐹𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 = ∫ [𝑝(𝑥) ∙ 𝑡𝑔𝛼 + 𝜏(𝑥)]𝑑𝑍.
𝑂1𝐵1

𝐿0

          (4.5) 

𝑀𝑙𝑒𝑓𝑡 = ∫ [𝑑𝑀𝑙𝑒𝑓𝑡(𝑝(𝑥)) + 𝑑𝑀𝑙𝑒𝑓𝑡(𝜏(𝑥))]𝑑𝑍
𝑂1𝐴1

𝐿0
,

𝑀𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 = ∫ [𝑑𝑀𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑝(𝑥)) + 𝑑𝑀𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝜏(𝑥))]𝑑𝑍.
𝑂1𝐵1

𝐿0

                 (4.6) 

При вычислении подворачивающего 

момента от касательного усилия 𝜏(𝑥) и нор-

мального усилия 𝑝(𝑥), для каждой точки, ле-

жащей на левой и правой образующих удар-

ника, нужно определять соответствующее 

"плечо" СD1  и СD2, т. е. расстояния от точек 

D1и D2  до центра тяжести С.  

Для вычисления моментов от элемен-

тарных сил проще определить расстояние 

между центром тяжести С и текущей точкой 

D, лежащей на соответствующей образующей 

ударника.  

Левой образующей соответствует  

𝑌 = −𝑓(𝑍) , а правой –     𝑌 = 𝑓(𝑍). 

Из прямоугольного треугольника получим 

𝐶𝐷 = √(𝐿𝑐 − 𝑍)2 + 𝑓2(𝑍),       (4.7) 

где Lc = O1C – расстояние от центра тяжести 

до начала ударника. 

Для получения элементарного момента 

от усилия 𝑝(𝑥) нужно спроектировать соот-

ветствующее усилие на направление, перпен-

дикулярное к отрезку CD: 

 𝑑𝑀𝑙𝑒𝑓𝑡(𝑝(𝑥)) = −𝑑𝑀𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑝(𝑥)) = 

= −𝑝(𝑥)
𝑑𝑍

𝑐𝑜𝑠𝛼
𝐶𝐷 ∙ cos (𝜓 − 𝛼).   (4.8) 

Аналогично 

𝑑𝑀𝑙𝑒𝑓𝑡(𝜏(𝑥)) = −𝑑𝑀𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝜏(𝑥)) = 

= 𝜏(𝑥)
𝑑𝑍

𝑐𝑜𝑠𝛼
𝐶𝐷 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝜓 − 𝛼). (4.9) 

Здесь 𝑠𝑖𝑛𝜓 = (𝐿𝑐 − 𝑍)/CD, 𝜓 – угол между 

осью Y и направлением CD.  

Момент, увеличивающий угол φ между 

нормалью и осью ударника (денормализую-

щий) считаем положительным, а уменьшаю-

щий этот угол (нормализующий момент) – от-

рицательным.  

Для определения момента инерции рас-

смотрим параметрический вид частного слу-

чая ударника (рис. 4). 
 

 

Рис. 4. Схема ударника  
 

Длина головной части ударника – h, 

прямоугольной части – ℎ1, диаметр – d.  

Расстояние от "носика" ударника до 

центров тяжести частей ударника  

𝐿Т = (2/3)ℎ,    𝐿П = (1/2)ℎ1. 

Вес ударника складывается из головной 

и прямоугольной частей:   

𝑃 = (
ℎ𝑑

2
+ ℎ1𝑑)𝛾 ,             (4.10) 

где γ – удельный вес материала ударника. 

Центр тяжести С1 расположен на оси x 

(рис. 4) на расстоянии 𝐿𝐶 от "носика" ударника 

𝐿𝐶 =
𝐿𝑇𝑆𝑇+ (ℎ + 𝐿П)ℎ1𝑑

𝑆Т+ 𝑆П
=

(1/3)ℎ2+ℎℎ1+(1/2)ℎ1
2

(1/2)ℎ+ℎ1
 , 

(4.11) 

где 𝑆𝑇 = 0.5ℎ𝑑 – площадь треугольной части 

ударника, а 𝑆П = ℎ1𝑑 – площадь прямоуголь-

ной части. 

Момент инерции J, фигурирующий в 

уравнении поворота ударника (4.1), представ-

ляет собой полярный момент инерции удар-

ника относительно его центра тяжести С1, ра-

вен сумме соответствующих осевых моментов 

инерции:  

𝐽С = 𝐽𝑥 + 𝐽𝑦 ,                     (4.12) 

где 𝐽𝑦 – момент инерции относительно оси, 

параллельной оси y и проходящей через центр 

тяжести ударника С1. 
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Моменты инерции головной (треуголь-

ной) и прямоугольной частей ударника отно-

сительно осей, проходящих через их центры 

тяжести:  

𝐽т𝑥 = 𝑑ℎ3/48, 𝐽т𝑦 = 𝑑ℎ3/36, 

𝐽п𝑥 = ℎ1𝑑3/12, 𝐽п𝑦 = 𝑑ℎ1
3/12.      (4.13) 

Соответствующие осевые моменты 

инерции относительно осей, проходящих че-

рез центр тяжести ударника:  

𝐽т𝑦с = 𝐽т𝑦 + 𝑆т(𝐿𝑐 −
2

3
ℎ)2 , 

𝐽п𝑦с = 𝐽п𝑦 + 𝑆п(ℎ +
1

2
ℎ1 − 𝐿𝑐)2.      (4.14) 

Суммарные осевые моменты, опреде-

ляющие итоговый момент (4.12):   

𝐽𝑥 = 𝐽т𝑥 + 𝐽п𝑥 , 𝐽𝑦 = 𝐽т𝑦𝑐 + 𝐽п𝑦𝑐         (4.15) 

В результате, момент инерции относи-

тельно центра тяжести тела, входящий в 

уравнение поворота, определяется как  

𝐽с =
𝑚

𝑉
∫ 𝑥𝑦𝑑𝑉 =

𝑚

𝑉
𝐽,       (4.16) 

где J – момент инерции (4.12); 𝑚, 𝑉,
𝑚

𝑉
 – масса, 

объем и средняя плотность ударника. 

При численном интегрировании систе-

мы дифференциальных уравнений (4.1)–(4.2) 

нужно в каждый момент времени выполнить 

следующие подзадачи: 

Подзадача 4а: для заданной функции 

f(Z), текущем значении φ угла наклона удар-

ника и соответствующей глубине проникания 

L нужно определить текущие точки пересече-

ния образующей ударника с лицевой поверх-

ностью преграды, т. е. координаты точек А и 

В. Если из этих точек опустить перпендику-

ляры на ось ударника, то получим точки А1 и 

В1. Эти точки определяют локальные верхние 

пределы интегрирования O1А1 и O1В1 соответ-

ственно по левой и правой кривой-

образующей ударника при вычислении сум-

марных проекций сил на оси 0yz, связанные с 

преградой.  

Прямая с отрезком АВ в локальной си-

стеме координат ZO1Yзаписывается как  

𝑍 =
𝐿

𝑐𝑜𝑠𝜑
+ 𝑌𝑡𝑔𝜑. (4.17) 

Левая и правая образующие ударника 

записываются как  

Y = -f(Z)    и    Y = f(Z).        (4.18) 

Пересечения линии АВ с образующими 

ударника определяют положения точек А и В.  

Решая уравнения (4.17) и (4.18), исклю-

чая Y, получим уравнения для определения 

длин отрезков О1А1 и О1В1, которые задают 

пределы интегрирования вдоль образующей 

ударника при суммировании усилий и моментов 

вдоль левой и правой образующей ударника: 
𝐿𝑘

𝑐𝑜𝑠𝜑
− 𝑓(О1А1)𝑡𝑔𝜑 − О1А1 = 0, (4.19) 

𝐿𝑘

𝑐𝑜𝑠𝜑
+ 𝑓(О1𝐵1)𝑡𝑔𝜑 −  О1𝐵1 = 0. (4.20) 

В качестве частного случая функции 

f(Z) – для проверки – можно выбрать кусочно-

линейную функцию: 

 𝑓(𝑍) = {
𝑍𝑡𝑔𝛼,   0 ≤ 𝑍 ≤ 𝐻0,

𝐻0𝑡𝑔𝛼,          𝑍 > 𝐻0 .  
        (4.21) 

Таким образом, для каждого временно-

го шага при вычислении интегралов по боко-

вым поверхностям (образующим) плоского 

ударника необходимо предварительно решить 

уравнения (4.19) и (4.20) для определения ло-

кальных пределов интегрирования по Z: О1А1 

и О1В1.  

В результате, в подзадаче 4а возможны 

следующие случаи с учетом текущего угла 𝜑𝑘  

наклона ударника: 

1) ударник не полностью внедрился в 

преграду, т. е. 

𝐿𝑘 < 𝐻0𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘 или 𝐿𝑘 < (𝐻0 + 𝐻1)𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘. 

В этом случае нижний локальный предел 

𝐿0=0, верхний предел  𝐿1 = 𝐿𝑘/𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘, а  гло-

бальная координата при интегрировании:  

𝑥 = 𝐿𝑘 − 𝑍𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘; 

2) ударник полностью внедрился в пре-

граду и в ней находится, т. е.: 

𝐿𝑘 < 𝑤    и    𝐿𝑘 > (𝐻0 + 𝐻1)𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘 . 

В этом случае локальные пределы инте-

грирования 

𝐿0=0,  𝐿1 = 𝐻0 + 𝐻1,   а  𝑥 = 𝐿𝑘 − 𝑍𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘; 

3) ударник прошел сквозь преграду и 

частично вышел из преграды, т. е.:  

𝐿𝑘 > 𝑤  и  𝐿𝑘 < 𝑤 + (𝐻0 + 𝐻1)𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘. 

В этом случае нижний локальный пре-

дел: 𝐿0 = 𝐿𝑘 − 𝑤 , верхний предел: 𝐿1 = 𝐻0 +
𝐻1, а глобальная координата: 𝑥 = 𝐿𝑘 − 𝑍. 

В процессе проникания в преграду те-

кущий угол наклона ударника может увели-

чиваться и достигать 900, то далее при дви-

жении возникает эффект "рикошета". Поэтому 

в подзадаче 4а значения 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘   и  𝑡𝑔𝜑𝑘 вы-

числяются по модулю. 

Подзадача 4б: вычисление интегралов 

по поверхности ударника (4.4)–(4.9) для опре-

деления силы сопротивления и подворачива-

ющих моментов.  
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Для каждой точки, лежащей на левой и 

правой образующих ударника, нужно опреде-

лять соответствующее "плечо" СD1  и СD2  – 

расстояния от точек D1и D2 до – центра тяже-

сти С ударника. 

Подзадача 4в: определение силы сопро-

тивления F и момента М (формулы 4.3–4.6) 

для решения дифференциальных уравнений 

(4.1–4.2). 

5. Модуль для решения задачи  

проникания ударника в неоднородную 

преграду 

Алгоритм построенной модели динами-

ческого проникания жесткого ударника в пре-

граду реализован на алгоритмическом языке 

Turbo Pascal в объектно-ориентированной 

среде компилятора Borland Delphi 7 c ис-

пользованием необходимых для визуализации 

результатов графических средств и высоко-

точных численных методов.   

Реализованы следующие задачи: 

– задача "task1" – численное решение 

дифференциальных уравнений (2.1)–(2.2) 

проникания ударника по нормали к поверхно-

сти преграды. В задаче предусмотрено вычис-

ление аналитического решения (3.20) и визу-

альное графическое сравнение с численным 

решением. На рис. 5 приведена активная фор-

ма модуля для задачи динамического прони-

кания ударника в преграду по нормали. 
 

 

Рис. 5. Активная форма для задачи –  

удар по нормали 

– задача "task2" – численное решение 

уравнений (4.1)–(4.2) проникания ударника 

под углом к поверхности преграды. На рис. 6 

приведена одна из вкладок активной формы, 

соответствующая задаче динамического про-

никания ударника в двухслойную преграду 

под углом. 

 

Рис. 6. Удар под углом: графики L(t), L(x), x(t) 

В алгоритме модуля предусмотрено: 

1) возможность возникновения "рико-

шета" при проникании ударника под углом; 

2) интерактивная возможность задать 

свойства преграды – число слоев, свойства 

слоев; 

3) интерактивное накопление результа-

тов различных расчетов на одной chart-

диаграмме; 

4) интерактивное формирование данных 

в серии расчетов для построения графика 

функциональной зависимости от характерно-

го параметра задачи; 

5) визуализация получаемых решений 

(таблица, графики); 

6) возможность сохранения таблицы ре-

зультатов в буфере для сохранения их в тек-

стовом файле. 

Для выполнения интегрирования систем 

обыкновенных дифференциальных уравне-

ний, соответствующих условиям выбранной 

задачи Коши, и вычисления интегралов был 

использован пакет процедур по численным 

методам "Turbo Pascal Numerical Methods 

Toolbox by Borland International" [9].  

Решение систем дифференциальных 

уравнений выполняется методом Рунге–Кутта 

4-го порядка точности, а для вычисления ин-

тегралов используется метод Симпсона.  

В задаче проникания ударника под уг-

лом для решения нелинейных алгебраических 

уравнений (4.19) и (4.20) при определении 

верхнего предела интегрирования использо-

ван метод деформируемых многогранников 

Нелдера–Мида [8], в котором задача сводится 

к геометрическому формированию функцио-

нала с привлечением штрафных функций для 

поиска минимума функционала.  

Метод хорошо апробирован и использу-

ется во многих коммерческих прикладных па-

кетах программ.  
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На активной форме модуля расположены: 

– информационная панель (слева) для 

интерактивного выбора – задачи, некоторых 

базовых параметров, структуры и свойств 

преграды, и панель контрольных кнопок для 

выполнения предусмотренных в модуле дей-

ствий; 

– панель Page Control с набором вкладок 

для интерактивного ввода и уточнения вход-

ных технических параметров задачи, для ре-

зультатов решения задачи и визуализации по-

лученного решения.  

На вкладках после решения будут рас-

положены соответственно графики: 

1) скорость 𝑣(𝑡), 𝑣(𝐿); 2) глубина про-

никания 𝐿(𝑡), 𝐿(𝑋), 𝑋(𝑡); 3) скорость измене-

ния угла наклона ударника 𝑤(𝑡), 𝑤(𝐿); 4) угол 

наклона 𝜑(𝑡), 𝜑(𝐿); 5) 𝐹(𝑡), 𝐹(𝐿); 6) момент 

𝑀(𝑡), 𝑀(𝐿). Возможное возникновение "ри-

кошета" начинается после контрольной от-

метки на графиках. 

6. Численные результаты 

В качестве примера работы расчетного 

модуля на рис. 7 приведены графики зависи-

мости 𝑣(𝐿) для различных начальных углов 

соударения 

𝜑0 = 5⁰, 10⁰, 20⁰, 30⁰, 40⁰, 50⁰, 60⁰.  

Для 𝜑0 = 500 и более в расчете был вы-

явлен эффект рикошета ударника.  

 

Рис. 7. Зависимости скорости от глубины прони-

кания при различных начальных углах соударения 

На рис. 8 показаны зависимости теку-

щих углов ориентации ударника от глубины 

проникания при различных начальных углах 

соударения.  

Как следует из рис. 8, на начальной ста-

дии процесса проникания угол практически 

не меняется, резкое увеличение угла происхо-

дит на конечной стадии, когда скорость про-

никания падает более чем в два раза. 

 

Рис. 8. Зависимости текущего угла от глуби-

ны проникания при различных начальных уг-

лах соударения 

При этом возможна ситуация, называе-

мая рикошетом, когда угол между осью удар-

ника и нормалью к поверхности преграды до-

стигает 90 и более градусов.  

Чем больше начальный угол удара, тем 

меньше конечная глубина проникания – тем 

выше защитные свойства преграды. На рис. 9 

(для тех же параметров задачи) представлена 

зависимость конечной глубины проникания 

от начального угла удара при фиксированной 

начальной скорости 500 м/с. 

 

Рис. 9. Зависимость конечной глубины прони-

кания от начального угла соударения 

Рассмотрим теперь некоторые результаты 

расчетов процесса проникания жесткого удар-

ника в неоднородную преграду. Ранее [3–5], 

было показано, что при ударе по нормали в 

классе пластин с кусочно-непрерывными меха-

ническими свойствами по толщине, оптималь-

ными защитными свойствами (минимального 

веса) обладает двухслойная преграда с более 

твердым и тяжелым лицевым слоем.  

Представляет интерес проверить, вы-

полняется ли данный результат при ударе под 

углом. Была проведена серия расчетов для 

двухслойных пластин с отношением твердо-

стей слоев Нд1/ Нд2 = 5 и отношением удель-

ного веса γ1/ γ2 = 2,9.  
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Для случая двухслойной преграды вве-

дено понятие погонного веса преграды как 

функции от толщины ℎ1 лицевого 1-го слоя 

преграды 

𝐺(ℎ1) = 𝛾1ℎ1 + 𝛾2(𝐿𝑘 − ℎ1), 

где 𝛾1, 𝛾2– удельный вес слоев преграды, а 𝐿𝑘 

– глубина проникания ударника. 

Было подтверждено, что и для случая 

проникания под углом, аналитические резуль-

таты по оптимальной структуре преграды, по-

лученные раннее, являются справедливыми.  

Более того, выигрыш по весу от приме-

нения оптимальной двухслойной преграды 

может возрастать от 20–25 % (при ударе по 

нормали) до 30–35 % (при ударе под больши-

ми углами) по сравнению с однородной пре-

градой.  

Кроме того, получено, что отношение 

слоев оптимальной двухслойной преграды за-

висит от начального угла соударения. Отно-

сительная толщина первого слоя (от общей 

толщины двухслойной преграды) находится в 

диапазоне от 10 % до 35 % в зависимости от 

вероятных параметров соударения.  

Заключение 

Представлена инженерная постановка 

задачи динамического проникания плоского 

жесткого ударника в неоднородную преграду 

по нормали и под углом. 

Разработан и реализован алгоритм ре-

шения задачи на языке Turbo Pascal в объект-

но-ориентированной среде компилятора 

Borland Delphi 7 c визуализаций результатов. 

Выполнен анализ особенностей кинема-

тики проникания ударника по нормали и под 

углом.  

Получены оптимальные по весу двух-

слойные защитные системы при различных 

начальных углах и скоростях ударника.  
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