
ВЕСТНИК ПЕРМСКОГО УНИВЕРСИТЕТА  
2024                                Математика. Механика. Информатика                      Вып. 1(64) 

15 

 

 

 
Научная статья 

УДК 512.54 

DOI: 10.17072/1993-0550-2024-1-15-23 

Ослабления условия инцидентности для подгрупп,  
рассмотренные алгебраистами Пермского университета 

Яков Давидович Половицкий1, Татьяна Михайловна Коневских2 

1,2Пермский государственный национальный исследовательский университет, Пермь, Россия  
1yakovpol1935@mail.ru; 
2konevskihtm@yandex.ru 

Аннотация. В первой части статьи приводятся условия инцидентности, введенные и рассмотренные в 

публикациях алгебраистов Пермского университета, и сведения о том, где и какие классы групп ими 

описаны. Во второй части анонсируются результаты, полученные пермскими алгебраистами при изу-

чении групп с рядом новых обобщений условий инцидентности для нециклических подгрупп: приво-

дятся формулировки доказанных ими 14 новых теорем. Доказательства этих теорем предполагается 

опубликовать в серии отдельных статей.  

Ключевые слова: группа; инцидентность; нециклическая подгруппа 

Для цитирования: Половицкий Я. Д., Коневских Т. М. Ослабления условия инцидентности для подгрупп, 

рассмотренные алгебраистами Пермского университета // Вестник Пермского университета. Математика. 

Механика. Информатика. 2024. Вып. 1(64). С. 15–23. DOI: 10.17072/1993-0550-2024-1-15-23. 

Статья поступила в редакцию 07.08.2023; одобрена после рецензирования 24.11.2023; принята к 

публикации 16.03.2024. 

Research article 

Weakening Incidence Conditions for Subgroups Considered  

by Algebraists From Perm University 

Yakov D. Polovitsky1, Tatiana M. Konevskikh2 

1,2Perm State University, Perm, Russia 
1yakovpol1935@mail.ru; 
2konevskihtm@yandex.ru 

Abstract. In the first part of this article incidence conditions, introduced and considered by algebraists 

from Perm University, and information about where and which class of groups are described by them, are 

given. In the second part, the results, received by algebraists from Perm University in considering of 

groups with several new generalizations of incidence conditions for noncyclic subgroups, are announced: 

the formulations of the 14 new theorems proved by them are given. The proofs of these theorems are sup-

posed to be published in a series of separate articles.  

Keywords: group; incidence; noncyclic subgroup  

For citation: Polovitsky, Ya. D., Konevskikh, T. M. (2024), "Weakening Incidence Conditions for Subgroups 

Considered by Algebraists From Perm University", Bulletin of Perm University. Mathematics. Mechanics. Com-

puter Science, no. 1(64), pp. 15-23. DOI: 10.17072/1993-0550-2024-1-15-23. 

The article was submitted 07.08.2023; approved after reviewing 24.11.2023; accepted for publication 

16.03.2024. 

                                                           

 Данная работа © 2024 Половицкий Я.Д., Коневских Т.М. распространяется под лицензией CC 

BY 4.0. Чтобы просмотреть копию этой лицензии, посетите http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


Я. Д. Половицкий, Т. М. Коневских 

 16 

 

Введение 

В начале 1990-х годов доцент кафедры 

высшей алгебры и геометрии Пермского уни-

верситета Я. Д. Половицкий предложил сту-

денту механико-математического факультета 

В. Л. Чечулину рассмотреть в курсовой, а за-

тем и дипломной работах конечные группы с 

условием инцидентности для нециклических 

подгрупп. В 1994–1997 гг. на этой кафедре 

работал приехавший из Киева профессор 

Н. С. Черников. Он проявил интерес к этой 

тематике и описал бесконечные локально сту-

пенчатые группы с этим условием и внес су-

щественные коррективы в полученное Я.Д. 

Половицким и В. Л. Чечулиным описание ко-

нечных групп такого рода. Полученные ре-

зультаты опубликованы в 1995 г. в совмест-

ной статье [1] этих трех авторов.  

С этого времени сотрудниками и сту-

дентами Пермского университета рассмотре-

но более 15 различных ослаблений условия 

инцидентности для подгрупп, предложенных 

Я.Д. Половицким. Ряд результатов, получен-

ных в выпускных работах студентов, не был 

опубликован. К настоящему времени опубли-

кованы результаты изучения некоторых клас-

сов групп с 13 условиями такого рода. Пере-

чень рассмотренных в этих публикациях 

условий и классов описанных там групп при-

веден в первой части настоящей статьи.  

Во второй ее части анонсируются еще 

не опубликованные результаты изучения 

групп с рядом новых обобщений условия ин-

цидентности для нециклических подгрупп.  

Основные определения 

Определение А. Две подгруппы группы 

𝐺  называются инцидентными, если одна из 

них содержится в другой.  

Определение B. Пусть 𝛱  – некоторое свой-

ство, формулируемое на языке пар подгрупп 

группы 𝐺. Если в этой группе либо любая па-

ра подгрупп, обладающая свойством 𝛱, инци-

                                                           
В теореме 1 из [1] следует внести изменение в опреде-

ляющем соотношении для групп типа 7. Там в показате-

ле степени элемента а стоит сумма двух чисел, первое 

из которых либо 1, либо (-1). Нужно оставить только 1. 

Причина ошибки в том, что в пункте 2 доказательства 

достаточности в теореме 1 не приведено доказательство 

утверждения "Н нормальна в G" (доказательство заме-

нено словами "нетрудно видеть"). А это утверждение 

верно для всех рассмотренных в этом пункте случаев, 

кроме исключенного выше случая с (-1). 

дентна, либо в 𝐺  нет ни одной пары различ-

ных подгрупп, которая обладает свойством 𝛱, 

то будем говорить, что 𝐺  удовлетворяет 

условию инцидентности для пар подгрупп со 

свойством 𝛱.  

Ниже, в пункте 1, в качестве 𝛱 рассмат-

ривается условие "иметь пересечение опреде-

ленного вида", а вид пересечения в каждом из 

пунктов 1.1–1.7 указывается.  

Определение С. Пусть 𝛴  – теоретико-

групповое свойство. Будем говорить, что 

группа удовлетворяет условию инцидентно-

сти для 𝛴 -подгрупп, если она является 𝛴 -

группой и не содержит ни одной пары неин-

цидентных 𝛴-подгрупп.  

Ниже, в пунктах 2.1–2.3, перечисляется 

три условия инцидентности для 𝛴-подгрупп, а 

то, какое свойство 𝛴  рассматривается в каж-

дом из этих пунктов, видно из формулировки, 

приведенной в этом пункте. 

Условия инцидентности, 

рассмотренные в публикациях 

алгебраистов Пермского университета 

Эти условия можно разбить на три 

группы.  

1. Условия инцидентности для подгрупп, име-

ющих пересечения определенного вида. 

1.1 Инцидентность подгрупп с нетриви-

альным пересечением.  

В [2] описаны локально ступенчатые и 

абелевы группы с этим условием. 

1.2 Инцидентность подгрупп, порядок пе-

ресечения которых делит фиксирован-

ное число 𝑛. 

Конечные разрешимые группы с этим 

условием описаны в [3]. 

1.3 Примарное пересечение неинцидент-

ных подгрупп непримарной группы. 

В [4] описаны конечные разрешимые 

непримарные группы с этим условием. 

1.4 Пересечение любых двух неинцидент-

ных непримарных подгрупп является 

𝑝 -группой, где 𝑝  – фиксированное 

простое число. 

На базе результатов изучения групп с 

условием 1.3 в [4] получено описание 

конечных непримарных разрешимых 

групп с условием 1. 4. 

1.5 Порядок пересечения любой пары 

неинцидентных подгрупп делит 𝑝𝑚 , 

где 𝑚  – фиксированное число, а 𝑝  – 

простое число, причем простые числа 
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𝑝  у разных пар неинцидентных под-

групп могут быть как различными, так 

и одинаковыми.  

Описание конечных разрешимых 

групп с этим условием для случаев 

𝑚 = 1  и 𝑚 = 2  получено в [5], а для 

произвольного 𝑚 – в [4]. 

1.6 Пересечение любых двух неинцидент-

ных подгрупп является циклической 

группой.  

В [6] описаны конечные разрешимые и 

бесконечные бинарно конечные груп-

пы с этим условием.  

1.7 Пересечение любых двух неинцидент-

ных подгрупп, не содержащихся в не-

которой выбранной подгруппе группы 

𝐺, является циклической группой.  

Формулировка этого условия исполь-

зует идею изучения групп с сепариру-

ющими подгруппами, выдвинутую 

С. Н. Черниковым в [7]. Описание ко-

нечных разрешимых групп с условием 

1. 7. проводилось в [8] и [9], а его ре-

зультат анонсирован в [10]. Заверше-

ние доказательства приведенной в [10] 

теоремы будет опубликовано в от-

дельной статье.  

2. Условия инцидентности для подгрупп, об-

ладающих определенным свойствам. 

2.1. Инцидентность непримарных под-

групп.  

Локально конечные группы с этим 

условием описаны в [11]. 

2.2. Инцидентность ненильпотентных под-

групп.  

В [12] получено описание конечных 

ненильпотентных групп с этим усло-

вием.  

2.3. Инцидентность неразрешимых под-

групп.  

В [12] показано, что описание нераз-

решимых групп с этим условием, 

имеющих минимальную неразреши-

мую подгруппу, сводится к описанию 

минимальных неразрешимых групп и 

их расширений с помощью примарных 

циклических или квазициклических 

групп.  

3. Частичное обращение одного из следствий 

теоремы Лагранжа. 

Имеется в виду такое следствие: порядок 

подгруппы конечной группы делит поря-

док группы.  

3.1. Условие 𝐿Σ: для любых двух подгрупп 

𝐴 и 𝐵 конечной группы 𝐺, из которых 

𝐴 является Σ-группой, таких, что |𝐴| ≠
|𝐵|  и |𝐴| │ |𝐵| , выполняется 𝐴 < 𝐵 
(здесь Σ  – некоторое теоретико-
групповое свойство). 
Рассмотрены группы с 𝐿Σ-условием 
для следующих свойств Σ: 
3.1.1. Σ  – свойство "быть 

подгруппой"; 

3.1.2. Σ – свойство "быть подгруппой 

непростого порядка”. 

В [13] описаны конечные 

группы с условием 𝐿Σ для каж-

дого из свойств 3. 1. 1. и 3. 1. 2. 

3.1.3. Σ – свойство "быть нецикличе-

ской группой". 

Описание конечных групп с 

условием 𝐿Σ  для свойства 

3. 1. 3. начато в [14] и завер-

шено в [15]. 

 

Анонс результатов, полученных  

алгебраистами Пермского университета 

при изучении групп с рядом обобщений 

условия инцидентности для  

нециклических подгрупп 

Приводимые ниже новые условия ин-

цидентности и теоремы, являющиеся резуль-

татом изучения достаточно широких классов 

групп с этими условиями, еще не публикова-

лись. Доказательства этих теорем будут при-

ведены позднее в серии отдельных статей.  

Теоремы 1–13 получены авторами 

настоящей статьи, а теорема 14 – Я.Д. Поло-

вицким и О. В. Дербеневой. 

Определение 1. Будем говорить, что в 

группе 𝐺  выполняется 𝐽𝐻𝐻 -условие ( 𝐽𝑛𝑖 -

условие, 𝐽𝐻�̅�-условие), если либо любые две ее 

конечные нециклические неинцидентные под-

группы, соответственно, изоордны (изоморф-

ны, являются максимальными в 𝐺), либо в 𝐺 

нет ни одной пары неинцидентных конечных 

нециклических подгрупп. 

Определение 2. Нециклическую груп-

пу, в которой выполняется 𝐽𝐻𝐻 -условие (𝐽𝑛𝑖 -

условие, 𝐽𝐻�̅� -условие), назовем, соответ-

ственно, 𝐽𝐻𝐻 -группой ( 𝐽𝑛𝑖 -группой, 𝐽𝐻�̅� -

группой). 

Теорема 1. Конечная 𝑝 -группа 𝑃  тогда 

и только тогда является 𝐽𝐻𝐻 -группой, когда 

она – группа одного из следующих типов: 

1. 𝑃–нециклическая группа и |𝑃| = 𝑝3; 
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2. 𝑍𝑝𝑛−1 × 𝑍𝑝, 𝑛 ≥ 2; 

3. модулярная группа 𝑀𝑝𝑛, 𝑛 ≥ 4; 

4. кватернионная группа 𝑄16; 

5. 𝑍𝑝2 × 𝑍𝑝2; 

6. |𝑃| = 𝑝𝑛 , 𝑛 ≥ 4 , 𝑝𝑛 ≠ 16 , Ω1(𝑃) ⊂ Φ(𝑃) , 
Φ(𝑃) ≅ 𝑍𝑝𝑛−3 × 𝑍𝑝 , каждая максимальная 

подгруппа группы 𝑃  изоморфна либо 

𝑀𝑝𝑛−1 (и хотя бы одна такая подгруппа в 𝑃 

существует), либо 𝑍𝑝𝑛−2 × 𝑍𝑝; 

7. 𝑃 =< 𝑎 >⋋< 𝑏 >, 𝑎𝑝2
= 𝑏𝑝2

= 1,  

𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎1+𝑝. 

Теорема 2. Для бесконечной локально 

конечной 𝑝 -группы 𝑃  равносильны следую-

щие условия: 

1. 𝐽𝐻𝐻-условие; 

2. 𝐽𝑛𝑖-условие; 

3. 𝐽𝐻�̅�-условие; 

4. в 𝑃 нет ни одной пары неинцидентных ко-

нечных нециклических подгрупп; 

5. группа 𝑃  изоморфна одной из следующих 

групп: 𝐶𝑝∞ или 𝐶𝑝∞ × 𝑍𝑝. 

Теорема 3. Для примарных локально 

конечных групп 𝐽𝐻𝐻 -условие и 𝐽𝐻�̅� -условие 

равносильны. 

Теорема 4. Примарные локально ко-

нечные 𝐽𝑛𝑖 -группы – это все примарные ло-

кально конечные 𝐽𝐻𝐻-группы, за исключением 

всех тех групп типа 6 теоремы 1, в каждой из 

которых есть хотя бы одна абелева макси-

мальная подгруппа, и только такие группы. 

Определение 3. Конечную непримар-

ную группу 𝐺, имеющую хотя бы одну истин-

ную нециклическую подгруппу, в которой для 

любой нециклической максимальной под-

группы 𝑀 выполняется |𝑀| = 𝑚, где 𝑚 – одно 

и то же для всех таких 𝑀, назовем in-группой 

(а само указанное выше условие, которому 

удовлетворяет 𝐺, назовем in-условием). 

Замечание 1. Из определения 3 видно,       

in-группа – это конечная непримарная группа 

с изоордными нециклическими максималь-

ными подгруппами или с единственной не-

циклической максимальной подгруппой.  

Теорема 5. Группа 𝐺 тогда и только то-

гда является in-группой, когда она – группа 

одного из следующих типов: 

1. 𝐺 = 𝐻 × 𝑄, 𝐻 – конечная минимальная не-

циклическая группа, 𝑄 ≅ 𝑍𝑞𝑚 , 𝑞 ∤ |𝐻|, 𝑄 ≠

1; 

2. 𝐺 = 𝑅 ⋋ 𝑃, 𝑅 ≅ 𝑍𝑟𝑘 , 𝑟 ≠ 2, 𝑘 ≥ 2, 𝑃 ≅ 𝑍𝑝𝑛 , 

(𝑍(𝐺)⋂𝑃) ⋖ 𝑃; 

3. 𝐺 = 𝑃 ⋋ 𝑅, 𝑃 – конечная 𝑝-группа, 𝑅 ≅ 𝑍𝑟𝑙, 

𝐶𝑃(𝑅) = Φ(𝑃)  – циклическая группа, 
(𝑅 × Φ(𝑃)) ⋖ 𝐺 . Если 𝑃  – циклическая 

группа, то |𝑃| = 𝑝 ≠ 2 и |𝑅 𝑅⋂𝑍(𝐺)⁄ | ≥ 𝑟2. 

Следствие. Для конечной непримарной 

группы 𝐺, имеющей не менее двух нецикли-

ческих максимальных подгрупп, равносильны 

следующие условия: 

1. все нециклические максимальные под-

группы группы 𝐺 изоордны; 

2. все нециклические максимальные под-

группы группы 𝐺  составляют один класс 

сопряженных подгрупп; 

3. 𝐺 = 𝑅 ⋋ 𝑃, 𝑅 ≅ 𝑍𝑟𝑚, 𝑟 ≠ 2, 𝑚 ≥ 2, 

𝑃 ≅ 𝑍𝑝𝑛, (𝑍(𝐺)⋂𝑃) ⋖ 𝑃; 

4. все нециклические максимальные под-

группы группы 𝐺 изоморфны. 

Определение 4. Пусть 𝐺  – конечная 

группа, не являющаяся минимальной нецик-

лической. Если в 𝐺 и в каждой ее нецикличе-

ской подгруппе, не являющейся минимальной 

нециклической, выполняется in-условие, то 𝐺 

назовем ins-группой. 

Теорема 6. Непримарная группа 𝐺  то-

гда и только тогда является ins-группой, когда 

она – группа одного из следующих типов 

(ниже всюду 𝑍 = 𝑍(𝐺)): 

1. 𝐺 = 𝐻 × 𝑄, 𝐻 – конечная минимальная не-

циклическая группа, 𝑄 ≅ 𝑍𝑞𝑚 , 𝑚 ≥ 1 , 𝑞 ∤
|𝐻|; 

2. 𝐺 = 𝑅 ⋋ 𝑃, 𝑅 ≅ 𝑍𝑟𝑚, 𝑟 ≠ 2, 𝑚 ≥ 2,  

𝑃 ≅ 𝑍𝑝𝑛, 𝑍 ⋖ 𝑃; 

3. 𝐺 = 𝑃 ⋋ 𝑅, |𝑃| = 𝑝𝑛, в 𝑃 есть истинная не-

циклическая подгруппа, 𝑅 ≅ 𝑍𝑟𝑚,  
(𝑍⋂𝑅) = 1, для любой 𝑅1 , такой, что 1 <
𝑅1 ≤ 𝑅 , 𝐶𝑃(𝑅1) = Φ(𝑃) ≅ 𝑍𝑝𝑙 , а для 𝐺1 =

𝑃 ⋋ 𝑅1, справедливо  

(Φ(𝑃) × 𝑅1) ⋖ 𝐺1 ; для 𝑅0 < 𝐺 , такой, что 
|𝑅0| = 𝑟, справедливо утверждение: всякая 

истинная 𝑅0 -допустимая подгруппа груп-

пы 𝑃 содержится в Φ(𝑃); 

4. 𝐺 = 𝑃 ⋋ 𝑅, 𝑅 ≅ 𝑍𝑟𝑚 и выполняется одно из 

следующих условий: 

4.1. 𝑃 ≅ 𝑄8, 𝑟 = 3, (𝑍⋂𝑅) ⋖ 𝑅; 

4.2. 𝑃 ≅ 𝐸𝑝2, 𝐺′ ≠ 1, 𝑟 ∤ (𝑝 − 1); 

4.3. |𝑃| = 𝑝, |𝑅 𝑍⁄ | ≥ 𝑟2. 

Теорема 7. Непримарная локально ко-

нечная группа 𝐺 тогда и только тогда является 

𝐽𝐻𝐻 -группой, когда она – группа одного из 

следующих типов (ниже всюду 𝑍 = 𝑍(𝐺)): 

1. 𝐺 = 𝐻 × 𝑄, 𝑄 ≅ 𝑍𝑞𝑚 , 𝑚 ≥ 1, 𝐻  изоморфна 

либо 𝑄8, либо 𝐸𝑝2, 𝑞 ∤ |𝐻|; 
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2. 𝐺 = 𝑅 ⋋ 𝑃, 𝑅 ≅ 𝑍𝑟2, 𝑟 ≠ 2, 𝑃 ≅ 𝑍𝑝𝑛,  

𝑍 ⋖ 𝑃; 

3. 𝐺 = 𝑃 ⋋ 𝑅 , 𝑅 ≅ 𝑍𝑟𝑚 , 𝑅0 = Ω1(𝑅) и выпол-

няется одно из условий: 

3.1. либо 𝑃 ≅ 𝐸𝑝2 , либо 𝑃 ≅ 𝐸𝑝3  и в 𝑃  нет 

собственных 𝑅0 -допустимых под-

групп; 

3.2. 𝑃 = (< 𝑎 >×< 𝑧 >) ⋋< 𝑐 >,  

𝑎𝑝 = 𝑧𝑝 = 𝑐𝑝 = 1, < 𝑧 >= 𝑍,  

𝑐−1𝑎𝑐 = 𝑎𝑧  и 𝑍  – единственная соб-

ственная 𝑅0 -допустимая подгруппа 

группы 𝑃; 

3.3. |𝑃| = 𝑝 ≠ 2, 𝐺′ ≠ 1; 

3.4. 𝑃 ≅ 𝑄8, 𝑅 ≅ 𝑍3𝑘, (𝑍⋂𝑅) ⋖ 𝑅; 

4. 𝐺 = 𝐻 × 𝑄 , 𝑄 ≅ 𝑍𝑞𝑚 , 𝑚 ≥ 1 , 𝐻 = 𝑅 ⋋ 𝑃 , 

|𝑅| = 𝑟 ≠ 2, 𝑃 ≅ 𝑍𝑝𝑛, 𝑍(𝐻) ⋖ 𝑃; 

5. бесконечная периодическая непримарная 

локально циклическая группа (то есть пря-

мое произведение циклических 𝑝-групп и 

квазициклических 𝑝-групп по разным про-

стым 𝑝); 

6. 𝐺 = 𝐻 × 𝑃 , 𝑃 ≅ 𝐶𝑝∞ , 𝐻  – конечная мини-

мальная нециклическая группа, 𝑝 ∤ |𝐻|. 
Следствие. (из теорем 1, 2 и 7). Ло-

кально конечная группа 𝐺 тогда и только то-

гда является 𝐽𝐻𝐻-группой, когда она – группа 

одного из типов теоремы 1, теоремы 2 или 

теоремы 7. 

Теорема 8. Локально конечные 𝐽𝑛𝑖 -

группы – это все локально конечные 

𝐽𝐻𝐻 -группы, за исключением всех тех групп 

типа 6 теоремы 1, в каждой из которых есть 

хотя бы одна абелева максимальная подгруп-

па, и только такие группы.  

Теорема 9. Для любой бесконечной ло-

кально конечной группы 𝐺  равносильны сле-

дующие условия: 

1. 𝐽𝐻𝐻-условие; 

2. 𝐽𝑛𝑖-условие; 

3. 𝐽𝐻�̅�-условие; 

4. в 𝐺 нет ни одной пары неинцидентных ко-

нечных нециклических подгрупп; 

5. 𝐺 – группа одного из следующих видов: 

5.1. бесконечная периодическая локально 

циклическая группа; 

5.2. 𝐺 = 𝐶𝑝∞ × 𝑍𝑝; 

5.3. 𝐺 = 𝐶𝑝∞ × 𝐻, где 𝐻 – конечная мини-

мальная нециклическая группа и 𝑝 ∤
|𝐻|. 

В [1] определено понятие 𝐽𝐻 -группы. 

Ниже приведем его в несколько иной форме. 

Определение 5. Будем говорить, что в 

группе 𝐺  выполняется 𝐽𝐻 -условие, если в 𝐺 

нет ни одной пары неинцидентных нецикли-

ческих подгрупп. Нециклическую группу с 

𝐽𝐻-условием назовем 𝐽𝐻-группой. 

Определение 6. Группу 𝐺  назовем W-

группой (минимальной не 𝐽𝐻-группой), если в 

каждой ее истинной подгруппе выполняется 

𝐽𝐻-условие, а в самой группе 𝐺 это условие не 

выполняется. 

Теорема 10. Конечная разрешимая 

группа 𝐺  тогда и только тогда является W-

группой, когда она – группа одного из следу-

ющих типов (ниже 𝑝 , 𝑞 , 𝑟  – различные про-

стые числа, 𝑍 = 𝑍(𝐺)): 

1. 𝐷8; 

2. 𝐸𝑝3; 

3. 𝐺  изоморфна 𝑝 -группе 𝑃  одного из типов 

4–7 теоремы 1; 

4. 𝐺 = 𝑀 ⋋ 𝐴, 𝑀 ≅ 𝑄8, |𝐴| = 2, Ω1(𝐺) ≅ 𝐸4; 

5. 𝐺 = 𝑃 ⋋ 𝐵 , 𝐵 = 𝑄 × 𝑅 , |𝑃| = 𝑝 , 𝑄 ≅ 𝑍𝑞𝑚 , 

𝑅 ≅ 𝑍𝑟𝑡, 𝑍 ⊂ 𝐵 и |𝐵 𝑍⁄ | = 𝑞𝑟; 

6. 𝐺 = (𝐴 ⋋ 𝑄) × 𝑅 , 𝑄 ≅ 𝑍𝑞𝑚  и выполняется 

одно из условий: 

6.1. 𝑅 = 1, 𝐴 изоморфна 𝑍𝑝2 или 𝑍𝑝𝑟 , 𝑍 ⊂

𝑄 и |
𝑄

𝑍⁄ | = 𝑞; 

6.2. |𝐴| = 𝑝, |𝑅| = 𝑟, |
𝑄

𝑄⋂𝑍⁄ | = 𝑞2; 

7. 𝐺 = 𝐻 × 𝐾, 𝐻 – конечная непримарная ми-

нимальная нециклическая группа, 𝐾 ≅ 𝑍𝑝𝑟, 

(|𝐻|, |𝐾|) = 1; 

8. 𝐺 = 𝑃 ⋋ 𝑄, 𝐺′ ≠ 1, 𝑃 ≅ 𝐸𝑝2  и выполняется 

одно из условий: 

8.1. 𝑄 ≅ 𝐸𝑞2; 𝑞 ∤ (𝑝 − 1); 

8.2. 𝑄 ≅ 𝑍𝑞𝑚, 𝑞│(𝑝 − 1), |
𝑄

𝑄⋂𝑍⁄ | = 𝑞; 

9. 𝐺 = 𝑃 ⋋ 𝑆 , [𝑃, 𝑆] ≠ 1 , 𝑃 ≅ 𝐸𝑝2 , 𝑆 = 𝑄𝑅 , 

|𝑄| = 𝑞 , |𝑅| = 𝑟  и если [𝑃, 𝑄] ≠ 1 , то 𝑞 ∤
(𝑝 − 1), а если [𝑃, 𝑅] ≠ 1, то  

𝑟 ∤ (𝑝 − 1); 

10. 𝐺 = 𝑃 ⋋ 𝑄 , |𝑄| = 𝑞  и либо 𝑃 ≅ 𝑀𝑝3  (𝑝 ≠

2) , либо 𝑃 ≅ (𝑍𝑝2 × 𝑍𝑝) . Группа 𝐺  либо 

нильпотентна, либо 𝑃 ≅ (𝑍𝑝2 × 𝑍𝑝) , 𝑞 ∤

(𝑝 − 1) и Ω1(𝑃) ⊄ 𝐶(𝑄); 

11. 𝐺 = 𝑄 ⋋ 𝑃, |𝑄| = 𝑞 ≠ 2 и выполняется од-

но из условий: 

11.1. Либо 𝑃 ≅ 𝑀𝑝3 (𝑝 ≠ 2),   либо         

𝑃 ≅ (𝑍𝑝2 × 𝑍𝑝). В каждом из этих 

случаев 𝐶(𝑄) = 𝑄 × Ω1(𝑃); 

11.2. 𝑃 ≅ 𝑄8, [𝑄, 𝑃] ≠ 1; 



Я. Д. Половицкий, Т. М. Коневских 

 20 

12. 𝐺 = 𝑄 ⋋ 𝐵 , [𝑄, 𝐵] ≠ 1 , 𝑄 ≅ 𝑄8  и выполня-

ется одно из условий: 

12.1. 𝐵 = 𝐵1 × 𝐵2 , |𝐵𝑖| = 3 , 𝑖 = 1,2 , 

(𝐵⋂𝑍) = 𝐵2; 

12.2. 𝐵 = 𝑃𝑅 , |𝑃| = 3 , |𝑅| = 𝑟 , 𝑟 ∤ 6 , 𝐺 =
(𝑄 × 𝑅) ⋋ 𝑃, [𝑄, 𝑃] ≠ 1; 

13. 𝐺 = 𝑃0 × (𝑄 ⋋ 𝑃1), |𝑃0| = |𝑃1| = 𝑝,  

|𝑄| = 𝑞 ≠ 2, 𝐺′ ≠ 1; 

14. 𝐺 = 𝑃 × 𝑆, 𝑃  – конечная минимальная не-

циклическая 𝑝 -группа, 𝑆  – либо конечная 

минимальная нециклическая 𝑞-группа, ли-

бо |𝑆| = 𝑞𝑟. 

Замечание 2. Среди конечных W -групп 

есть и неразрешимые – например, простая 

группа 𝐴5. 

Определение 7. (см. [16]). Группу, все 

вторые максимальные подгруппы которой 

циклические, назовем SMC-группой. 

В [16] показано, что всякая конечная 

SMC-группа разрешима. С помощью этого ре-

зультата доказана 

Теорема 11. Всякая конечная 𝐽𝐻�̅� -

группа разрешима. 

Следствие. Класс конечных 𝐽𝐻�̅� -групп 

содержится в объединении классов конечных 

разрешимых минимальных не 𝐽𝐻-групп и ко-

нечных 𝐽𝐻-групп. 

Теорема 12. Конечная группа 𝐺 являет-

ся 𝐽𝐻�̅� -группой тогда и только тогда, когда 

она – группа одного из следующих типов 

(ниже 𝑝, 𝑞, 𝑟 – различные простые числа; не-

которые типы пересекаются): 

1. конечная 𝐽𝐻-группа (они описаны в [13]); 

2. группа одного из типов теоремы 1; 

3. нециклическая группа порядка 𝑝3, 𝑝2𝑞 или 

𝑝𝑞𝑟; 

4. группа одного из следующих типов теоре-

мы 10: 6, 10, 11.2 или типа 9, в котором 

подгруппа 𝑆 циклическая; 

5. 𝐺 = (𝑄 ⋋ 𝑃) × 𝑅, 𝑄 ≅ 𝑄8, |𝑃| = 3,  
|𝑅| = 𝑟, 𝑟 ∤ 6, 𝑃 ⊄ 𝑍(𝐺); 

6. 𝐺 = 𝐻 × 𝐾, 𝐻 – конечная минимальная не-

циклическая группа, 𝐾 ≅ 𝑍𝑝𝑟, 

(|𝐻|, |𝐾|) = 1; 

Из групп теоремы 12 можно выделить 

подкласс класса конечных 𝐽𝐻�̅� -групп – ко-

нечные SMC-группы, описание которых по-

лучено в [16]. 

Теорема 13. Конечная нециклическая 

группа 𝐺 тогда и только тогда является SMC-

группой, когда она – группа одного из следу-

ющих типов (ниже всюду 𝑝, 𝑞, 𝑟 – различные 

простые числа, 𝑍 = 𝑍(𝐺); некоторые типы пе-

ресекаются): 

1. конечная минимальная нециклическая 

группа; 

2. нециклическая группа порядка 𝑝3, 𝑝2𝑞 или 

𝑝𝑞𝑟; 

3. 𝑄16; 

4. 𝐺 = 𝐻 × 𝑄, 𝐻 – конечная минимальная не-

циклическая группа, 𝑄 ≅ 𝑍𝑞, 𝑞 ∤ |𝐻|; 

5. 𝐺 = 𝑄8 ⋋ 𝑍3, 𝑍3 ⊄ 𝑍; 

6. 𝐺 = 𝑍𝑝 ⋋ 𝑄8, 𝑝 ≠ 2, 𝑍𝑝 ⊄ 𝑍; 

7. 𝐺 = 𝐴 ⋋ 𝑄, 𝐴 ≅ 𝑍𝑝2  или 𝐴 ≅ 𝑍𝑝𝑟 , 𝑄 ≅ 𝑍𝑞𝑚 , 

𝑍 ⊂ 𝑄, |
𝑄

𝑍⁄ | = 𝑞; 

8. 𝐺 = 𝑃 ⋋ 𝑄, 𝑃 ≅ 𝑍𝑝, 𝑝 ≠ 2, 𝑄 ≅ 𝑍𝑞𝑚, 𝑚 ≥ 2, 

𝑍 ⊂ 𝑄, |
𝑄

𝑍⁄ | = 𝑞2. 

Замечание 3. В описании SMC-групп в 

[16] большая часть типов таких групп задается 

образующими элементами и определяющими 

соотношениями. При этом в формулировках ря-

да теорем эти задания иногда отличаются от 

тех, что приведены там в доказательствах и 

определяют не SMC-группы. В частности, в ти-

пах 1,4, 5 теоремы 2.7 из [16] циклическая под-

группа < 𝑎 > непростого порядка должна быть 

неинвариантной (это следует из описания ко-

нечных непримарных минимальных нецикличе-

ских групп, являющихся максимальными под-

группами группы 𝐺). Есть и другие неточности 

и опечатки. В типе 9 основной теоремы из [16] 

вместо 𝑏2 = 1  нужно 𝑏4 = 1 , а в типе 7 этой 

теоремы вместо прямого произведения должно 

стоять полупрямое. 

Определение 8. Пусть в группе 𝐺 суще-

ствует такая истинная подгруппа 𝑆 , что вы-

полняется одно из следующих условий: 

1. любые две нециклические под-

группы группы 𝐺 , не содержащиеся в 𝑆 , 

инцидентны; 

2. все истинные подгруппы группы 

𝐺, не содержащиеся в 𝑆, циклические. Та-

кую группу 𝐺 назовем SIN-группой. 

Теорема 14. Конечная группа 𝐺 являет-

ся SIN-группой тогда и только тогда, когда 

она – группа одного из следующих типов (не-

которые из них могут пересекаться; ниже 

всюду 𝑍 = 𝑍(𝐺)): 

1. конечная группа, имеющая не более одной 

нециклической максимальной подгруппы 

(описание таких групп получено в [17]); 

2. 𝐺 = 𝐻 × 𝐴 , 𝐴 ≅ 𝑍𝑘 , (𝑘, |𝐻|) = 1  и выпол-

няется одно из условий: 
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2.1 𝐻  – конечная минимальная нецикли-

ческая группа, |𝜋(𝑘)| = 2; 

2.2 𝐻  – конечная группа с единственной 

нециклической максимальной под-

группой,  |𝜋(𝑘)| = 1; 

3. 𝑄16; 

4. 𝑆𝐷16; 

5. 𝐷8; 

6. 𝐺 = 𝑃 ⋋ 𝐴 , 𝑃  – конечная нециклическая 

p-группа, 𝐴 ≅ 𝑍𝑚, 𝑝 ∤ 𝑚, 𝐴 ⋪ 𝐺,  

𝐹 = 𝐶(𝐴) = 𝑃1 × 𝐴, 𝑃1 ≅ 𝑍𝑙 ,  

Φ(𝑃) ≤ 𝑃1 ≤ 𝑍 , 𝐹
Φ(𝑃)⁄ ⋖ 𝐺

Φ(𝑃)⁄  и вы-

полняется одно из условий: 

6.1. 𝑃1 = Φ(𝑃) , |𝜋(𝑚)| = 2  и для некото-

рой силовской r-подгруппы 𝑅  группы 

𝐴  все истинные R-допустимые под-

группы группы 𝑃 содержатся в 𝑃1; 
6.2. 𝑃1 > Φ(𝑃), 𝐴 = 𝑄 является 𝑞-группой, 

в 𝑃 существует хотя бы одна истинная 

𝑄 -допустимая подгруппа, не содер-

жащаяся в 𝑃1 , и каждая такая под-

группа содержит 𝐺′; 
6.3. 𝑃1 > Φ(𝑃), 𝐴 = 𝑄 является 𝑞-группой, 

для любой 𝑄1 , удовлетворяющей 

условию 1 < 𝑄1 ≤ 𝑄 , все истинные 

𝑄1 -допустимые подгруппы группы 𝑃 , 

не содержащиеся в 𝐹 = 𝐺′ ∙ Φ(𝑃), цик-

лические и содержатся в 𝑃1; 

7. 𝐺 = 𝑃1 × (𝑃2 ⋋ 𝑄), 𝑃1 ≅ 𝑍𝑝𝑛−1,  

|𝑃2| = 𝑝 ≠ 2, 𝑄 ≅ 𝑍𝑞𝑚, 𝐺′ = 𝑃2; 

8. 𝐺 = 𝑃 ⋋ (𝑄 × 𝑅) , |𝑃| = 𝑝 , 𝑄 ≅ 𝑍𝑞𝑚 , 𝑅 ≅

𝑍𝑟𝑡, 𝑄 ⊄ 𝑍, 𝑅 ⊄ 𝑍. 

Заключение 

Каждое из условий инцидентности, 

наложенное на группу, вводит определенные 

ограничения на граф подгрупп этой группы. В 

связи с этим было бы интересно изучить 

свойства таких графов для групп с рядом 

условий инцидентности, сформулированных 

выше в настоящей статье. 
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