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Введение 

Н.Е. Жуковским [1] исследована задача о 

движении неизменяемой материальной плоской 

фигуры в плоскости Лобачевского. Эта задача в 

трехмерном евклидовом пространстве одно-

значно соответствует движению изгибающейся 

(термин Н.Е. Жуковского) материальной псев-

досферической фигуры по неподвижной псев-

досфере, которое эквивалентно ее движению в 

плоскости Лобачевского кривизны .2   

Все точки этой фигуры должны находиться на 

действительной сфере радиуса   псевдоевкли-

дова пространства .1

3R  

Вместе с тем, вследствие существующе-

го гомеоморфизма, данная задача эквивалент-

на задаче о вращении абсолютно твёрдого те-

ла (далее − твердого тела) вокруг неподвиж-

ного полюса в псевдоевклидовом простран-

стве 
1

3R  с метрическим тензором 

)( jiijg ee  , отнесенном к пространству 

конфигураций тела, с компонентами 

,12211  gg 133 g  при i = j; 0ijg  при 

i ≠ j. Здесь ei (i = 1, 2, 3) − орты заданного ко-

ординатного орторепера в пространстве .1

3R  

Согласно проективной модели Э. Бельтрами–

Ф. Клейна, плоскость Лобачевского представ-

ляется в виде внутренних точек абсолюта ги-

перболической плоскости  

,0)()()( 232221  xxxxxg ji

ij  

где 
ji xx , − контравариантные координаты. 

Под твердым телом в пространстве 
1

3R  

понимается материальное тело, расположен-

ное внутри изотропного конуса этого про-

странства, а под неподвижным полюсом О − 

вершина данного конуса. Тогда для радиусов-

векторов точек этого тела имеем 

02  j

s

i

sijs rrgr и данные векторы по опреде-

лению являются собственными.  

Понятия и определения, относящиеся к 

величинам для неевклидовых пространств, 

приведены в работе [2], а также в источниках, 

цитированных в этой работе и в статье [3]. 

 

1. Предварительные положения 

Под геометрией перманентного движения 

(движение здесь рассматривается только в ме-

ханическом смысле) понимаются конфигураци-

онные свойства данного движения, выражаю-

щиеся в характере распределения в простран-

стве осей перманентного вращения тела, по-

строении годографов вектора его угловой ско-

рости и поверхностей, несущих эти оси. 

Введем правые координатные орторе-

перы с общим началом в неподвижном полю-

се О: репер ,0R неподвижный относительно 

инерциального конфигурационного простран-

ства, и репер ,)( 321 xxxOR неизменно связан-

ный с данным телом, оси Oxj которого совме-

щены с его главными в полюсе О осями тен-

зора инерции тела. 

Обозначим: Aj − диагональные элемен-

ты матрицы тензора инерции, являющиеся 

главными осевыми моментами инерции и 

собственными значениями оператора инерции 

тела; )( jω  − его абсолютная угловая ско-

рость. Здесь и всюду далее индекс j принима-

ет значения .3,2,1j  В частности, символ 

)( j  обозначает всю совокупность значений 

.),,( 321   

На тело действует система сил с резуль-

тирующим вектор-моментом: 

,)( ωΓωL k
                     (1) 

где задана кососимметрическая матрица: 

,

0

0

0
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23
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

kk
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Γ                (2) 

kj − введнные постоянные ненулевые (в об-

щем случае) параметры. 

Согласно равенству (1) для компонент 

вектора )( j

k LL  имеем [3]: 

.)(

,)(

,)(

21123

13312

32231







kkL

kkL

kkL

k

k

k







ω

ω

ω

             (3) 

Система сил, порождающая вектор-

момент с компонентами (3), является гиро-

скопической системой (по У. Томсону и П. 

Тэту [4]), а характерная матрица Γ  (2) − ги-

роскопической с элементами − гироскопиче-

скими коэффициентами kj. 

Вместе с моментом (1) на тело действу-

ет система внешних активных сил с результи-
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рующим вектор-моментом L (Lj), постоянным 

относительно орторепера R. 

Движение тела, происходящее под воздей-

ствием моментов LL ,k
 относительно полюса 

О, определяется эволюционной динамической 

системой, представленной в проекциях на коор-

динатные оси подвижного орторепера R [5]: 

.)(

,)(

,)(

32112211233

21331133122

13223322311

LkkAAA

LkkAAA

LkkAAA



















 (4) 

В уравнениях (4) главные осевые момен-

ты инерции 21, AA  − моменты относительно не 

изотропных (идеальных) главных осей Ox1, Ox2, 

а момент A3 − относительно собственной глав-

ной оси инерции Ox3. Моменты инерции тела 

относительно изотропных осей здесь и всюду 

далее не рассматриваются. 

Согласно свойству гомеоморфности 

между движениями тела в псевдоевклидовом 

пространстве и в плоскости Лобачевского 

моменты инерции A1, A2 в этой плоскости яв-

ляются главными моментами инерции сдвига, 

а момент A3 − главным моментом инерции 

вращения тела относительно его центра инер-

ции. При этом каждый главный момент инер-

ции тела на плоскости Лобачевского пред-

ставляется в виде алгебраической суммы со-

ответствующего планарного момента массы 

тела M и величины 
2M  с размерностью мо-

мента инерции [2]. 

Уравнения (4) представляют 9-пара-

метрическую автономную динамическую си-

стему с квадратичной нелинейностью, содер-

жащую инерционные, гироскопические и мо-

ментно-силовые параметры.  

Целью работы является определение 

динамических и кинематических свойств 

перманентных движений твердого тела, дви-

жущегося согласно системе уравнений (4) при 

заданных предпосылках: необходимых усло-

вий существования перманентного движения, 

его кинематических характеристик и геомет-

рической структуры множества осей перма-

нентного движения относительно координат-

ного орторепера R. 

2. Интегралы динамической системы 

Определим условия существования об-

щих первых алгебраических интегралов си-

стемы уравнений (4). Введем матрицу момен-

тов инерции ),,(diag 321 AAAA , линейную 

по ωj форму: 

)0()( 2

3322111  Lω LLLF   

и докажем следующее утверждение. 

Теорема 1. Для того, чтобы система 

уравнений (4) допускала первый квадратич-

ный по ωj интеграл 

,)0()( 2

1  hhI ωAω         (5) 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 

условие: 

,),0[(0)(1  TtF ω         (6) 

где h − постоянная интегрирования. 

Доказательство. Необходимость. 

Дифференцируя равенство (5) по t, в силу 

уравнений системы (4), выделяя форму F1, 

получаем условие (6). 

Достаточность. Исключая из заданно-

го равенства (6) параметры Lj в силу уравне-

ний системы (4), путем выделения формы F1 

получаем равенство (5), являющееся первым 

интегралом динамической системы (4). 

Условие (6) выражает равенство нулю 

величины мощности системы сил, порожда-

ющей результирующий вектор-момент актив-

ных внешних сил L [4]. 

Следствие 1. Интеграл (5) существует 

тогда и только тогда, когда величина мощности 

вектор-момента L тождественно равна нулю. 

При этом для любого Tt  векторы ω, L ≠ 0 

взаимно ортогональны, либо имеем L = 0. 

Замечание. Величина мощности вектор-

момента 
k

L тождественно равна нулю соглас-

но определяющему свойству мощности при 

вращении тела [4, c. 104]. 

Пусть )( jGG  − вектор кинетического 

момента тела относительно полюса О: 

,)( 332211 eeeωG GGG   

где ej − орты осей jOx  репера R, )( jjG  − 

кинетические моменты тела относительно 

осей этого орторепера (Gj = Aj ωj + kj ). 

Введем линейную по ωj форму: 

)0()()( 2
3

1

2  
j

jjjj LkAF Lω   

и приведем утверждение. 

Теорема 2. Для того чтобы динамиче-

ская система (4) имела первый квадратичный 

по ωj интеграл 
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,)()()( 22

3

2

2

2

12 HGGGI        (7) 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 

условие: 

,)(0)(2 TtF ω                  (8) 

где H ≠ 0 − постоянная интегрирования. 

Доказательство теоремы проводится 

аналогично предыдущему, на основе уравне-

ния теоремы об изменении кинетического 

момента тела: 

.)3,2,1()(  rG r

r
LGωe  

Следствие 2. Квадратичный первый 

интеграл (7) существует тогда и только тогда, 

когда, согласно условию (8), векторы G (ω), L 

при L ≠ 0 для значений Tt  взаимно орто-

гональны, либо когда L = 0. 

Следствие 3. Если ненулевые векторы 

G, ω не коллинеарны, то векторы G, ω, L ≠ 0 

образуют некомпланарную тройку векторов 

при условиях следствий 1, 2.  

Очевидно, что для системы уравнений 

(4) при L = 0 существует первый интеграл 

,)( sconstkωAωG G        (9) 

где )( jss  − орт постоянного направления в 

инерциальном пространстве относительно ор-

торепера R0, заданного начальным условием. 

Тогда, согласно равенству (9), имеет место 

инвариант: 

,2

3

2

2

2

1

2

3  sssI s         (10) 

являющийся при L = 0 тривиальным первым 

интегралом системы уравнений (4). Здесь зна-

чения )0,1,1(   в случаях, при которых 

орт s − собственный, идеальный и изотроп-

ный, соответственно. 

В равенствах (5), (7), (10) интеграл энер-

гии I1 выражает свойство гироскопичности мо-

ментно-силового воздействия на тело; интеграл 

модуля кинетического момента I2 порожден 

группой симметрий и выражает постоянность 

его величины. Интеграл I3 отражает свойство 

инвариантности относительно действия группы 

поворотов по отношению к направлению орта s, 

порождающего векторное поле этой группы. 

Этим же интегралом определяется пятимерное 

фазовое пространство тела. 

3. Свойства перманентных движений 

Рассмотрим движения твердого тела, 

являющиеся его вращениями вокруг главных 

осей инерции (осей орторепера R) с постоян-

ными скоростями 
0

j  (перманентные враще-

ния) [5]: 

.)],0,0(;)0,,0(;)0,0,[( 0

3

0

2

0

1

0 ω    (11) 

Теорема 3. Для того чтобы твердое те-

ло, движение которого определяется системой 

уравнений (4), совершало перманентные вра-

щения (11) вокруг главных осей инерции тела, 

необходимо, чтобы компоненты результиру-

ющего вектор-момента L были заданы в виде, 

соответственно 

,)0,,(

,),0,(

,),,0(

0

31

0

323

0

21

0

232

0

12

0

131







kk

kk

kk







L

L

L

              (12) 

где символ Lj  обозначает совокупность коор-

динат этого вектора по оси номера j. 

Доказательство теоремы проводится пу-

тем вычислений на основе условий (11) и 

уравнений системы (4). 

Следствие 4. При перманентном вра-

щении (11), согласно равенствам (12), вектор-

момент L ортогонален оси перманентного 

вращения (ОПВ) тела и векторы k, L взаимно 

ортогональны (L ≠ 0).  

Рассмотрим особенности случаев пер-

манентного вращения тела, обозначая элемен-

ты упорядоченного множества ),( 0
Lω  (11), 

(12) через ,),,( 321 BBB соответственно (далее 

нулевой индекс при величинах ωj для перма-

нентного движения опущен). 

При движениях 21, BB векторы Lk,  

расположены в псевдоевклидовых плоско-

стях, а при движении B3 они могут находиться 

в евклидовой, полуевклидовой или псевдо-

евклидовой плоскостях. Вследствие этого в 

случаях ,, 21 BB  если k − собственный вектор, 

то L − вектор идеальный. В случае, при кото-

ром k − идеальный вектор, L − собственный 

вектор. Если же вектор k − изотропный, то 

вектор L − либо идеальный, либо изотропный. 

При движении B3 вектор L − идеальный, а 

вектор k может быть собственным, идеаль-

ным или изотропным. 

Теорема 4. В перманентном движении 

тела относительно любых ОПВ, если это дви-

жение существует, то при любых вектор-

параметрах Lk,  имеют место тождества:  

,0332211  LLL                (13) 
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.0)(

)()(

3333

2221111





LkA

kALkA




      (14) 

Доказательство проводится путем стан-

дартных вычислений на основе уравнений си-

стемы (4). 

Равенства (13), (14) отражают свойства 

перманентного движения, идентичные упомя-

нутым ранее свойствам этого движения по 

отношению к взаимному расположению пар 

векторов ω, L и G, L, а также векторов k, L. 

Определим выражения для величин ωj в 

общем случае перманентного движения, при 

котором система уравнений (4) принимает 

вид: 

.)(

,)(

,)(

321122112

213311331

132233223

LkkAA

LkkAA

LkkAA













  (15) 

Выражая из системы (15) последователь-

но величины ,, 31  согласно третьему и пер-

вому уравнениям, получаем, соответственно: 

2212

321
1

)( kAA

Lk









                (16) 

при условиях 

,0)(,)( 2212

1

212   kAAkAA  

2232

123
3

)( kAA

Lk









               (17) 

при .)( 2

1

322 kAA   

Подставляя выражения (16), (17) во 

второе уравнение системы (15), в результате 

получаем 

,0021

2

22  PPP                  (18) 

где обозначено 

,)()( 232212 LAAAAP   

,)(

)2()(

3321

2232111321

LkAA

LkAAALkAAP





,)( 231310 NkLLAAP   





3

1

.),(
j

jj LkN Lk  

Определяющее уравнение (18) с дис-

криминантом 20

2

1 4),( PPPD Lk  при 

условии 

0)( 221  LAA                    (19) 

в пространстве параметров Lj имеет область 

действительных корней с границей D = 0, яв-

ляющейся алгебраической поверхностью тре-

тьего порядка. Полагая, 

,),( 11 DPN Lk              (20) 

согласно уравнению (18), при требуемых 

условиях D > 0, (19) получаем: 

,)2(),( 1

1

22 NP Lk              (21) 

откуда в силу соотношений (16), (17) следует: 

.
)(2

2
),(

,
)(2

2
),(

13222

1312
3

11222

1132
1

NAAkP

NkLP

NAAkP

NkLP











Lk

Lk





    (22) 

При этом должны выполняться условия: 

.0),(2 1321222  NAAAAkP     (23) 

Таким образом, установлено следующее 

утверждение. 

Теорема 5. Если перманентное состоя-

ние твёрдого тела, движущегося согласно си-

стеме уравнений (4), существует, то оно соот-

ветствует режиму, определяемому равенства-

ми (20)−(22) при условиях (19), (23). 

Равенства (20)−(22) представляют собой 

двупараметрические (по вектор-параметрам k, 

L) уравнения подвижного годографа вектора 

ω (термин [6]) относительно орторепера R.  

Согласно равенствам (20) при D > 0 су-

ществуют два режима перманентного движе-

ния тела, которые на границе D = 0 переходят 

в один общий режим. 

Исключая из системы равенств (21), 

(22) величину N1 , определяемую выражением 

(20), при условии (19) получаем уравнения 

подвижного (относительно орторепера R) го-

дографа вектора ω в явной форме: 

,
)()( 3332

321

1112

123
2

kAA

kL

kAA

kL


















 (24) 

справедливые при условиях: 

.])(,)[(),( 3

1

321

1

1231 kAAkAA    

Рассмотрим случай осевой кинетиче-

ской симметрии тела, при котором для систе-

мы уравнений (15) выполняется условие 

21 AA                            (25) 

с присоединенным к нему ограничением 

.02

2

2

1  kk                         (26) 
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Полагая в силу условия (26), в даль-

нейшем ,02 k из третьего уравнения систе-

мы (15) при ограничении (25) находим: 

.)( 321

1

21 Lkk                     (27) 

Введем условия 

0)(

,0,0

32131

322110





kkLAA

LLkLkN
       (28) 

и подставим выражения (17), (27) во второе 

уравнение системы (15). Тогда при условиях 

(28) получаем: 

,
)(

),(
031

0
2

NAA

P


Lk           (29) 

откуда, согласно зависимости (27), следует: 

.
)(

)(
),(

031

13231
1

NAA

NkLLAA




Lk     (30) 

Из равенства (17) согласно соотноше-

нию (29) находим: 

.
)(

),(
331

3
LAA

N


Lk            (31) 

В результате доказана следующая 

Теорема 6. Если перманентное движе-

ние твердого тела, состояние которого подчи-

нено уравнениям (4), существует, то оно со-

вершается в режиме, определяемом равен-

ствами (29)−(31) при условиях (25), (26), (28). 

Таким образом, теоремы 5, 6 выражают 

необходимые условия существования перма-

нентного состояния твердого тела, движуще-

гося согласно уравнениям системы (4) при за-

данных ограничениях. 

Равенства (29)−(31) при указанных 

условиях истолковываются как двупарамет-

рические уравнения подвижного годографа 

вектора угловой скорости тела. 

Полагая 021 kkN  и исключая из ра-

венств (29)−(31) величину N, получаем урав-

нения подвижного годографа вектора угловой 

скорости тела в явной форме: 

,

)()(

3321

3120132102





Lkk

LLNkLLNk




 (32) 

представленные относительно подвижного 

орторепера R. 

Уравнения (32) линейны по компонен-

там ωj , в отличие от нелинейных уравнений 

(24), относящихся к кинетически несиммет-

ричному случаю. Вследствие этой линейности 

для случая с условием (25) имеем единствен-

ный режим перманентного движения тела. 

Из равенств (32) следует система: 

,

,

3120332

32112

LLNLk

Lkk








 

представляющая в пространстве переменных 

ωj уравнения двух непараллельных плоско-

стей, взаимное пересечение которых опреде-

ляет прямую − подвижный годограф вектора 

скорости ω. 

4. Конус осей перманентных  

вращений 

Оси перманентных вращений (ОПВ) 

твердого тела, движущегося вокруг непо-

движного полюса в однородном силовом поле 

были открыты Б.К. Млодзеевским и О. 

Штауде [7, c. 142] в 1894 г. Конус ОПВ тела в 

поле силы тяжести исследован В.В. Румянце-

вым [8] и П.В. Харламовым [9]. 

Известно, что если ОПВ тела существу-

ет, то эта ось неподвижна относительно каж-

дого из координатных ортореперов R0, R. 

Пусть  )(, jeeω  орт ОПВ относитель-

но орторепера R. Тогда в перманентном дви-

жении имеем: 

,)3,2,1(,  je jj  eω    (33) 

причем s = e и имеет место условие: 

,)0,1,1(,2  e            (34) 

где указанные значения параметра   соответ-

ствуют собственному, идеальному и изотроп-

ному ортам e.  

Поскольку орт s здесь совмещен с e и 

постоянное направление в инерциальном про-

странстве задается постоянным вектором L, 

то jj eLLL  ,eL  (j = 1, 2, 3), где 

,LL а величина параметра   определяет-

ся равенствами (34).  

Согласно равенствам (33), из уравнений 

(15) следует система: 

.)()(

,)()(

,)()(

3211221

2

12

2133113

2

13

1322332

2

32

eLekekeeAA

eLekekeeAA

eLekekeeAA













(35) 

Рассмотрим систему уравнений (35) при 

условиях 

.0, 32121  eeeAA            (36) 
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Обозначая левые части уравнений (35) 

через 321 ,, VVV  и составляя линейную комби-

нацию вида ,332211
eVeVeV   согласно ра-

венствам (34), в результате соответственно 

получаем: 

.

)()(

)()(

)()(

332211

3211223113

1233221321

1323132123

LeLeLeL

ekekekek

ekekeAA

eAAeAA















(37) 

Поверхность (37) в пространстве квази-

координат ωj относительно орторепера R яв-

ляется несущей для множества ОПВ поверх-

ностью второго порядка с геометрическими 

инвариантами: 

,)3,2,1()(Tr

,)()()(

,
4

1

,)(0,)(

,)4,...,1(),(][det

3

133221

3212

1











iaS

AAAAAAQ

eeeQS

jiajiaa

jiaS

ii

ijjiij

ij

(38) 


)321(

2

124 ,aS  

где параметры aij определяются равенствами 

.

,2,2

,)(2,)(2

,)(2,)(2

44

211234311324

23321423131

1322332112

La

ekekaekeka

ekekaeAAa

eAAaeAAa









 

В равенстве (38) для S4 символ (1, 2, 3) под 

знаком суммы обозначает суммирование по 

величинам с данными индексами согласно 

правилу их циклической перестановки. 

Поверхность (37) в начале координат 

касается плоскости:  

.0)(

)()(

31221

2311312332









ekek

ekekekek
      (39) 

Согласно условиям (36), для инвариан-

тов (38) в этом случае имеем: 

,0,0,0 4231  SSSS        (40) 

в силу чего поверхность с уравнением (37) − 

действительный невырожденный конус вто-

рого порядка. В соответствии с условиями 

(33), (40) этот конус является конусом ОПВ с 

вершиной в полюсе О. 

Асимптотическим конусом поверхности 

(37) является аналог конуса Штауде: 

,0)(

)()(

21321

1323132123









eAA

eAAeAA
 

существующий в пространстве 
1

3R , в который 

предельным при 0k  переходом преобра-

зуется  поверхность (37). 

Если вектор )( eω ортогонален коор-

динатной плоскости 21xxO  орторепера R, то 

при )0(  kkek  плоскость с уравнением 

(39) не существует. При этом сферическая кри-

вая, являющаяся множеством точек пересече-

ния конуса ОПВ с единичной сферой, центр ко-

торой совпадает с полюсом О, является направ-

ляющей конуса осей перманентных вращений. 

В случае осевой кинетической симмет-

рии тела, при условии (25), согласно равен-

ству (38) для S2 имеем 02 S  и поверхность 

(37) не является центральной. Здесь могут 

иметь место случаи вырождения конуса ОПВ, 

при которых должно быть либо L = 0, либо, если 

L ≠ 0, то вектор e должен являться изотропным. 

При этом вектор )( ek  должен быть ортого-

нальным плоскости 21xxO  репера R. 

5. Виды несущих поверхностей 

Рассмотрим классификацию случаев, 

при которых несущая поверхность общего 

вида (37) порождает частные виды действи-

тельных множеств ОПВ. 

При условиях (36) имеем 02 S  и по-

верхность (37) является центральной, соот-

ветствующей гиперболоидам: однополостно-

му для 01 S  и двуполостному для .01 S  В 

пограничном случае, при котором ,01 S  

имеем действительный конус ОПВ. 

Если, в отличие от условий (40), при-

нять ,0,0 21  SS  то получаем гиперболи-

ческий параболоид, а при ,021  SS  если 

выполняется дополнительное условие 

 
)321(

4412241412 ,0)2( aaaaa  

то существуют две распавшиеся плоскости. 

Таким образом, среди частных видов 

несущих поверхностей имеются линейчатые 

поверхности, образующие которых могут яв-

ляться ОПВ. Другие возможные случаи вы-

рождения несущих поверхностей здесь не 

рассматриваются. 



Н. Н. Макеев 

62 

Аналогичная классификация поверхно-

стей, несущих ОПВ в евклидовом простран-

стве, для твердого тела, движущегося вокруг 

неподвижного центра в однородном поле си-

лы тяжести, приведена П.В. Харламовым [9]. 

Определение видов геометрических по-

верхностей, несущих ОПВ, принципиально 

важно для исследования устойчивости и 

управляемости перманентного движения тела, 

а также для применения качественных мето-

дов исследования данного движения в про-

странстве состояний динамической системы. 

Заключение 

Свойства перманентного вращения ги-

ростата, движущегося вокруг неподвижного 

полюса в свободном от силовых полей евкли-

довом пространстве, происходящего под воз-

действием постоянного силового вектор-

момента, исследованы в аналогичной задаче, 

содержащейся в работе [10]. Ее динамическим 

аналогом является задача, относящаяся к 

псевдоевклидову пространству, приведенная в 

настоящей работе. 

Сопоставление результатов этих работ 

показывает наличие некоторых общих анало-

говых признаков и свойств перманентных 

движений, совершаемых в соответствующих 

случаях. В частности, как в евклидовом, так и 

в псевдоевклидовом пространстве, при пер-

манентном движении существует взаимная 

ортогональность пар векторов ω, L, и G, L 

для L ≠ 0. Кроме того, при k = 0, 

0)( 21  LAA в пространстве 
1

3R  несущая 

поверхность общего вида (37) для ОПВ явля-

ется аналогом конуса Штауде, существующе-

го в этом пространстве. 

Исследование режимов перманентного 

движения тела с применением подвижного 

годографа вектора угловой скорости открыва-

ет возможность рассмотрения свойств этого 

движения в касательном пространстве с ана-

лизом касательного расслоения многообразий. 

Нахождение этого поля и его применение в 

случае псевдоевклидова пространства в пред-

ставленной задаче осуществляется, по-

видимому, впервые.  
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