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Abstract. One two-stage optimal control problem is considered, which is described by systems of second-

order hyperbolic equations with Goursat boundary conditions. The formula of the first order increment of 

the functional is constructed which allows is to prove the necessary optimality condition of the type max-

imum principle L.S. Pontryagin. In the case of convexity of control domains a linearized integral maxi-

mum condition is proved. An analogue of the differential maximum condition is given. Assuming the 

openness of the control domains an analogue of the Euler equations is established. 
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Введение 

Начиная с работы [1], в дальнейшем, в 

работах [2–8] и др., получен ряд необходимых 

условий оптимальности для задач оптималь-

ного управления, описываемых гиперболиче-

скими уравнениями второго порядка с крае-

выми условиями Гурса. 

В предлагаемой же работе исследуется 

одна задача оптимального управления с пере-

менной структурой, описываемая краевыми 

задачами Гурса–Дарбу. 

Установлен ряд необходимых условий 

оптимальности первого порядка. 

Заметим, что ряд задач оптимального 

управления с переменной структурой (иногда 

их называют ступенчатыми задачами опти-

мального управления), описываемый обыкно-

венными дифференциальными уравнениями 

исследованы в работах [9–12] и др. 

1. Постановка задачи  

Предположим, что 𝐷𝑖 = [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] ×
[𝑥0, 𝑥1], 𝑖 = 1,2,  заданные прямоугольни-

ки,  (𝑇𝑖, 𝑋𝑖), 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, (𝑡0 < 𝑇1 < ⋯ < 𝑇𝑘 ≤
𝑡1, 𝑥0 < 𝑋1 < ⋯ < 𝑋𝑘  ≤ 𝑥1 ), (𝜃𝑖, 𝜉𝑖), 𝑖 =
1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, (𝑡1 < 𝜃1 < ⋯ < 𝜃𝑘 ≤ 𝑡2, 𝑥0 < 𝜉1 < ⋯ <
𝜉𝑘  ≤ 𝑥1 )  заданные точки, 𝑈1 ⊂ 𝑅𝑟, 𝑈2 ⊂ 𝑅𝑞 

заданные компактные подмножества, 

𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥) измеримые 𝑟  и q-мерные со-

ответственно, вектор-функции управляющих 

воздействий, удовлетворяющие ограничениям 

𝑢1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈1 ⊂ 𝑅𝑟, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1,              (1) 

𝑢2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈2 ⊂ 𝑅𝑞 , (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2.               (2) 

Совокупность (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  управ-

ляющих функций 𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥) с вышепри-

веденными свойствами, назовем допустимым 

управлением. 

Предположим, что управляемый двух-

этапный процесс описывается системами не-

линейных гиперболических уравнений Дарбу: 

𝑧𝑡𝑥 = 𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥 , 𝑢1), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1,         (3) 

𝑦𝑡𝑥 = 𝑓2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑦𝑡 , 𝑦𝑥 , 𝑢2), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2        (4) 

с краевыми условиями Гурса: 

𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝑎(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1], 
𝑧(𝑡, 𝑥0) = 𝑏1(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1],            (5) 

𝑎(𝑥0) = 𝑏1(𝑡0), 

𝑦(𝑡1, 𝑥) = 𝐵𝑧(𝑡1, 𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1], 
𝑦(𝑡, 𝑥0) = 𝑏2(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2].            

𝐵𝑧(𝑡1, 𝑥0) = 𝑏2(𝑡1).               (6) 

Здесь 𝑎(𝑥),  𝑏𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,2 −  заданные 

абсолютно-непрерывные n-мерные вектор-

функции, 𝐵 −  заданная (𝑛 × 𝑛)  постоянная 

матрица, 𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥 , 𝑢1),
𝑓2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑦𝑡 , 𝑦𝑥 , 𝑢2) − заданные 𝑛-мерные век-

тор-функции, непрерывные по совокупности 

переменных вместе с частными производны-

ми по (𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥), (𝑦, 𝑦𝑡 , 𝑦𝑥) соответственно. 

Предполагается, что каждой паре 

(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  допустимых управляющих 

функций 𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥) соответствует един-

ственное абсолютно-непрерывное решение (в 

смысле [4–6]) (𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) краевой задачи 

(3)–(6). 

Считая  𝜑1(𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑘), 𝜑2(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑘) 

заданными непрерывно-дифференцируемыми 

скалярными функциями, рассмотрим задачу 

нахождения минимального значения много-

точечного функционала  

𝑆(𝑢1, 𝑢2)

= 𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) + 

+𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘 , 𝜉𝑘)),    (7) 

при ограничениях (1)–(6). 

Допустимое управление, доставляющее 

минимальное значение функционалу (7), при 

ограничениях (1)–(6) назовем оптимальным 

управлением, а соответствующий процесс 

(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) −  оптималь-

ным процессом. 
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2. Вспомогательные построения 

Считая (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)),

(�̅�1(𝑡, 𝑥), �̅�2(𝑡, 𝑥), 𝑧̅(𝑡, 𝑥), �̅�(𝑡, 𝑥))  допустимы-

ми процессами введем обозначения 

𝑢𝑖(𝑡, 𝑥) = �̅�𝑖(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1,2, 𝑧̅(𝑡, 𝑥) = 

= 𝑧(𝑡, 𝑥) + ∆𝑧(𝑡, 𝑥), �̅�(𝑡, 𝑥) = 

=  𝑦(𝑡, 𝑥) + ∆ 𝑦(𝑡, 𝑥) 
и запишем выражение функционала качества 

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 𝑆(�̅�1, �̅�2) − 𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= [𝜑1(𝑧̅(𝑇1, 𝑋1), 𝑧̅(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧̅(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) − 

𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))] + 

+[𝜑2( �̅�(𝜃1, 𝜉1), �̅�(𝜃2, 𝜉2), … , �̅�(𝜃𝑘, 𝜉𝑘)) − 

−𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))].  (8) 

Из введенных обозначений следует, что 

приращение (∆𝑧(𝑡, 𝑥), ∆𝑦(𝑡, 𝑥))  состояния 

(𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥))  является решением краевой 

задачи 

∆𝑧𝑡𝑥 = 𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑧̅(𝑡, 𝑥), 𝑧�̅�(𝑡, 𝑥), 𝑧�̅�(𝑡, 𝑥), �̅�1(𝑡, 𝑥)) 

−𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑡(𝑡, 𝑥), 𝑧𝑥(𝑡, 𝑥), 𝑢1(𝑡, 𝑥)),     (9) 

∆𝑧(𝑡0, 𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1], 
∆𝑧(𝑡, 𝑥0) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1],            (10) 

∆𝑦𝑡𝑥 = 

= 𝑓2(𝑡, 𝑥, �̅�(𝑡, 𝑥),  �̅�𝑡(𝑡, 𝑥),  �̅�𝑥(𝑡, 𝑥), �̅�2(𝑡, 𝑥)) − 

−𝑓2(𝑡, 𝑥, 𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑦𝑡(𝑡, 𝑥), 𝑦𝑥(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥)),   (11) 

∆𝑦(𝑡1, 𝑥) = 𝐵∆𝑧(𝑡1, 𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1], 
∆𝑦(𝑡, 𝑥0) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2].           (12) 

Считая 𝜓𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1,2 пока произволь-

ными n-мерными вектор-функциями, введем 

функции (аналоги функции Гамильтона–

Понтрягина)   

𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥 , 𝑢1, 𝜓1) = 

= 𝜓1
′𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥 , 𝑢1), 

𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑦𝑡 , 𝑦𝑥 , 𝑢2, 𝜓2) = 

= 𝜓2
′𝑓2(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑦𝑡 , 𝑦𝑥 , 𝑢2). 

Для простоты дальнейших изложений 

введем обозначения типа 

𝑝1 = (𝑧, 𝑧𝑡 , 𝑧𝑥)′, 𝑝2 = (𝑦, 𝑦𝑡 , 𝑦𝑥)′, 

∆�̅�𝑖
𝐻𝑖[𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝜓𝑖] ≡ 

≡ 𝐻𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , �̅�𝑖, 𝜓𝑖) − 𝐻𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝑢𝑖, 𝜓𝑖), 
𝜕𝐻𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝑢𝑖, 𝜓𝑖)

𝜕𝑝𝑖
=

𝜕𝐻𝑖[𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝜓𝑖]

𝜕𝑝𝑖
, 

∆𝐻𝑖[𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝜓𝑖] ≡ 

≡ 𝐻𝑖(𝑡, 𝑥, �̅�𝑖, �̅�𝑖, 𝜓𝑖) − 𝐻𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝑢𝑖, 𝜓𝑖), 
∆�̅�𝑖

𝑓𝑖[𝑡, 𝑥] = ∆�̅�𝑖
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑢𝑖(𝑡, 𝑥)). 

Здесь и в дальнейшем (′) штрих означа-

ет для векторов скалярное произведение, а 

для матриц – операцию транспонирования.  

Учитывая введенные в рассмотрение 

функции Гамильтона–Понтрягина из тож-

деств (9), (11) получим, что  

∫ ∫ 𝜓1
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

= ∫ ∫ ∆𝐻1[𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝜓1]

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡,        (13) 

∫ ∫ 𝜓2
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

= 

= ∫ ∫ ∆𝐻2[𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝜓2]

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑥𝑑𝑡.            (14) 

Учитывая введенные обозначения (13), 

(14), формула приращения (8) функционала 

качества (7) записывается в виде  

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 𝑆(�̅�1, �̅�2) − 𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= [𝜑1(𝑧̅(𝑇1, 𝑋1), 𝑧̅(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧̅(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) − 

−𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘, 𝑋𝑘))] + 

+[𝜑2( �̅�(𝜃1, 𝜉1), �̅�(𝜃2, 𝜉2), … , �̅�(𝜃𝑘, 𝜉𝑘)) − 

−𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))] + 

+ ∫ ∫ 𝜓1
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ [∆�̅�1
𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1) +

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

+𝐻1(𝑡, 𝑥, �̅�1, �̅�1, 𝜓1) − 

−𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, �̅�1, 𝜓1)]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+ ∫ ∫ 𝜓2
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ ∫ [∆�̅�2
𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

+ 

+𝐻2(𝑡, 𝑥, �̅�2, �̅�2, 𝜓2) − 

−𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, �̅�2, 𝜓2)]𝑑𝑥𝑑.             (15) 

Применяя формулу Тейлора, приращение (15) 

критерия качества преобразуется к виду  

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= ∑
𝜕𝜑1

′ (𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑧𝑖
×

𝑘

𝑖=1
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× ∆𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖) + 𝑜1 (∑‖∆𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

∑
𝜕𝜑2

′ (𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘 , 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

× 

× ∆𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖) + 𝑜2 (∑‖𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+ ∫ ∫ 𝜓1
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 −

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫ ∫ ∆�̅�1
𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)𝑑𝑥𝑑𝑡 −

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫ ∫
𝜕∆�̅�1

𝐻′
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑝1
∆𝑝1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑝1
∆𝑝1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫ ∫ 𝑜3 (∑‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥)‖

𝑘

𝑖=1

) 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+ ∫ ∫ 𝜓2
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ ∫ ∆�̅�2
𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ ∫
𝜕∆�̅�2

𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑝2
∆𝑝2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

 

− ∫ ∫
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑝2
∆𝑝2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ ∫ 𝑜4 (∑‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥)‖

𝑘

𝑖=1

) 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

.           (16) 

Здесь и в дальнейшем, ‖𝛼‖ есть норма 

вектора 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)′ , определяемая 

формулой ‖𝛼‖ = ∑ |𝛼𝑖|𝑛
𝑖=1 , а о(𝛼) − есть вели-

чина более высокого порядка, чем 𝛼.  

Принимая во внимания краевые условия 

(10), (12), можно убедиться в справедливости 

тождеств  

∆𝑧(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ ∆𝑧𝜏𝑠(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡0

, 

 ∆𝑧𝑡(𝑡, 𝑥) = ∫ ∆𝑧𝑡𝑠(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠,

𝑥

𝑥0

      

∆𝑧𝑥(𝑡, 𝑥) = ∫ ∆𝑧𝜏𝑥(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏,

𝑡

𝑡0

            (17) 

∆𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝐵∆𝑧(𝑡1, 𝑥) + ∫ ∫ ∆𝑦𝜏𝑠(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

, 

 ∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥) = ∫ ∆𝑧𝑡𝑠(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠,

𝑥

𝑥0

      

∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥) = 𝐵∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥) + 

∫ ∆𝑦𝜏𝑥(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏.

𝑡

𝑡1

                    (18) 

Учитывая тождество (17), и применяя 

теорему Фубини, из (18) получим, что  

∆𝑦(𝑡, 𝑥) = ∫ ∫ 𝐵∆𝑧𝜏𝑠(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏 +

𝑥

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

+ ∫ ∫ ∆𝑦𝜏𝑠(𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

,            (19) 

∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥) = ∫ 𝐵∆𝑧𝑡𝑥(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏

𝑡1

𝑡0

+ 

+ ∫ ∆𝑦𝜏𝑥(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏.

𝑡

𝑡1

                     (20) 

Предположим, что 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥) – характери-

стическая функция области [𝑡0, 𝑇𝑖] × [𝑥0, 𝑋𝑖] , 

𝛽𝑖(𝑡, 𝑥)  – характеристическая функция обла-

сти [𝑡1, 𝜃𝑖] × [𝑥0, 𝜉𝑖], а 𝛾𝑖(𝑥) – характеристиче-

ская функция отрезка [𝑥0, 𝜉𝑖]. Тогда ∆𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖) 

и ∆𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)  с учетом (17), (20), могут быть 

представлены в виде  

∆𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖) = 

= ∫ ∫ 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

,    (21) 

∆𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖) = ∫ ∫ 𝛾𝑖(𝑥)𝐵∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

+

𝑡1

𝑡0

 

+ ∫ ∫ 𝛽𝑖(𝑡, 𝑥)∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

.  (22) 
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Далее на основе тождеств (17)–(20), и 

теоремы Фубини получаем справедливость 

соотношений 

∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧
∆𝑧(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

= 

= ∫ ∫ (∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝜏, 𝑠, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧
𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥1

𝑥 

𝑡1

𝑡 

)

′𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 .                       (23) 
 

∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧𝑡
∆𝑧𝑡(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

=   

= ∫ ∫ (∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑠, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧𝑡
𝑑𝑠

𝑥1

𝑥 

)

′

×

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

   

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡,                               (24) 

∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧𝑥

∆𝑧𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

=

= ∫ ∫ (∫
𝜕𝐻′

1(𝜏, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧𝑥

𝑑𝜏

𝑡1

𝑡 

)

′𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

×    

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡,                           (25) 

∑
𝜕𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑧𝑖
×

𝑘

𝑖=1

 

× ∆𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖) = ∫ ∫ ∑ 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)

𝑘

𝑖=1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

×      

×
𝜕𝜑′1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑧𝑖
× 

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑥𝑑𝑡 .                     (26) 

∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦
∆𝑦(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

=

= ∫ ∫ (∫ ∫
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦
𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥1

𝑥 

𝑡2

𝑡 

)

′𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

× 

× ∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡+ 

+ ∫ ∫ ( ∫ ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦
𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥1

𝑥 

𝑡2

𝑡1 

)

′𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

×  

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡,                               (27) 

∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑡
∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

= 

= ∫ ∫ (∫
𝜕𝐻2[𝑡, 𝑠, 𝑝2, 𝜓2]

𝜕𝑦𝑡
𝑑𝑠

𝑥1

𝑥 

)

′

×

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

  

× ∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 .              (28) 

∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑥
∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

= 

= ∫ ∫ (∫
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑥
𝑑𝜏

𝑡2

𝑡 

) ×′

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

 

× ∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+ ∫ ∫ ( ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑥
𝑑𝜏

𝑡2

𝑡1 

)

′𝑥1

𝑥0

×

𝑡1

𝑡0

 

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥),                       (29) 

∑
𝜕𝜑2

′ (𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘 , 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

× 

× ∆𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖) =  

= ∫ ∫ ∑
𝜕𝜑2

′ (𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘 , 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

× 

× 𝛽𝑖(𝑡, 𝑥)∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 

+ ∑ ∫ ∫ 𝛾𝑖(𝑥)
𝜕𝜑2

′ (𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

𝑘

𝑖=1

 

× 𝐵∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡.              (30) 

Теперь, учитывая тождества (29)–(30) в 

формуле приращения (16), и группируя по-

добные члены, получим, что  

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = ∫ ∫ [∑ 𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)

𝑘

𝑖=1

×

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

×
𝜕𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑧𝑖
− 
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− ∫ ∫ [∑ 𝛾𝑖(𝑥)

𝑘

𝑖=1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

×
𝜕𝜑2

′ (𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘 , 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖
] − 

− ∫ ∫ (∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝜏, 𝑠, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧
𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥1

𝑥 

𝑡1

𝑡 

 

–

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑠, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧𝑡
𝑑𝑠

𝑥1

𝑥 

− 

− ∫
𝜕𝐻′

1(𝜏, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑧𝑥
𝑑𝜏 +

𝑡1

𝑡 

𝛽𝑖(𝑡, 𝑥)𝐵′ × 

×
𝜕𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖
− 

− ∫ ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦
𝑑𝑠𝑑𝜏 −

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

 

− ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑥
𝐵𝑑𝜏

𝑡2

𝑡1 

]

′

× 

× ∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+ ∫ ∫ [∑
𝜕𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘 , 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

× 

× 𝛽𝑖(𝑡, 𝑥) − 

− ∫ ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦
𝑑𝑠𝑑𝜏 +

𝑥1

𝑥 

𝑡2

𝑡 

 

+ ∫
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑠, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑡
𝑑𝑠

𝑥1

𝑥 

+ 

+ ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2(𝜏, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑦𝑥
𝑑𝜏

𝑡2

𝑡1 

] × 

× ∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

− ∫ ∫ ∆�̅�1
𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)𝑑𝑥𝑑𝑡 −

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫ ∫
𝜕∆�̅�1

𝐻′
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑝1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

× ∆𝑝1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

− ∫ ∫ ∆�̅�2
𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ ∫
𝜕∆�̅�2

𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑝2

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

× 

× ∆𝑝2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+𝑜1 (∑‖∆𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+𝑜2 (∑‖𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ ∫ 𝑜3(‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ 𝑜4(‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

.        (31) 

Предположим, что вектор-функции 

𝜓𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1,2 являются решениями двумер-

ных интегральных уравнений с частными ин-

тегралами вида 

𝜓1(𝑡, 𝑥) = 

= − ∑
𝜕𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑧𝑖
𝛼𝑖(𝑡, 𝑥)

𝑘

𝑖=1

+ 

+ ∫ ∫
𝜕𝐻1(𝜏, 𝑠, 𝑝1(𝜏, 𝑠), 𝑢1(𝜏, 𝑠), 𝜓1(𝜏, 𝑠))

𝜕𝑧
𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥1

𝑥 

𝑡1

𝑡 

+ 

+ ∫
𝜕𝐻1(𝑡, 𝑠, 𝑝1(𝑡, 𝑠), 𝑢1(𝑡, 𝑠), 𝜓1(𝑡, 𝑠))

𝜕𝑧𝑡
𝑑𝑠 +

𝑥1

𝑥 

 

+ ∫
𝜕𝐻1(𝜏, 𝑥, 𝑝1(𝜏, 𝑥), 𝑢1(𝜏, 𝑥), 𝜓1(𝜏, 𝑥))

𝜕𝑧𝑥
𝑑𝜏

𝑡1

𝑡 

− 

− ∑ 𝛾𝑖(𝑥)𝐵′
𝜕𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

+ 

+ ∫ ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2⌈𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝜓2⌉

𝜕𝑦
𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥1

𝑥 

+

𝑡2

𝑡1 

 

+ ∫ 𝐵′  
𝜕𝐻2⌈𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝜓2⌉

𝜕𝑦𝑥
𝑑𝜏

𝑡2

𝑡1 

,            (32) 



К. Б. Мансимов, Ш. Ш. Сулейманова  

42 

𝜓2(𝑡, 𝑥) = 

= ∑
𝜕𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖

𝑘

𝑖=1

× 

× 𝛽𝑖(𝑡, 𝑥) + 

+ ∫ ∫
𝜕𝐻2⌈𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝜓2⌉

𝜕𝑦

𝑥1

𝑥 

𝑡2

𝑡 

𝑑𝑠𝑑𝜏 + 

+ ∫
𝜕𝐻2⌈𝑡 , 𝑠, 𝑝2, 𝜓2⌉

𝜕𝑦𝑡

𝑥1

𝑥 

𝑑𝑠 + 

+ ∫ 𝐵′
𝜕𝐻2⌈𝜏, 𝑠, 𝑝2, 𝜓2⌉

𝜕𝑦𝑥
𝑑𝜏

𝑡2

𝑡1 

.              (33) 

Существование и единственность из-

меримых и ограниченных решений (32), (33) 

можно доказать известными (см., напр., [4]) 

методами.  

Таким образом, из (31) следует, что, 

если 𝜓𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1,2 являются решениями со-

пряженной системы (32), (33), то 

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2)

= − ∫ ∫ ∆�̅�1
𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)𝑑𝑥𝑑𝑡 −

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

− ∫ ∫
𝜕∆�̅�1

𝐻′
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑝1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

× ∆𝑝1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

− ∫ ∫ ∆�̅�2
𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

− 

− ∫ ∫
𝜕∆�̅�2

𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑝2
×

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

 

× ∆𝑝2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+𝑜1 (∑‖∆𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+𝑜2 (∑‖𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ ∫ 𝑜3(‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

− ∫ ∫ 𝑜4(‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

.          (34) 

Для вывода необходимого условия оп-

тимальности с помощью формулы прираще-

ния (34) требуется оценка остаточного члена с 

помощью оценок для норм приращений со-

стояний и их частных производных.  

Для ‖∆𝑝 1(𝑡, 𝑥)‖  справедливы оценки 

[13] при сделанных условиях гладкости на 

правую часть уравнения (3): 

‖∆𝑧(𝑡, 𝑥)‖  ≤ 

≤ 𝐿1 ∫ ∫ ‖∆�̅�1
𝑓1[𝑡, 𝑥]‖𝑑𝑥𝑑𝑡,             (35)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

‖∆𝑧𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤  

≤ [ ∫ ∫ ‖∆�̅�1
𝑓1[𝑡, 𝑥]‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+   

+ ∫ ‖∆�̅�1
𝑓1[𝑡, 𝑥]‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

],   (36) 

‖∆𝑧𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤                          

≤ 𝐿1 [ ∫ ∫ ‖∆�̅�1
𝑓1[𝑡, 𝑥]‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+               

+ ∫ ‖∆�̅�1
𝑓1[𝑡, 𝑥]‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

],   (37) 

где 𝐿1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 некоторая постоянная. 

Найдем оценки для ‖∆𝑝 2(𝑡, 𝑥)‖. 

Из (11), переходя к эквивалентному ин-

тегральному уравнению, получим, что 

∆𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝐵∆𝑧(𝑡1, 𝑥) + 

+ ∫ ∫(𝑓2(𝜏, 𝑠, �̅�2(𝜏, 𝑠), �̅�2(𝜏, 𝑠)) −

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

        

−𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), 𝑢2(𝜏, 𝑠))𝑑𝑠𝑑𝜏.  (38) 

Из (38) получаем, что  

∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥) = 𝐵∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥) + 

+ ∫(𝑓2(𝜏, 𝑥, �̅�2(𝜏, 𝑥), �̅�2(𝜏, 𝑥)) − 𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

 

−𝑓2(𝜏, 𝑥, 𝑝2(𝜏, 𝑥), 𝑢2(𝜏, 𝑥)),       (39) 
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∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥) = ∫(𝑓2(𝑡, 𝑠, �̅�2(𝑡, 𝑠), �̅�2(𝑡, 𝑠)) −

𝑥

𝑥0

  

−𝑓2(𝑡, 𝑠, 𝑝2(𝑡, 𝑠), 𝑢2(𝑡, 𝑠))𝑑𝑠 .          (40) 

Из тождеств (38)–(40) получаем, что  

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿2[‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥)‖ + 

+ ∫ ∫‖𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), �̅�2(𝜏, 𝑠))

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

− 𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), 𝑢2(𝜏, 𝑠))‖𝑑𝑠𝑑𝜏 + 

+ ∫ ∫‖𝑝2(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

].                       (41) 

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 

≤ 𝐿3 [ ∫‖𝑓2(𝑡, 𝑠, 𝑝2(𝑡, 𝑠), �̅�2(𝑡, 𝑠)) −

𝑥

𝑥0

 

−𝑓2(𝑡, 𝑠, 𝑝2(𝑡, 𝑠), 𝑢2(𝑡, 𝑠))‖𝑑𝑠 + 

+ ∫‖𝑝2(𝑡, 𝑠)‖𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

],   

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿4[‖∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥)‖ + 

+ ∫‖𝑓2(𝜏, 𝑥, 𝑝2(𝜏, 𝑥), �̅�2(𝜏, 𝑥))

𝑡

𝑡1

−            

−𝑓2(𝜏, 𝑥, 𝑝2(𝜏, 𝑥), 𝑢2(𝜏, 𝑥))‖𝑑𝜏 +           

 + ∫‖𝑝2(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

],           (42) 

где 𝐿𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 2,4̅̅ ̅̅  некоторые посто-

янные. 

Далее, используя лемму Гронуолла–

Беллмана (см., например, [14]) из неравенств 

(41), (42) после некоторых рассуждений полу-

чаем справедливость оценок:  

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿5[‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥)‖ + 

∫‖∆𝑧(𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ ∫‖∆𝑧𝑠(𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠 +

𝑥

𝑥0

 

+ ∫ ∫[𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), �̅�2(𝜏, 𝑠))

𝑥

𝑥0

−

𝑡

𝑡1

           

−𝑓2𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), 𝑢2(𝜏, 𝑠)]𝑑𝑠𝑑𝜏,            (43) 

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿6 ∫[‖∆𝑧(𝑡1, 𝑠)‖]𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ 

+‖𝑓2(𝑡, 𝑠, 𝑝2(𝑡, 𝑠), �̅�2(𝑡, 𝑠)) – 

−𝑓2𝑡, 𝑠, 𝑝2(𝑡, 𝑠), 𝑢2(𝑡, 𝑠)‖ + 

+ ∫‖∆𝑧𝑠(𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠 +

𝑥

𝑥0

 

+    ∫ ∫‖𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), �̅�2(𝜏, 𝑠))

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

−   

−𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), 𝑢2(𝜏, 𝑠))‖𝑑𝑠𝑑𝜏.     (44) 

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿7[‖∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥)‖ + 

+ ∫ 𝑓2(𝜏, 𝑥, �̅�2(𝜏, 𝑥), �̅�2(𝜏, 𝑥))𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

 

−𝑓2(𝜏, 𝑥, 𝑝2(𝜏, 𝑥), 𝑢2(𝜏, 𝑥))‖ + 

+ ∫‖∆𝑧(𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠 +

𝑥

𝑥0

 

+ ∫ ∫‖𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), �̅�2(𝜏, 𝑠)) −

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

 

−𝑓2(𝜏, 𝑠, 𝑝2(𝜏, 𝑠), 𝑢2(𝜏, 𝑠))‖𝑑𝑠𝑑𝜏],      (45)  

где 𝐿𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 5,7̅̅ ̅̅  некоторые посто-

янные.  

Эти оценки позволяют получить необ-

ходимое условие оптимальности в форме 

принципа максимума Понтрягина.  

Считая (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  оптимальным 

управлением, его специальное приращение 

определим по формуле  

{
∆𝑢1(𝑡, 𝑥; 휀) = {

𝑣1 − 𝑢1(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1(휀),

0,                (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1\𝐷1(휀),

𝑢2(𝑡, 𝑥; 휀) = 0,   (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2,                    (46) 
   

Здесь 𝐷1(휀) = [𝜃, 𝜃 + 휀] × [ 𝜉, 𝜉 + 휀], 
(𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1)  произвольная пра-

вильная точка (точка Лебега) (см., напр., [14]) 

управления 𝑢1(𝑡, 𝑥),  𝑣1 ∈ 𝑈1  произвольный 

вектор, а 휀 > 0 произвольное достаточно ма-

лое число, такое, что 𝜃 + 휀 < 𝑡1, 𝜉 + 휀 < 𝑥1.  

Принимая во внимания оценки (35), (37), 

(43), (45) и учитывая формулу (46), из (34), на 

основе теоремы о среднем получаем, что 

−휀2[𝐻1(𝜃, 𝜉, 𝑝1(𝜃, 𝜉), 𝑣1, 𝜓1(𝜃, 𝜉)) − 

−𝐻1(𝜃, 𝜉, 𝑝1(𝜃, 𝜉), 𝑢1(𝜃, 𝜉), 𝜓1(𝜃, 𝜉))] + 𝑜(휀2)

≥ 0. 
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Отсюда в силу произвольности  휀 > 0 

следует неравенство  

𝐻1(𝜃, 𝜉, 𝑝1(𝜃, 𝜉), 𝑣1, 𝜓1(𝜃, 𝜉)) − 

−𝐻1(𝜃, 𝜉, 𝑝1(𝜃, 𝜉), 𝑢1(𝜃, 𝜉), 𝜓1(𝜃, 𝜉)) ≤ 0. 

Теперь специальное приращение опти-

мального управления (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥)) опре-

делим по формуле  

{

∆𝑢1(𝑡, 𝑥; 𝜇) = 0,   (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2,               (47)

𝑢2(𝑡, 𝑥; 𝜇) = {
𝑣2 − 𝑢2(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2(𝜇),

0,          (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2\𝐷2(𝜇).

 

Здесь 𝐷2(𝜇) = [𝜃, 𝜃 + 𝜇] × [ 𝜉, 𝜉 + 𝜇], 
(𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡1, 𝑡2) × [𝑥0, 𝑥1)  произвольная пра-

вильная точка управления 𝑢2(𝑡, 𝑥),  𝑣2 ∈ 𝑈2 

произвольный вектор, а 𝜇 > 0  произвольное 

достаточно малое число, такое, что 𝜃 + 𝜇 <
𝑡2, 𝜉 + 𝜇 < 𝑥1.  

При определении специального прира-

щения управления (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  форму-

лой (47), учитывая оценки (43)–(45) из фор-

мулы приращения (34) получаем, что вдоль 

оптимального управления (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  

−𝜇2[𝐻2(𝜃, 𝜉, 𝑝2(𝜃, 𝜉), 𝑣2, 𝜓2(𝜃, 𝜉))

− 𝐻2(𝜃, 𝜉, 𝑝2(𝜃, 𝜉), 𝑢2(𝜃, 𝜉), 𝜓2(𝜃, 𝜉))] + 

+𝑜(𝜇2) ≥ 0. 

Следовательно, 

𝐻2(𝜃, 𝜉, 𝑝2(𝜃, 𝜉), 𝑣2, 𝜓2(𝜃, 𝜉)) − 

−𝐻2(𝜃, 𝜉, 𝑝2(𝜃, 𝜉), 𝑢2(𝜃, 𝜉), 𝜓2(𝜃, 𝜉)) ≤ 0. 

На основе полученных неравенств 

сформулируем доказанный результат. 

Теорема 1. При сделанных предполо-

жениях, для оптимальности допустимого 

управления (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  необходимо, 

чтобы выполнялись соотношения 

max
𝑣1∈𝑈1

𝐻1(𝜃, 𝜉, 𝑝1(𝜃, 𝜉), 𝑣1, 𝜓1(𝜃, 𝜉)) =  

= 𝐻1(𝜃, 𝜉, 𝑝1(𝜃, 𝜉), 𝑢1(𝜃, 𝜉), 𝜓1(𝜃, 𝜉))   (48) 

для всех (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1), 

max
𝑣2∈𝑈2

𝐻2(𝜃, 𝜉, 𝑝2(𝜃, 𝜉), 𝑣2, 𝜓2(𝜃, 𝜉)) = 

= 𝐻2(𝜃, 𝜉, 𝑝2(𝜃, 𝜉), 𝑢2(𝜃, 𝜉), 𝜓2(𝜃, 𝜉))  (49) 

для всех (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1). 

Линеаризованный принцип максимума  

В этом пункте исследование задачи (1)–

(7) продолжается при следующих дополни-

тельных предположениях: 

1) множества 𝑈𝑖 , 𝑖 = 1,2 выпуклы, 

2) вектор-функции 𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1)  и 

𝑓2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2)  непрерывны по совокупности 

аргументов вместе с частными производными 

по (𝑝1, 𝑢1) и (𝑝2, 𝑢2) соответственно.  

Приведем формулу приращения функ-

ционала качества (7), соответствующую допу-

стимым управлениям (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  и 

(�̅�1(𝑡, 𝑥), �̅�2(𝑡, 𝑥)) (см. (15)): 

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= [𝜑1(𝑧̅(𝑇1, 𝑋1), 𝑧̅(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧̅(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘)) − 

−𝜑1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), 𝑧(𝑇2, 𝑋2), … , 𝑧(𝑇𝑘, 𝑋𝑘))] + 

+[𝜑2( �̅�(𝜃1, 𝜉1), �̅�(𝜃2, 𝜉2), … , �̅�(𝜃𝑘, 𝜉𝑘)) − 

−𝜑2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), 𝑦(𝜃2, 𝜉2), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))] + 

+ ∫ ∫ 𝜓1
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ [𝐻1(𝑡, 𝑥, �̅�1, �̅�1, 𝜓1)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

−𝐻1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+ ∫ ∫ 𝜓2
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑦𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

−              

− ∫ ∫ [𝐻2(𝑡, 𝑥, �̅�2, �̅�2, 𝜓2) −

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

 

−𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, �̅�2, 𝜓2)⌉𝑑𝑥𝑑𝑡.        (50) 

Применяя формулу Тейлора к отдель-

ным слагаемым в формуле (50), получаем, что  

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= ∑
𝜕𝜑′

1(𝑧(𝑇1, 𝑋1), … , 𝑧(𝑇𝑘 , 𝑋𝑘))

𝜕𝑧𝑖
×

𝑘

𝑖=1

 

× ∆𝑧(𝑇𝑖, 𝑋𝑖) + 

+ ∑
𝜕𝜑′2(𝑦(𝜃1, 𝜉1), … , 𝑦(𝜃𝑘, 𝜉𝑘))

𝜕𝑦𝑖
×

𝑘

𝑖=1

 

× ∆𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖) + 

+ ∫ ∫ 𝜓1
′ (𝑡, 𝑥)∆𝑧𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ [
𝜕∆�̅�1

𝐻′
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑝1
∆𝑝1(𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+
𝜕∆�̅�1

𝐻′
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1
∆𝑢1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡] + 
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+ ∫ ∫ [
𝜕∆�̅�2

𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑝2
∆𝑝2 (𝑡, 𝑥)

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

+ 

+
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2
∆𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡] + 

+𝑜1 (∑‖∆𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+𝑜2 (∑‖𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ ∫ 𝑜5(‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ 𝑜4(‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥) +∆𝑢2(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

.  (51) 

Считая, что 𝜓𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1,2  являются 

решениями сопряженной системы (32), (33), 

то аналогично с доказательством формулы 

приращения (34) доказывается справедли-

вость следующей формулы приращения 

функционала качества: 

∆𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= − ∫ ∫ [
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

× ∆𝑝1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 − 

− ∫ ∫
𝜕𝐻2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2
∆𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

+ 

+𝑜1 (∑‖∆𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+𝑜2 (∑‖𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ ∫ 𝑜5(‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ 𝑜4(‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢2(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

. (52) 

Из оценок установленных, например, в 

[1], следует, что  

‖∆𝑧(𝑡, 𝑥)‖ ≤                                 

≤ 𝐿2 ∫ ∫ ‖∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

,           (53) 

‖∆𝑧𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤                               

≤ 𝐿2 ∫ [ ∫ ‖∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

+ ∫ ‖∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖𝑑𝑥

𝑥1

𝑥0

],               (54) 

‖∆𝑧𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿2 ∫ ∫ ‖∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

+ 

+ ∫ ‖∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

].                (55) 

Перейдем к оценке для ‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ , 
‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ и ‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖. 

Из краевой задачи (11)–(12), переходя к 

эквивалентному интегральному уравнению и 

используя условие Липшица, получаем, что 

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С1[‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥)‖ + 

+ ∫ ∫‖∆𝑦(𝜏, 𝑠)‖ + ‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑠)‖

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

] +            

+‖∆𝑦𝑠(𝜏, 𝑠)‖ + ‖∆𝑢2(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏,   (56) 

где С1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 некоторое постоянное. 

Аналогично получаем, что 

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С2 ∫ [‖∆𝑢2(𝑡, 𝑠)‖
𝑥

𝑥0

+ 

+‖∆𝑦(𝑡, 𝑠)‖ + 

+‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑠)‖∆𝑦𝑠(𝑡, 𝑠)]𝑑𝑠,             (57) 

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С3[‖∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥)‖ + 

+‖∆𝑦(𝜏, 𝑥)‖‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑥)‖ + 

+ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑥)‖

𝑡

𝑡1

+ ‖∆𝑦𝑥(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏,    (58) 

где С2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, С3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  также не-

которые постоянные. 

Далее, ясно, что  

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤              

≤ С4[‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥)‖ + ∫‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

, (59) 
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‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤ ∫‖∆𝑦𝑠(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

,      (60) 

(С4 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0). 

Из (57)–(58) применяя лемму Гронуолла (см., 

например, [14]) соответственно, получим, что  

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С5 [ ∫‖∆𝑢2(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠 +

𝑥

𝑥0

 

+ ∫[‖∆𝑦(𝑡, 𝑠)‖ + ‖∆𝑦𝑠(𝑡, 𝑠)‖] 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

,          

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С6‖∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥)‖ 

+ ∫[‖∆𝑦(𝜏, 𝑥)‖ + ‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑥)‖

𝑡

𝑡1

]𝑑𝜏 + 

+ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

0

,     

где С5 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, С6 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некото-

рые постоянные. 

Из последних неравенств, используя со-

ответственно оценки (59), (60), получим 

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С7 [ ∫‖∆𝑢2(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

 

+ ∫‖∆𝑦𝑠(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ ∫ ∫‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

+ 

+ ∫‖∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

],                    (61) 

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С8[∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥) + 

+ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

+ ∫‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑥)‖

𝑡

𝑡1

𝑑𝜏 + 

+ ∫ ∫‖∆𝑦𝑠(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

,                (62) 

(С7 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, С8 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторые 

постоянные). 

Применяя к этим неравенствам лемму 

Вендорффа (см., например, [14]), будем иметь 

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 

≤ С9 [ ∫[‖∆𝑧 (𝑡1, 𝑠)‖ + ‖∆𝑢2(𝑡, 𝑠)‖]𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ 

+ ∫‖∆𝑦𝑠(𝑡, 𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

,            (63) 

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С10[‖∆𝑧𝑥(𝑡1, 𝑥)‖ + 

+ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

+ 

∫‖∆𝑦𝜏(𝜏, 𝑥)‖

𝑡

𝑡1

𝑑𝜏],              (64) 

(С9 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, С10 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  некоторые 

постоянные). 

Усиливая эти неравенства (63), (64) 

друг с другом, а затем применяя к усиленным 

неравенствам лемму Вендорффа, аналогично 

будем иметь 

‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 

≤ С12 [ ∫‖∆𝑧 (𝑡1, 𝑠)‖[+‖∆𝑢2(𝑡, 𝑠)‖]𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ 

+ ∫‖∆𝑧 𝑠
(𝑡1, 𝑠)‖ 𝑑𝑠

𝑥

𝑥0

+ 

+ ∫ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

,               ( 65) 

 

‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥)‖ ≤ С13‖∆𝑧 (𝑡1, 𝑥)‖ + 

+ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑥)‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡1

+ 

+ ∫ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑠)‖

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

𝑑𝑠𝑑𝜏 +  

+ ∫ ∫‖∆𝑧 (𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

.              (66) 

Далее, из (59) с учетом (65) получаем, что  

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥)‖ ≤                             

≤ С11‖∆𝑧(𝑡1, 𝑥)‖ + ∫ ∫‖∆𝑧(𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏 +

𝑥

𝑥0

𝑡

𝑡1

 

+ ∫ ∫‖∆𝑢2(𝜏, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

+

𝑡

𝑡1
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+ ∫ ∫‖∆𝑧𝑠(𝑡1, 𝑠)‖𝑑𝑠𝑑𝜏

𝑥

𝑥0

.

𝑡

𝑡1

     (67) 

Используя оценки (65)–(67), с помощью 

специальных приращений управляющих 

функций получим необходимое условие оп-

тимальности. 

Предположим, что в () ∆𝑢2(𝑡, 𝑥) ≡ 0 . 

Тогда из (52) получаем, что 

𝑆(𝑢1 + ∆𝑢1, 𝑣1) − 𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= − ∫ ∫ [
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

× 

× ∆𝑝1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 

+𝑜1 (∑‖∆𝑧(𝑇𝑖 , 𝑋𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+𝑜2 (∑‖𝑦(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ ∫ 𝑜5(‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢1(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ ∫ 𝑜4(‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥) +

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

 

+∆𝑢2(𝑡, 𝑥)‖)𝑑𝑥𝑑𝑡.               (68) 

Пусть 𝜇 ∈ [0,1]  произвольное число, 

𝑣1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈1 ⊂ 𝑅𝑟, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1 , произвольное 

допустимое управление. Тогда с учетом вы-

пуклости множества 𝑈1  специальное прира-

щение управляющей функции 𝑢1(𝑡, 𝑥) можно 

определить по формуле 

∆𝑢1(𝑡, 𝑥; 𝜇) = 𝜇[𝑣1(𝑡, 𝑥) − 𝑢1(𝑡, 𝑥)].    (69) 

Через ∆𝑧(𝑡, 𝑥; 𝜇)  обозначим специаль-

ное приращение состояния 𝑧(𝑡, 𝑥)  и 𝑦(𝑡, 𝑥), 
отвечающее приращению () управления. Из 

оценок (65)–(67) следует, что 

‖∆𝑧(𝑡, 𝑥; 𝜇)‖ ≤ 𝐶14𝜇,                  (70) 

‖∆𝑧𝑡(𝑡, 𝑥; 𝜇)‖ ≤ 𝐶14𝜇,                (71) 

‖∆𝑧𝑥(𝑡, 𝑥; 𝜇)‖ ≤ 𝐶14𝜇,                (72) 

где 𝐶14 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 некоторая постоянная. 

Принимая во внимания формулу (69) и 

оценки (70)–(72) из частичной формулы при-

ращения (68), приходим к разложению  

𝑆(𝑢1(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢1(𝑡, 𝑥; 𝜇), 𝑣1(𝑡, 𝑥)) − 

−𝑆(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥)) = 

= −𝜇 ∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1
×

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

 

× (𝑣1(𝑡, 𝑥) − 𝑢1(𝑡, 𝑥))𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑜 (𝜇).     (73) 

Пусть теперь 𝜈 ∈ [0,1]  произвольное 

число, 𝑣2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑈1 ⊂ 𝑅𝑟, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1,  произ-

вольное допустимое управление. Специальное 

приращение управляющей функции 𝑢2(𝑡, 𝑥) 

определим по формуле 

∆𝑢2(𝑡, 𝑥; 𝜈) = 𝜈[𝑣2(𝑡, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥)].        (74) 

Через  ∆𝑦(𝑡, 𝑥; 𝜈)  обозначим специаль-

ное приращение 𝑦(𝑡, 𝑥). Ясно, что 

∆𝑧(𝑡, 𝑥; 𝜈) = 0. Поэтому из оценок (65)–(67), 

учитывая (68), получаем, что 

‖∆𝑦(𝑡, 𝑥; 𝜈)‖ ≤ 𝐶15𝜈, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2.                
‖∆𝑦𝑡(𝑡, 𝑥; 𝜈)‖ ≤ 𝐶15𝜈, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2.              
‖∆𝑦𝑥(𝑡, 𝑥; 𝜈)‖ ≤ 𝐶15𝜈, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2.     (75) 

Учитывая (74), (75) из (68), получаем 

справедливость разложения 

𝑆(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥) + ∆𝑢2(𝑡, 𝑥; 𝜈)) − 

−𝑆(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥)) = 

= −𝜈 ∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

×             

× [𝑣2(𝑡, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑜 (𝜈).   (76) 

Предположим, что допустимое управ-

ление является оптимальным управлением в 

задаче (1)–(7). Тогда из разложений (73), (76) 

получаем справедливость неравенств 

𝜇 ∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

×              

× [𝑣1(𝑡, 𝑥) − 𝑢1(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 − 𝑜 (𝜇) ≤ 0,   (77) 

𝜈 ∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

×                   

× [𝑣2(𝑡, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑜 (𝜈) ≤ 0. (78) 

Из неравенств (77), (78) в силу произ-

вольности 𝜇 ∈ [0,1] и  𝜈 ∈ [0,1] получаем, что 
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∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1
×

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

                   

× [𝑣1(𝑡, 𝑥) − 𝑢1(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 0,     (79) 

∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

×                 

× [𝑣2(𝑡, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥)]𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 0.      (80) 

Сформулируем полученный результат. 

Теорема 2. Если множества 𝑈𝑖 , 𝑖 = 1,2 

выпуклы, а 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖, 𝑢𝑖),   𝑖 = 1,2  имеют не-

прерывные частные производные по 
(𝑝𝑖 , 𝑢𝑖),   𝑖 = 1,2 соответственно, то для опти-

мальности допустимого управления 

(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  в задаче (1)–(7) необходи-

мо, чтобы неравенства (79), (80) выполнялись 

для всех 𝑣1(𝑡, 𝑥), 𝑣2(𝑡, 𝑥) соответственно. 

Таким образом, доказано необходимое 

условие оптимальности в форме линеаризо-

ванного интегрального принципа максимума. 

Непосредственным следствием теоремы 

является следующее утверждение. 

Следствие. Пусть выполняются усло-

вия теоремы. Тогда для оптимальности допу-

стимого управления (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  в рас-

сматриваемой задаче необходимо выполнение 

соотношений 

𝜕𝐻′
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1
× 

× [𝑣1(𝑡, 𝑥) − 𝑢1(𝑡, 𝑥)] ≤ 0            (81) 

для всех 𝑣1 ∈ 𝑈1, (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1), 
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2
×                  

× [𝑣2(𝑡, 𝑥) − 𝑢2(𝑡, 𝑥)] ≤ 0             (82) 

для всех 𝑣2 ∈ 𝑈2, (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡1, 𝑡2) × [𝑥0, 𝑥1). 

Полученное необходимое условие оп-

тимальности является аналогом линеаризо-

ванного (дифференциального) [15] принципа 

максимума. 

Необходимые условия оптимальности 

(79) и (81), (80) и (82) можно показать, что эк-

вивалентны. 

Проверка этих необходимый условий 

оптимальности легче, чем проверка условий 

оптимальности (79), (80).  

Но они более слабы, чем аналог прин-

ципа максимума Понтрягина и получены при 

более жестких ограничениях на данные рас-

сматриваемой задачи. 

Аналог уравнения Эйлера  

Предположим, что множества 𝑈𝑖 , 𝑖 =

1,2  открыты, а 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑝𝑖 , 𝑢𝑖),   𝑖 = 1,2  непре-

рывно-дифференцируемы по (𝑝𝑖, 𝑢𝑖),   𝑖 = 1,2 

соответственно. Предположим, что 휀  произ-

вольное, достаточно малое по абсолютной ве-

личине число, а 𝛿𝑢1(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅𝑟, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷1 

произвольная n-мерная измеримая и ограни-

ченная вектор-функция (допустимая вариация 

управляющей функции).  

Тогда специальное приращение управ-

ляющей функции 𝑢1(𝑡, 𝑥)  можно определить 

по формуле  

∆𝑢1(𝑡, 𝑥; 휀) = 휀𝛿𝑢1(𝑡, 𝑥).                 (83) 

Пусть (∆𝑧(𝑡, 𝑥; 휀), ∆𝑦(𝑡, 𝑥; 휀))  специаль-

ное приращение состояния (𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) , 

отвечающее приращению (83) управления 

𝑢1(𝑡, 𝑥).  

Из оценок (65), (67) и формулу (83) сле-

дует, что ‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥; 휀)‖, ‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥; 휀)‖  имеют 

порядок малости 𝜇. Тогда учитывая формулу 

(83) из (68) получаем разложение 

𝑆(𝑢1 + 휀𝛿𝑢1, 𝑢2) − 𝑆(𝑢1, 𝑢2) = 

= −휀 ∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1
×

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

            

× 𝛿𝑢1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑜 (휀).               (84) 

Теперь предположим, что  

∆𝑢2(𝑡, 𝑥; 휀) = 휀𝛿𝑢2(𝑡, 𝑥).               (85) 

где, как и выше, 휀 также достаточно малое по 

абсолютной величине число, а 𝛿𝑢2(𝑡, 𝑥) ∈

𝑅𝑞 , (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷2  произвольная -мерная измери-

мая и ограниченная вектор-функция. 

Пусть (∆𝑧(𝑡, 𝑥; 휀), ∆𝑦(𝑡, 𝑥; 휀))  специаль-

ное приращение состояния (𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) , 

отвечающее приращению (85) управления 

𝑢2(𝑡, 𝑥). Ясно, сто при этом ‖∆𝑝1(𝑡, 𝑥; 휀)‖ = 0, 

а ‖∆𝑝2(𝑡, 𝑥; 휀)‖  имеют порядок малости 휀 , в 

силу оценок (65), (67). Тогда из формулы 

приращения (52) следует, что 

𝑆(𝑢1, 𝑢2) − 𝑆(𝑢1, 𝑢2 + 휀𝛿𝑢2) = 

= −휀 ∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

×            

× 𝛿𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝑜 (휀).            (86) 
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Из разложений (84), (86), что в силу 

открытости областей управления 𝑈𝑖 , 𝑖 = 1,2 и 

основного результата вариационного исчис-

ления следует, что если (𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥)) оп-

тимальное управление, то для всех 𝛿𝑢1(𝑡, 𝑥) ∈

𝑅𝑟, 𝛿𝑢2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅𝑞 выполняются соотношения 

∫ ∫
𝜕𝐻′

1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1

𝑥1

𝑥0

𝑡1

𝑡0

×                

× 𝛿𝑢1(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0,                 (87) 

∫ ∫
𝜕𝐻′

2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2

𝑥1

𝑥0

𝑡2

𝑡1

×               

× 𝛿𝑢2(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0.                    (88) 

Соотношения (87), (88) являются неяв-

ными необходимыми условиями первого по-

рядка. Но из них можно получить явно выра-

женную через параметры рассматриваемой 

задачи вариацию управления определяя спе-

циальным образом. 

Имеет место 

Теорема 3 (аналог уравнения Эйлера). 

Если множества 𝑈𝑖 , 𝑖 = 1,2  открыты, то для 

оптимальности допустимого управления 

(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥))  необходимо выполнение 

соотношений 

𝜕𝐻 
1(𝑡, 𝑥, 𝑝1, 𝑢1, 𝜓1)

𝜕𝑢1
= 0               (89) 

для всех  (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡0, 𝑡1) × [𝑥0, 𝑥1), 

𝜕𝐻 
2(𝑡, 𝑥, 𝑝2, 𝑢2, 𝜓2)

𝜕𝑢2
= 0                 (90) 

для всех (𝜃, 𝜉) ∈ [𝑡1, 𝑡2) × [𝑥0, 𝑥1). 

Соотношения (89), (90) являются аналогом 

уравнения Эйлера из классического вариацион-

ного исчисления для рассматриваемой задачи. 

Заключение 

В статье рассматривается задача опти-

мального управления с переменной структу-

рой, описываемая в двух областях нелиней-

ными системами гиперболических уравнений 

второго порядка с краевыми условиями Гурса, 

при предположении что функционал качества 

является многоточечным.  

При развитии аналога метода прираще-

ний для рассматриваемой задачи введены со-

пряженные уравнения в форме двумерных ин-

тегральных уравнений типа Вольтерра с од-

номерными слагаемыми. Построена общая 

формула приращения критерия качества перво-

го порядка, носящего конструктивный характер. 

Приведены оценки норм приращений состоя-

ний. Исследуя полученную формулу прираще-

ния на игольчатого типа вариациях (аналог ва-

риации Макшейна) управления, доказан аналог 

принципа максимума Понтрягина. При предпо-

ложении выпуклости областей управления и 

гладкости правых частей уравнений также по 

управляющим функций выведен аналог лине-

аризованного условия максимума. 

В частности, приведено необходимое 

условие оптимальности в форме дифференци-

ального условия максимума. В случае откры-

тости областей управления установлен аналог 

классического уравнения Эйлера. 
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