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Аннотация. При исследовании вполне регулярных графов Γ диаметра d, в которых для некоторой 

вершины a пара (Γd(a), Γd-1(a)) является 2-схемой, доказано, что подграф, индуцированный множеством 

точек, является кликой, кокликой или сильно регулярным графом. Для графа диаметра 3 установлено, 

что указанная конструкция является 2-схемой для любой вершины a тогда и только тогда, когда граф 

дистанционно регулярен и для любой вершины a подграф Γ3(a) является кликой, кокликой или сильно 

регулярным графом (А.Л. Гаврилюк, А.А. Махнев). Интересным представляется вопрос о существова-

нии дистанционно регулярного графа с массивом пересечений {60,45,8;1,12,50}, для которого Γ3(a) мо-

жет быть 6×6-решеткой и пара (Γ3(a), Γ2(a)) будет 2-схемой. В работе И.Н. Белоусова и А.А. Махнева 

(2018) опубликовано доказательство несуществования вышеуказанного графа, содержащее ошибки. В 

данной работе приводится корректное доказательство этого результата. 
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Abstract. When studying amply regular graphs Γ of diameter d, in which for some vertex a the pair (Γd(a), 

Γd-1(a)) is a 2-scheme, it is proved that the subgraph induced by the set of points is a clique, coclique, or strongly 

regular graph. For a graph of diameter 3, it is established that this construction is a 2-scheme for any vertex a 

if and only if the graph is distance-regular and for any vertex a the subgraph Γ3(a) is a clique, coclique, or 

strongly regular graph (A.L. Gavrilyuk, A.A. Makhnev). An interesting question is whether there is a distance-

regular graph with intersection array {60,45,8;1,12,50} such that Γ3(a) can be a 6×6-lattice and the pair (Γ3(a), 

Γ2(a)) will be a 2-scheme. In the paper of I.N. Belousov and A.A. Makhnev (2018) published a proof of the 

non-existence of the abovementioned graph, that contained errors. In this paper, we give a correct proof of this 

result. 
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Введение 

Рассмотрим вполне регулярный граф Γ 

диаметра d, в котором для подходящей вер-

шины a пара (Γd(a),Γd−1(a)) является 2-схемой. 

Ранее было доказано, что подграф, индуциро-

ванный множеством точек, является кликой, 

кокликой или сильно регулярным графом 

(А.Л. Гаврилюк, А.А. Махнев [1]). Для графа 

диаметра 3 установлено, что указанная кон-

струкция является 2-схемой для любой вер-

шины a тогда и только тогда, когда граф ди-

станционно регулярен и для любой вершины a 

подграф Γ3(a) является кликой, кокликой или 

сильно регулярным графом. 

Интересным представляется вопрос о су-

ществовании дистанционно регулярного графа 

с массивом пересечений {60,45,8;1,12,50}, для 

которого Γ3(a) может быть 6×6-решеткой и 

пара (Γ3(a), Γ2(a)) будет 2-схемой. 

В [2] найдены возможные автомор-

физмы дистанционно регулярного графа с мас-

сивом пересечений {60,45,8;1,12,50}. Дистан-

ционно регулярный граф с массивом пересече-

ний {60,45,8;1,12,50} назовем графом Гаври-

люка. 

В [3] было доказано, что граф Гаврилюка 

не существует. Однако в этой работе были до-

пущены ошибки. Мы дадим корректное дока-

зательство этого результата. 

Теорема 1. Дистанционно регулярный 

граф с массивом пересечений {60,45,8;1,12,50} 

не существует. 

1. Тройные числа пересечений 

В доказательстве теорем использу-

ются тройные числа пересечений [4]. 

Пусть Γ – дистанционно регулярный 

граф диаметра d, u1, u2, u3 – вершины графа Γ, 

r1, r2, r3 – неотрицательные целые числа, не 

большие d. Через {
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1𝑟2𝑟3

} обозначим множе-

ство вершин w∈Γ таких, что d(w,ui)=ri, а через 

[
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1𝑟2𝑟3

] – число вершин в {
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1𝑟2𝑟3

}.  

Числа [
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1𝑟2𝑟3

]  называются тройными 

числами пересечений. Для фиксированной 

тройки вершин u1, u2, u3 вместо [
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1𝑟2𝑟3

] бу-

дем писать [r1r2r3]. К сожалению, для чисел 

[r1r2r3] нет общих формул.  

Однако в [4] предложен метод вычисле-

ния некоторых чисел [r1r2r3]. 

Пусть u, v, w – вершины графа Γ, 

W=d(u,v), U=d(v,w), V=d(u,w). Так как имеется 

точно одна вершина x=u такая, что d(x,u)=0, то 

число [0jh] равно 0 или 1. Отсюда [0jh]=δjW δhV . 

Аналогично: [i0h]=δiW δhU и [ij0] = δiU δjV . 

Другое множество уравнений можно по-

лучить, фиксируя расстояние между двумя 

вершинами из {u,v,w} и сосчитав число вер-

шин, находящихся на всех возможных рассто-

яниях от третьей: 

{

∑ [𝑙𝑗ℎ] =𝑑
𝑙 𝑝𝑗ℎ

𝑈 − [0𝑗ℎ]

∑ [𝑖𝑙ℎ]𝑑
𝑙 = 𝑝𝑖ℎ

𝑉 − [𝑖0ℎ]

∑ [𝑖𝑗𝑙]𝑑
𝑙 = 𝑝𝑖𝑗

𝑊 − [𝑖𝑗0]

 (+). 
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− 

При этом некоторые тройки исчезают. 

При |i-j|>W или i+j<W имеем 𝑝𝑖𝑗
𝑊 = 0, поэтому 

[ijh]=0 для всех h∈{0,…,d}. 

Положим  

𝑆{𝑖𝑗ℎ}(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ∑ 𝑄𝑟𝑖𝑄𝑠𝑗𝑄𝑡ℎ [
𝑢𝑣𝑤
𝑟𝑠𝑡

] ,

𝑑

𝑟,𝑠,𝑡=0

 

где Qij – элементы дуальной матрицы соб-

ственных значений Q. 

Если параметр Крейна  𝑞𝑖𝑗
ℎ = 0 , то 

Sijh(u,v,w)=0. 

Зафиксируем вершины u, v, w дистанци-

онно регулярного графа Γ диаметра 3 и поло-

жим {𝑖𝑗ℎ} = {
𝑢𝑣𝑤
𝑖𝑗ℎ } , [𝑖𝑗ℎ] = [

𝑢𝑣𝑤
𝑖𝑗ℎ ] , [𝑖𝑗ℎ]′ =

[
𝑢𝑣𝑤
𝑖ℎ𝑗 ], [𝑖𝑗ℎ]

∗ = [
𝑢𝑣𝑤
𝑗𝑖ℎ ] и [𝑖𝑗ℎ]~ = [

𝑢𝑣𝑤
ℎ𝑗𝑖 ].  

Вычисление [𝑖𝑗ℎ]′ , [𝑖𝑗ℎ]∗  и [𝑖𝑗ℎ]~  (сим-

метризация массива тройных чисел пересече-

ний)  может дать новые соотношения, позволя-

ющие доказать несуществование графа. 

2. Граф с массивом пересечений  

{60, 45, 8; 1, 12, 50} 

Дистанционно регулярный граф Γ с мас-

сивом пересечений {60, 45, 8; 1, 12, 50} явля-

ется Q-полиномиальным, имеет спектр 

601, 1445, 0207, −1069,  1+60+225+36=322 вер-

шин и дуальную матрицу собственных значе-

ний (см. [5]): 

𝑄 =

(

  
 

1 45 207 69

1
21

2
0 −

23

2

1
1

−1

−
25

2

−
23

5

23

23

5

−
23

2)

  
 

. 

Ввиду границы Дельсарта порядок 

клики в Γ не больше 7. Многочлен Тервилли-

гера [6] равен (x2 +44)(x+4)(x-4), поэтому соб-

ственные значения локального подграфа Γ(u) 

содержатся в [−4,4] ∪ {14}  и граф Γ2 сильно 

регулярен с параметрами (322,225,160,150). 

Лемма 1. Γ имеет числа пересечений: 

𝑝11
1 = 14, 𝑝12

1 = 45, 𝑝22
1 = 150, 𝑝23

1 =
30, 𝑝33

1 = 6;   
𝑝11
2 = 12, 𝑝12

2 = 40, 𝑝13
2 = 8, 𝑝22

2 =
160, 𝑝23

2 = 24, 𝑝33
2 = 4;   

𝑝12
3 = 50, 𝑝13

3 = 10, 𝑝22
3 = 150, 𝑝23

3 = 25,
𝑝33
3 = 0.  

Доказательство. Прямые вычисления. 

Пусть u, v, w – вершины графа Γ, [𝑖ℎ𝑙] =

[
𝑢𝑣𝑤
𝑖ℎ𝑙

], Ω=Γ2(u) и Λ=Γ2(Ω). Тогда Λ – регуляр-

ный граф степени 𝑝22
2 = 160 на k2=225 верши-

нах. Заметим, что для нашего графа Λ=Ω2. 

Лемма 2. Пусть d(u, v)=d(u, w)=2, d(v, w)=1. 

Тогда верны равенства: 

[111]=r4, [112]=[121]=-r4+12, 

[122]=r3+r4+20; [123]=[132]=-r3+8, 

[133]=r3; 

[211]=r3-r4+10, [212]=[221]=-r3+r4+29, 

[222]=109, [223]=[232]=r3-r4+22, [233]=r4-

r3+2; 

[311]=-r3+4, [312]=[321]=r3+4, [322]=-r3 

-r4+20, [323]=[332]=r4, [333]=-r4+4, 

где r3∈{0, 1, ..., 4}, r4∈{0, 1, ..., 4}. 

Доказательство. Решая систему линей-

ных уравнений, заданных формулами (+) с уче-

том равенств S113(u, v, w)=S131(u, v, w) = S311(u, 

v, w) = 0, и вводя независимые переменные 

r3=[133], r4=[111], получим равенства из за-

ключения леммы. 

По лемме 2 имеем [222]=109. 

Лемма 3. Пусть d(u, v)=d(u, w)=2, d(v, w)=3. 

Тогда верны равенства: 

[112]=r13, [113]=-r13+12, [121]=r12+8, [122]= 

-r12-r13+36, [123]=r13-4, [131]=-r12+4, 

[132]=r12+4; 

[212]=r12-r13+42, [213]=-r12+r13-2, [221]=-r12 

+r13+26, [222]=109, [223]=r12-r13+25, 

[231]=r12-r13+14, [232]=-r12+r13+9; 

[312]=-r12+8, [313]=r12, [321]=-r13+16, 

[322]=r12+r13+4, [323]=-r12+4, [331]=16-r13, 

[332]=-r13+12, 

где r12∈{0, 1, ..., 4}, r13∈{8, 9, ..., 12}. 

Доказательство. Упрощение формул 

(+) как в доказательстве леммы 2.  

По лемме 3 имеем [222]=109. 

Напомним, что 𝑝12
2 = 40, 𝑝22

2 =
160, 𝑝23

2 = 24.  

Для числа ребер e между Λ(v) и Λ2(v) в 

графе Λ выполняется равенство 

e=40·109+24·109=6976. 

С другой стороны, имеем e=160(159−λ), 

где λ – среднее значение параметра λ(Λ), сле-

довательно, 159−λ=43.6 и λ=115.4. 

Лемма 4. Пусть d(u, v) = d(u, w) = d(v, w) =2. 

Тогда верны равенства: 

[111]=(-3r10+r7+r8-3r9)/4-r11+12, [112]=r9, 

[113]=(3r10-r7-r8-r9)/4+r11, [121]=(r10-

r7+r8+r9)/2, [122]=-r8-r9+40, [123]=(-r10 

+r7+r8+r9)/2, [131]=(r10+r7- 3r8+r9)/4+r11, 

[132]=r8, [133]=(-r10- r7- r8- r9)/4- r11+8; 

[211]=(3r10-r7-r8+3r9)/4, [212]=(-r10-r7+r8-

3r9)/2+40, [213]=(-r10+3r7-r8+3r9)/4, [221]= 
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(-3r10+r7-r8-r9)/2+40, [222]=r10+r7+r8+r9+95, 

[223]=(r10-3r7-r8-r9)/2+24, [231]=(3r10-

r7+3r8-r9)/4, [232]=(-r10-r7-3r8+r9)/2+24, 

[233]=(-r10+3r7+3r8- r9)/4; 

[311]=r11, [312]=(r10+r7-r8+r9)/2, [313]=(-r10-

r7+r8-r9)/2-r11+8, [321]=r10, [322]=24-r10-r7, 

[323]=r7, [331]=-r10-r11+8, 

[332]=(r10+r7+r8+r9)/2−4, [333]=(r10-r7-

r8+r9)/2+r11-4, 

где r7∈{0, 1, ..., 4}, r8, r10, r11∈{0, 1, ..., 8}, 

r9∈{0, 1, ..., 12}, r7+r8+r9+r10 делится на 4. 

Доказательство. Упрощение фор-

мул (+) как в доказательстве леммы 2.  

По лемме 4 имеем  

95≤[222]=r10+r7+r8+r9+95≤127. 

Пусть d(u, v)=2. 

Найдем число f1 пар вершин (y, z) на рас-

стоянии 1, где y ∈ {
uv
21
} и z ∈ {

uv
22
}. По лемме 2 

имеем [221]=-r3+r4+29, где r3∈{0, 1, ..., 4}, 

r4∈{0, 1, ..., 4}, поэтому 

1000=40·25≤f1≤40·33=1320. С другой стороны, 

по лемме 4 имеем [211] =  (3r10 − r7 − r8 +
3r9)/4 , поэтому 1000 ≤ f1 =

∑
3r10
i −r7

i −r8
i +3r9

i

4i ≤ 1320,  и 25 ≤ ∑ (3r10
i −i

r7
i − r8

i + 3r9
i )/40 ≤ 33. 

Найдем число f2 пар вершин (y, z) на рас-

стоянии 2, где y ∈ {
uv
21
} и z ∈ {

uv
22
}. По лемме 2 

имеем [222]=109, поэтому f2=40·109=4360. С 

другой стороны, по лемме 4 имеем [212] =
(−r10 − r7 + r8 − 3r9)/2 + 40 , поэтому f2 =

−∑ (r10
i + r7

i − r8
i + 3r9

i )/2i + 6400 = 4360 , 

∑ (r10
i + r7

i − r8
i + 3r9

i )/2i = 2040  и ∑ (r10
i +i

r7
i − r8

i + 3r9
i )/160 = 25.5. 

Найдем число f3 пар вершин (y, z) на рас-

стоянии 3, где y ∈ {
uv
21
} и z ∈ {

uv
22
}. По лемме 2 

имеем [223]=r3-r4+22, где r3∈{0, 1, ..., 4}, r4∈{0, 

1, ..., 4}, поэтому 720 = 40 ∙ 18 ≤ f3 ≤ 40 ∙
26 = 1040 . С другой стороны, по лемме 4 

имеем [213] = (−r10 + 3r7 − r8 + 3r9)/4, по-

этому 720 ≤ f3 = ∑ (−r10
i + 3r7

i − r8
i + 3r9

i )/i

2 ≤ 1040  и 9 ≤ ∑ (−r10
i + 3r7

i − r8
i + 3r9

i )/i

160 = 13. 

Найдем число g1 пар вершин (y, z) на рас-

стоянии 1, где y ∈ {
uv
23
} и z ∈ {

uv
22
}. По лемме 3 

имеем [221]=-r12+r13+26, где r12∈{0, 1, ..., 4}, 

r13∈{8, 9, ..., 12}, поэтому 528 = 24 ∙ 22 ≤ g1 ≤
24 ∙ 38 = 912 . С другой стороны, по лемме 4 

имеем [231] = (3r10 − r7 + 3r8 − r9)/4,  по-

этому 528 ≤ g1 = ∑ (3r10
i − r7

i + 3r8
i − r9

i )/4i ≤

912 и 13.2 ≤ ∑ (3r10
i − r7

i + 3r8
i − r9

i )/160i = 22.8. 

Найдем число g2 пар вершин (y, z) на рас-

стоянии 2, где y ∈ {
uv
23
} и z ∈ {

uv
22
}. По лемме 3 

имеем [222]=109, поэтому g2 = 24 ∙ 109 =
2616. С другой стороны, по лемме 4 имеем 
[232] = (−r10 − r7 − 3r8 + r9)/2 + 24 , по-

этому g2 = −∑ (r10
i + r7

i + 3r8
i − r9

i )/2i +

3840 = 2616,  ∑ (r10
i + r7

i + 3r8
i − r9

i )/2i =

1224 и ∑ (𝑟10
𝑖 + 𝑟7

𝑖 + 3𝑟8
𝑖 − 𝑟9

𝑖)/160𝑖 = 15.3. 

Найдем число g3 пар вершин (y, z) на рас-

стоянии 3, где 𝑦 ∈ {
𝑢𝑣
23
} и 𝑧 ∈ {

𝑢𝑣
22
}. По лемме 3 

имеем [223]=r12-r13+25, где r12∈{0, 1, ..., 4}, 

r13∈{8, 9, ..., 12}, поэтому 312 = 24 ∙ 13 ≤
𝑔3 ≤ 24 ∙ 29 = 696 . С другой стороны, по 

лемме 4 имеем [233] = (−𝑟10 + 3𝑟7 + 3𝑟8 −

𝑟9)/4 , поэтому 312 ≤ 𝑔3 = ∑ (−𝑟10
𝑖 + 3𝑟7

𝑖 +𝑖

3𝑟8
𝑖 − 𝑟9

𝑖)/4 ≤ 696  и 7.8 ≤ ∑ (3𝑟10
𝑖 − 𝑟7

𝑖 +𝑖

3𝑟8
𝑖 − 𝑟9

𝑖)/160 ≤ 17.4 . С учетом неравенства 

13.2 ≤ ∑ (3𝑟10
𝑖 − 𝑟7

𝑖 + 3𝑟8
𝑖 − 𝑟9

𝑖)/160𝑖 ≤ 22.8 

получим 13.2 ≤ ∑ (3𝑟10
𝑖 − 𝑟7

𝑖 + 3𝑟8
𝑖 − 𝑟9

𝑖)/𝑖

160 ≤ 17.4. 

Вычитая из ∑ (𝑟10
𝑖 + 𝑟7

𝑖 − 𝑟8
𝑖 + 3𝑟9

𝑖)/𝑖

160 = 25.5  равенство ∑ (𝑟10
𝑖 + 𝑟7

𝑖 + 3𝑟8
𝑖 − 𝑟9

𝑖)/𝑖

160 = 15.3, получим ∑ (𝑟9
𝑖 − 𝑟8

𝑖)/160𝑖 = 2.55. 

Сложив 25 ≤ ∑ (3𝑟10
𝑖 − 𝑟7

𝑖 − 𝑟8
𝑖 + 3𝑟9

𝑖)/40𝑖 ≤

33  с 13.2 ≤ ∑ (3𝑟10
𝑖 − 𝑟7

𝑖 + 3𝑟8
𝑖 − 𝑟9

𝑖)/160𝑖 ≤

22.8,  получим 38.2 ≤ ∑ (6𝑟10
𝑖 − 2𝑟7

𝑖 + 2𝑟8
𝑖 −𝑖

2𝑟9
𝑖)/160 ≤ 55.8  и 21.65 ≤ ∑ (3𝑟10

𝑖 − 𝑟7
𝑖)/𝑖

160 ≤ 30.45. Так как r7∈{0, 1, ..., 4}, r10∈{0, 1, 

..., 8}, то 21.65 ≤ ∑ (3𝑟10
𝑖 − 𝑟7

𝑖)/160𝑖 ≤ 24. 

Из неравенств 13.2 ≤ ∑ (3𝑟10
𝑖 − 𝑟7

𝑖 +𝑖

3𝑟8
𝑖 − 𝑟9

𝑖)/160 ≤ 17.4 ,  21.65 ≤ ∑ (3𝑟10
𝑖 − 𝑟7

𝑖)/𝑖

160 ≤ 24  следует, что 8.45 ≤ ∑ (𝑟9
𝑖 − 3𝑟8

𝑖)/𝑖

160 ≤ 6.6 – противоречие. Теорема 1 доказана. 
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