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Аннотация. В работе предложена модифицированная формула Ньютона – касательных парабол 

на действительной оси. Аналитическая формула содержит квадратный корень (радикал) и применима 

для кратности корня не выше двух. Показано, что для однократного корня формула с радикалом име-

ет третий порядок скорости сходимости невязки к нулю, в то время формула Ньютона сходится со 

вторым порядком скорости. Для кратности корня два порядок скорости для формулы с радикалом ра-

вен двум. Формула с радикалом заменена рядом из одиннадцати слагаемых, то есть, продолжена на 

числовую ось при любой кратности корня. Для корня кратности один предложена итерационная фор-

мула из одиннадцати слагаемых. Для кратности корня два и более предложен итерационный алгоритм 

с параметром 0<q<1. На первом этапе до начала итерационного цикла считается параметр q всего 

один раз, который зависит только от кратности корня m. На втором этапе в цикле работает итераци-

онная формула с фиксированным найденным параметром q со вторым порядком скорости невязки. На 

примерах показано, что новая формула имеет меньшее число итераций, чем в формуле Ньютона и в 

модифицированной формуле Ньютона для кратности корня один. Ускоренный алгоритм со вторым 

порядком скорости невязки эффективен в более широкой области, чем модифицированная формула 

Ньютона. Итерационный алгоритм применим для функции дважды непрерывно дифференцируемой 

на отрезке [a, b] и принимающей противоположные знаки на его концах (достаточное условие лока-

лизации на отрезке хотя бы одного корня). 
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Abstract. The paper proposes a modified Newton's formula - tangent parabolas on the real axis. The ana-

lytical formula contains a square root (radical) and is applicable for the multiplicity of the root no more than 

two. It is shown that for a single root the formula with a radical has the third order of the rate of convergence 

of the residual to zero, while Newton's formula converges with the second order of the rate. For a root multi-

plicity of two, the order of speed for a formula with a radical is two. The formula with the radical is replaced 

by a series of eleven terms, that is, it is extended to the numerical axis for any multiplicity of the root. For a 

root of multiplicity one, an iterative formula of eleven terms is proposed. For the multiplicity of the root two 

or more, an iterative algorithm with the parameter 0<q<1 is proposed. At the first stage, before the start of the 

iterative cycle, the parameter q is calculated only once, which depends only on the multiplicity of the root. At 

the second stage, the iterative formula with the parameter q with the second order of the discrepancy rate 

works in the cycle. The examples show that the new formula has a smaller number of iterations than in the 

Newton formula and in the modified Newton formula for the multiplicity of the root one. The accelerated al-

gorithm with the second order of the residual rate is efficient over a wider area than the modified Newton 

formula. The iterative algorithm is applicable to a function that is twice continuously differentiable on the in-

terval [a, b] and takes opposite signs at its ends. 
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Введение  

Итерационная формула касательных 

Ньютона для численного решения нелиней-

ных уравнений содержится во всех учебниках 

по численным методам [1], [2]. Также эта 

формула используется профессором В.М. Ти-

хомировым для поиска точек экстремума в 

конечномерных задачах на безусловный экс-

тремум [3]. Следовательно, алгоритм может 

косвенно использоваться и в сложных задачах 

на экстремум, например в задаче Л.С. Понт-

рягина [4], [5]. В случае кратного корня нели-

нейного уравнения порядок скорости сходи-

мости невязки для итерационной формулы 

Ньютона падает со второго до первого [1], [2].  

Авторы работы [1] предложили моди-

фицированную формулу касательных Ньюто-

на.  

В данной работе также получена моди-

фицированная формула Ньютона касательных 

парабол. Аналитическая формула (11) затем 

обобщена для аргумента z на всю числовую 

прямую и имеет вид ряда (18) с одиннадцатью 

слагаемыми. Показано, что новая формула 

(18) имеет те же свойства, что и аналитиче-

ская формула касательных парабол (11), но 

требует меньшее число итераций, чем форму-

ла Ньютона и модифицированная формула 

Ньютона для поиска корня кратности m=1 с 

заданной точностью. Для кратности корня 

m≥2 нами предложен алгоритм (21), (22) ко-

торый, как и модифицированная формула 

Ньютона (23), находит корень с двойной точ-

ностью за одну итерацию. Алгоритм (21), (22) 

работает со вторым порядком скорости в бо-

лее широкой области принадлежности корня 

и начальной итерации, чем простая модифи-

цированная формула Ньютона (23) для крат-

ного корня. 

Постановка задачи 

Рассмотрим итерационную формулу ка-

сательных Ньютона (2) [1] для отыскания 

корней функции одной действительной пере-

менной (1):
 

RxfRxxf  )(,,0)( ;                 (1)

 
 

,...2,1,0,
'1  n
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Начальная итерация 0x : 

],[)(,0)()(],,[ 1

0 baCxfbfafbax   

принадлежит отрезку с изолированным кор-

нем 
*

.x  По определению корня всегда 0)(
*

xf . 
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Кроме того, производные порядка m-1 вклю-

чительно в точке корня 
*

.x  могут быть равны 

нулю: 1,0,0)(
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)(  mkxf k , тогда функция 
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Тогда про корень 
*

x  говорят, что он 

имеет кратность m. При выводе формулы (2) в 

последовательности точек касания  )(, nn xfx  

графика функции  )(, xfx  предполагалось, 

что касательное множество точек – прямая 
')()( nnn fxxfxy   имеет два очевидных 

условия согласования: nnnn fxyfxy '' )(,)(  .  

Идея данной работы заключается в ис-

пользовании касательного множества точек с 

тремя условиями согласования (метод "каса-

тельных парабол"): 





2

)(
)()(

''2
' nn

nnn

fxx
fxxfxy    (4) 

'''''' )(,)(,)( nnnnnn fxyfxyfxy  . 

Следующую точку итерации найдем из 

условия пересечения действительной оси и 

касательной параболы (4), обозначим 

,1 nnn xx  
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


2

00)(
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Последнее уравнение имеет два корня: 
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0,

2
''

''

''2''
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n

nnnn

n f
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Определение 1 [1]. Говорят, что беско-

нечно малая числовая последовательность 

0



n

n  сходится к нулю с порядком скорости 

p, если существует предел 





C

p

n

n

n 

 1
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Если в формуле (6) выражение 

  02 ''2'  nnn fff , то ,1 nnn xx   будет комплексным.  

Формулу (6) перепишем в эквивалент-

ном виде (8): 
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В формулах (8) из правой и левой части 

вычтем значение корня 
*

x , обозначим раз-

ность 
*

,2,2

*

,1,1 , xxxx nnnn   , формулы (8) 

перейдут в формулы невязок: 
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В последних формулах (9) вынесем модуль 
'

nf  из корня, получим 
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Таким образом, две формулы (10a) с 

положительным значением производной 

функции 0' nf  и (10b) с отрицательным зна-

чением производной 0' nf  объединим в од-

ну итерационную формулу (11) без индекса 1 

или 2, считая при преобразованиях формулы 

(11) для простоты 0' nf . 
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Обозначим в формуле (1) m кратность 
*

x  корня, тогда по определению кратности 

можно записать 

1,0)(),()(
**









 mxxxxxf

m

 . 

Найдем первую и вторую производные от 

функции )(xf : 
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Необходимо переписать формулы (11) в ите-

рационном виде: 
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Лемма 1. Формула (11) корректна для 

кратности корня m=1 или m=2, при этом по-

рядок скорости сходимости n  выше первого 

(второй или выше). 

Доказательство  
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Тогда в формулах (13), (13a), (13b), вы-

деляя главное предельное слагаемое, получим 

n

m

nnn

m

nnn

m

nn mmfmff  2''1' )1(,,   .
 

А формула (11) получит предельный вид
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Преобразуем последнюю формулу  
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В первом случае для кратности m=1 из 

формулы (14) получим 
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То есть, порядок степени δn в правой части 

последней формулы – два либо больше. 

Во втором случае для кратности m=2 

аналогично из (14) получим 
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То есть, порядок степени δn   в правой ча-

сти последней формулы – два и более. Следова-

тельно, по определению 1 имеем, что порядок 

скорости сходимости итерации в формуле (11) – 

не менее двух для кратности корня уравнения 

(1) m=1 или m=2. Подкоренное значение в (14) 

неотрицательно (условие корректности форму-

лы (11) для действительных значений δn), если
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Поэтому важно получить другую формулу 

аналогичную (11) при кратности корня m>2 на 

всей числовой прямой.  

Лемма 1 доказана. 

Производные функции f(x) из формул 

(13), (13a), (13b) подставим в формулу (11), 

получим (15)
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Заметим, что формула (15) является точной. 

Введем упрощающие преобразования 

обозначения:  
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С учетом новых обозначений перепи-
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Учитывая Лемму 1, уточним порядок скоро-

сти для невязки n  в формулах (15), (16). 

Лемма 2. Формула (16) для кратности 

корня m=1 имеет третий порядок скорости 

сходимости невязки к нулю 0



n

n . 

Доказательство. В случае m=1 дробь z 

в формуле (16) имеет вид, с использованием 

разложения в ряд Тейлора известной формулы  
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Далее преобразуем дробь B для кратно-

сти корня m=1: 
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Перепишем формулу (16) при m=1 с учетом 

найденных выражений BzA ,1  
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Согласно определению 1,  

3,
2

8
2

lim
2

2
2

3

1

0







pC
a

b
a

b

n

n

n
n 




. 

А невязка итерационной формулы (15) при 

m=1 имеет третий порядок скорости. Лемма 2 

доказана. 

Лемма 3. Формула (15) для кратности 

корня m=2 имеет второй порядок скорости 

стремления невязки к нулю 0



n

n . 

Доказательство. В случае m=2 дробь z 

в формуле (16) имеет вид, с использованием 

разложения в ряд Тейлора известной формулы, 
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Далее преобразуем дробь B для кратности 

корня m=2: 
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Перепишем формулу (16) при m=2 с 

учетом выражений BzA ,1  
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Согласно определению 1,  

2,
2

3
lim

2

1

0







pC
a

n

n

n
n 




. 

А невязка итерационной формулы (15) при 

m=2 имеет второй порядок скорости. Лемма 3 

доказана. 

Замечание 1. Согласно Лемме 1 итера-

ционная формула (11) корректна только для 

кратности корня m=1, 2. Но даже в этом слу-

чае из-за наличия арифметического квадрат-

ного корня формула (11) численно ограниче-

на, так как при отрицательном подкоренном 

значении программа блокируется функцией 

SQRT.  

Поэтому в данной работе мы предложи-

ли новую идею для вычисления формулы (11) 

при любой кратности корня и даже при отри-

цательном подкоренном значении в (11). 

Разложим в ряд Тейлора функцию 
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В зависимости от кратности корня пе-

ременная z принимает значения: 
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Формула (11) с учетом формулы (17) 

примет вид ряда 
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формулу (18) для малых 0n  можно при-

близить формулой 
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В (18a) сумма δn+1

  

монотонно убывает с 

каждым новым слагаемым. Формулу (18a) 

перепишем в эквивалентном виде: 
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Из формулы (18b) видно, что при неко-

тором максимальном числе членов ряда (чис-

ленно установлено: оно равно десяти) знаки 

nn  ,1  еще совпадают 01 Y , а при числе чле-

нов ряда равном одиннадцати знаки nn  ,1  

противоположны 02 Y .  

Действительно, программа дает значе-

ния 21 ,YY
 
для функции f(x)=(x-2)m 

002,-174E-5.5254551,  92770.33428534 21  YY

q = 30m1,22914340.85815432  =p 

24952878,-0.3779228, 19292900.11311156 21  YY

q = 201,72211120.23035364p  m

002,-95E-7.1020265,  002-3E2.37936767 21  YY

q = 31,26523440.25095124  mp . 

Значения 21 ,YY  зависят от кратности 

корня m. Из формулы (18b) видно, что всегда 

найдется конечное число членов ряда, для ко-

торого 0,0 21  YY , так как каждое новое сла-

гаемое ряда уменьшает его сумму. Рассмот-

рим ряд с конечным числом слагаемых и с 

параметром q: 
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С учетом формул (18b), (19) получим 

формулу (20): 
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Теорема 1. Существует единственное 

значение параметра q в формуле (19), для ко-

торого 0)( qY , что равносильно в формуле 

(20)   2,1  pO
p

nn  . 

Доказательство. По известной теореме 

из математического анализа непрерывная на 

отрезке функция, в нашем случае линейная по 

переменной q (19), принимающая противопо-

ложные знаки на концах отрезка имеет не ме-

нее одного корня на отрезке. В силу линейно-

сти функции (19) такой корень единственный.  

Введем обозначения 
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Перепишем формулу (19) в виде 
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Из последней формулы видно, что чис-

ловой вектор Y(q) пробегает весь отрезок [Y1 

Y2] пока параметр q пробегает единичный от-

резок [0,1], как показано в главе ʺВыпуклый 

анализʺ авторами [3], Y(0)=Y1, Y(1)=Y2. 

 

Вычислим параметр q из условия Y(q)=0: 

 

0,0,
1

ˆˆ
1,

1

ˆ
1 2121 







 YY

m

qBA
Y

m

A
Y , 

  ,0ˆˆ
)1(

1
1 


 qBA

m
Y  

)21(
ˆ

)1(
0

1

ˆ
1

1
B

mY
q

m

qB
Y





  ,               (21) 

)21(10)1(
21

1

21

1
21 a

YY

Y

YY

Y
qqYYq 





  (21а)

 
То есть,   0qY . Из формулы (20) имеем 

  2,0)( 1
1  
 pOqY

p

nn

n

n 



.
 

Теорема 1 доказана. 
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Итак, мы имеем итерационную формулу (22):
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 q

zzzz
. (22) 

 2''' /2 nnn fffz  , где параметр q определяется 

формулой (21) c переменной mmz /)1(2  , m 

– кратность корня. Кратность корня легко 

определяется формулой 

 2''' /1

1

nnn fff
m


 . 

Программа для примера 2 дает значение m= 30. 

Приведем также модифицированную 

формулу Ньютона, полученную школой про-

фессора Н.С. Бахвалова [1]: 

   
       

,...2,1,0,
''''

'

1 


 n
xfxfxfxf

xfxf
xx

nnnn

nn
nn  .  (23) 

Замечание 2. Вычислительный экспе-

римент показывает при кратности корня m=1, 

что все слагаемые в формуле (18) важны. 

Например, если число слагаемых в (18) равно 

3, то итерационная формула (18) для функции 

,02/sin)( 2  xxxf

1409243,1.40441482,0 2121  mmxx  

с начальной точкой итерации 50 x  теряет 

ближний корень 4092431.404414822 x  и нахо-

дит второй корень. Если число слагаемых 

равно 4, то формула Ньютона (2), модифици-

рованная формула Ньютона (23) и формула 

парабол (18) дают ближайший корень с двой-

ной точностью за 7 итераций: 

x(18)=   1.40441482409243      f(18)=  

1.675092356490104E-017 (формула (18)) 

x(23)=   1.40441482409243      f(23)=  

1.675092356490104E-017 (формула (23)) 

x(2)=   1.40441482409243      f(2)=  

1.675092356490104E-017 (формула (2)). 

Пример 1. Если в формуле (18) число 

слагаемых равно 10, 11, то вычисления дают 

следующий результат после 5 итераций: 

x(18)=   1.40441482409243      f(18)=  

1.675092356490104E-017 (формула (18)) 

x(23)= 1.40441480897897        f(23)=  

1.872255664679733E-008 (формула (23)) 

x(2)=   1.40441498008568      f(2)=  -

1.932444457081986E-007 (формула (2)). 

Для поиска второго корня выберем точ-

ку 50 x  для 11 слагаемых в (18) после че-

тырех итераций получим двойную точность 

корня только по формуле (18): 

x(18)=   -6.775433974041149E-021 f(18)=  -

6.775433974041149E-021 (формула (18)) 

x(23)= 7.668850082129399E-013 f(23)=  =  

7.668850082126459E-013 (формула (23)) 

x(2)=   -1.369473868555432E-009 f(2)=  -

1.369473869493161E-009 (формула (2)). 

Таким образом, точность формулы (18), 

по сравнению с формулами (2), (23), в случае 

однократного корня достигается не только в 

малой окрестности, но и вдали от корня, а ал-

горитм (18) имеет меньшее число итераций, 

чем остальные формулы.  

В работе [1] в одном из примеров приве-

дено только два слагаемых формулы (18), и по-

казан третий порядок ее скорости, очевидно, в 

меньшей окрестности корня, чем (18) (однако 

не указано, как формула была получена). 

Для сравнения алгоритмов рассмотрим 

еще несколько примеров. 

Пример 2. Решить уравнение 

  7,30,2,02)( 030
 xmxxxf .

 
В примере 2 единственный корень x=2 

имеет кратность m=30. 

Достаточно одной итерации для дости-

жения двойной точности в формулах (22) и 

(23) в случае кратного корня: 

x(22)=   2.00000000000000      f(22)=  

0.000000000000000E+000 

 x(2)=   6.83333333333333      f(2)=  

3.368235318563970E+020 

 x(23)= 2.00000000000003 f(23)=  

0.000000000000000E+000. 

Пример 3. Решить уравнение 

  7,20,2,02)( 020
 xmxxxf .

 
В примере 3 единственный корень x=2 

имеет кратность m=20. 

Достаточно одной итерации для дости-

жения двойной точности в формулах (22) и 

(23) в случае кратного корня: 

x(22)=   2.00000000000000      f(22)=  

9.332636185032189E-302 

x(2)=   6.75000000000000      f(2)=   

34187881699423.1     

x(23)=   2.00000000000000      f(23)=  

9.785978320356312E-296.
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Пример 4. Решить уравнение 

  7,3,2,02)( 03
 xmxxxf .

 
В примере 4 единственный корень x=2 

имеет кратность m=3. 

Достаточно одной итерации для дости-

жения двойной точности в формулах (22) и 

(23) в случае кратного корня: 

x(22)=   2.00000000000000      f(22)=  

0.000000000000000E+000 

X(2)=   5.33333333333333      f(2)=   

37.0370370370370      

 X(23)=   2.00000000000000      f(23)=  

0.000000000000000E+000. 

В формулах (18), (22) как и в формуле 

(23), используются дважды дифференцируе-

мые функции. То есть, в программе кроме 

функции задаются ее первая и вторая произ-

водные.  

Ниже написана программа, в которой 

все переменные и функции имеют двойную 

точность REAL (8). Алгоритмом программы в 

формуле (22) сначала вычисляется ряд 

 2''' /2,111 nnn fffzzA  , во вторую оче-

редь итерации 

    zffxABxx nn

nnn  11/1 '''1 .
 

Таблица. Последовательность итераций корня в 

примере 1 с начальной итерацией x0=7 для моди-

фицированной формулы Ньютона (23) и по фор-

муле касательных парабол (18). Второй и чет-

вертый столбцы – значение функции в точке xn. 
 

nx )23(   nxf )23(  nx )18(   nxf )18(  

2.0735875

6511538       

-1.2736 4 

17410333 

2.1099472

3230622       

-1.36779 

37393976 

1.2875550

0496885       

0.1312556

8837352 

1.4210163

8720559       

-2.083984 

694E-002 

1.3914537

7776958       

1.5889375

48E-002 

1.4044147

2995105       

1.1662232

4069E-007 

1.4042775

3291033       

1.7005758

54E-004 

1.4044148

2409243       

5.2022188

640E-015 

1.4044148

0897897       

1.8722556

64E-008 

1.4044148

2409243       

1.6750923

56E-017 

Из таблицы видно, что после пяти итера-

ций для поиска корня кратности m=1 формула 

касательных парабол (18) имеет двойную точ-

ность (16 значащих цифр), а модифицированная 

формула (23) дает только семь (достигается 

только первая точность) верных знаков при од-

ной и той же начальной точке итерации x0=7.
 

В программе на FORTRAN все функции 

и переменные заданы с двойной точностью, в 

программе записано условие примера 2: 

program nuton 

use dfimsl 

integer(8),parameter::n=10,m1=30,m=11; 

integer(8)::i,j; 

re-

al(8)::x,x0,xx,x10,x20,s,s1,s2,s0,s10,f,f1,f2,q,B,p

,Y1,Y2; 

f(x)=(x-2D0)**30D0;f1(x)=30D0*(x-

2D0)**29D0;f2(x)=870D0*(x-2D0)**28D0 

x=7d0;x0=x;xx=x;x10=x;x20=x;s=0d0;s1=1d0;s

2=5d-1;s0=0d0;s10=1d0 

xxx1=-2d0*dfloat(m1-1)/dfloat(m1); 

do j=1,m;s10=s10*xxx1*(s2-

dfloat(j)+1d0)/dfloat(j); 

s0=s0+s10;if(j==m)then;B=s10;else;endif;end do 

Y2=1d0+s0/dfloat(m1-1);Y1=Y2-B/dfloat(m1-1); 

p=Y1/(Y1-

Y2);print*,"Y1=",Y1,"Y2=",Y2,"p=",p 

do i=1,n,1;xxx=-2d0*f(x)*f2(x)/(f1(x)*f1(x)); 

s1=1d0;s=0d0;do j=1,m;if(j==m)then 

q=p;elseif(j<=m-1)then;q=1d0;end if; 

s1=s1*xxx*(s2-

dfloat(j)+1d0)/dfloat(j);s=s+s1*q; 

end do;x=x+s*(f1(x)/f2(x));x10=x10-

f(x10)/f1(x10); 

x20=x20-f(x20)*f1(x20)/(f1(x20)*f1(x20)-

f2(x20)*f(x20)) 

print*,"i=",i;print*,"x=",x,"f=",f(x); 

print*,"xn=",x10,"fn=",f(x10);print*,"x20=",x20,

"fx20=",f(x20); 

if(dsqrt(f(x)*f(x))<1d-

16)then;print*,"i=",i;print*,"x=",x,"f=",f(x); 

print*,"xn=",x10,"fn=",f(x10);print*,"x20=",x20,

"fx20=",f(x20); 

pause;endif;enddo;end program nuton 

Основные результаты в данной работе: 

1) Получена модифицированная формула 

Ньютона – касательных парабол (11). 

2) В Лемме 1 доказано, что формула (11) 

корректна только для случаев 

кратности корня m=1, m=2. При этом 

порядок скорости сходимости навязки 

к нулю в формуле (11) выше первого. 
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3) В лемме 2 доказан третий порядок 

скорости невязки в формуле (11) для 

корня кратности m=1. 

4) В лемме 3 доказан второй порядок 

скорости невязки в формуле (11) для 

корня кратности m=2. 

5) Формула (11) обобщена до формулы 

(18) на числовой прямой (-∞,+∞) для 

переменной z и корректна для 

кратности корня m=1. 

6) Получена формула (22) для кратности 

корня два и выше с параметром 0<q<1, 

который определяется формулой (21). 

7) На примерах показано, что при 

кратности корня m=1 алгоритм (22) 

эффективнее алгоритмов (2), (23). Для 

кратности корня m=3, 20, 30 и простой 

функции достаточно одной итерации 

для достижения двойной точности 

корня по алгоритму (21), (22). 

 

Новые алгоритмы (18), (21), (22) позволят 

численно решать нелинейные уравнения и 

системы за меньшее число итераций, чем 

формула касательных (2). В задачах на 

собственные значения (случай действительных 

корней) при анализе обыкновенных 

дифференциальных уравнений и их систем [6], 

[7], [8], [9] формулы (18), (21), (22) наряду с 

алгоритмами (2), (23) могут быть полезными.  
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