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Аннотация. Абсолютно твердое несимметричное тело-магнетик движется относительно непо-

движного полюса в стационарном однородном магнитном поле постоянной напряженности. Магнит-

ный центр тела расположен в одной из главных плоскостей его эллипсоида инерции, отнесенного к 

данному полюсу. Движение тела рассматривается как нелинейные колебания, происходящие вблизи 

его положения устойчивого равновесия в предположении, согласно которому такое равновесие суще-

ствует. Проводятся аналитические преобразования системы уравнений колебания тела с ее приведе-

нием к каноническому виду и к специальной форме по А. Ляпунову. Отмечается возможность реду-

цирования системы. Получены условия существования резонанса в линейной подсистеме уравнений 

движения, представленные в виде соотношений, связывающих инерционные и магнитные параметры 

тела.   
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Abstract. An absolutely solid asymmetric body-magnet moves relative to a stationary pole in a stationary 

homo-geneous magnetic field of constant intensity. The magnetic center of the body is located in one of the 
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Введение   

В механике твердого тела принята ана-

логовая модель, согласно которой механиче-

ский объект рассматривается как осциллятор, 

состояние которого описывается определен-

ным набором переменных, изменяющихся во 

времени, в общем случае, с рационально неза-

висимыми частотами [1, c. 236]. Такой подход 

позволяет построить детерминированную ос-

цилляторную модель динамики твердого тела, 

движущегося относительно неподвижного 

центра в стационарном силовом поле посто-

янной интенсивности. На основе этой модели 

А. Пуанкаре [2] была выдвинута гипотеза, со-

гласно которой малые колебания твердого те-

ла, существующие в окрестности положения 

его устойчивого равновесия, могут характери-

зоваться первыми членами разложения в сте-

пенной ряд алгебраических первых интегра-

лов системы уравнений Эйлера–Пуассона. 

В настоящей работе упомянутая осцил-

ляторная аналоговая модель применяется для 

исследования резонансного состояния гипоте-

тической системы осцилляторов с квадратич-

ной нелинейностью [3, c. 551]. На основе ха-

рактеристик данного состояния установлены 

случаи интегрируемости динамической си-

стемы твердого тела, движущегося в стацио-

нарном однородном магнитном поле.   

1. Основные предпосылки 

Абсолютно твердое тело с парамагнит-

ными свойствами неизменно связано с непо-

движным полюсом О и движется в стацио-

нарном однородном магнитном поле постоян-

ной напряженности H. Силовые линии этого 

поля прямолинейны, параллельны и их ориен-

тация определяется направляющим ортом s. 

Введем правые координатные ортобази-

сы с общим началом в полюсе О: неподвиж-

ный ,0  неизменно связанный с ортом s, и ба-

зис    ,321 xxxO  связанный с твердым телом,  

оси jxO  3,2,1j  которого  направлены по 

главным в полюсе О осям тензора инерции 

тела с матрицей ,),,(diag 321 AAAA  где Aj − 

главные осевые моменты инерции тела в ба-

зисе   (собственные значения его оператора 

инерции). Здесь и всюду далее проекции век-

торов на координатные оси базиса   соответ-

ствуют индексам с номером оси этого базиса. 

Обозначим: ),,( 321 IIII  − постоянный 

собственный магнитный момент тела-

парамагнетика; 1const   − коэффициент 

магнитной проницаемости среды; ω (ω1, ω2, 

ω3) − вектор абсолютной угловой скорости 

тела; .),,(, 321 sssH sssH   

На тело-магнетик, находящееся во 

внешнем магнитном поле, действует резуль-

тирующий момент сил [4, c. 259]: 

.)()( sIHIL  H            (1) 

Уравнения движения тела относительно 

полюса О под воздействием момента сил (1) 

имеют вид [5] 

.)(

,)()( 11

ωss

sIAωωAAω



 



 H
   (2) 

Пусть )( M

jxM  − магнитный центр тела 

(центр параллельных сил магнитного поля). 

Положим  ,0 OMr  

,),0,(),,( 31321 nnrxxx MMM            (3) 

где 31, nn  − заданные постоянные параметры 

такие, что 

,),0,(,1 31

2

3

2

1 nnnn nn          (4) 

где n − нормированный вектор [6]. 

Введем величину 0const   с раз-

мерностью угловой скорости и приведем ее 

механическое истолкование. Допуская, что 

твердое тело, как физический маятник, колеб-

лется относительно неподвижной оси, ортого-

нальной орту s, и находится в статическом 

равновесии в положении:  

,),0,(),,( 31

0

3

0

2

0

1 nnsss                 (5) 

в силу уравнений системы (2) находим, что 

характерный параметр  

)0( 33

32

3  In
nA

IH
 

является круговой частотой собственных ко-

лебаний маятника. При этом имеет место па-

раметрическая зависимость 

.)0(0 111331  InnInI           (5 ⃰ ) 
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2. Предварительные положения 

Приведем систему уравнений (2) к без-

размерной форме, переходя к переменным 

t  ,1
ωu                  (6) 

и к безразмерным постоянным параметрам [7]  

.)1(

,1,

31

3

1

2321

1

21



 

aa

AAaaAAa
 

C учетом тождества (4) положим 
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,0,)3,1(
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2

2

HAm

IiImn ii
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введем инерционные параметры [8] 

)]1(,,)1([],,[ 1

1

3133

1

1321   aaaaaaBBB

и рассмотрим общий случай, при котором все 

.0jB  

Представим систему уравнений (2) в 

переменных (6) при условиях (3), (7) в виде 

,

,)()( 1

sNs

sNuBu




                   (8) 

где обозначено  ,][ 321

Tuuuu  
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Здесь B, N1 − матрицы-столбцы; штрих сверху 

обозначает дифференцирование по перемен-

ной τ. В системе уравнений (8) выражение 

)(uB  отражает квадратичную нелинейность 

данной динамической системы [3]. 

Предполагается, что в положении (5) 

твердое тело находится в состоянии статиче-

ского устойчивого (по Раусу–Ляпунову) рав-

новесия. Это предположение принимается со-

гласно свойству векторного потенциала одно-

родного линейного магнитного поля, согласно 

которому существует по крайней мере одно 

положение статического равновесия, опреде-

ляемое изолированной точкой фазовой траек-

тории в пространстве R6. 

Введем вектор 
Tppp ][ 321p  малых 

возмущений, определенных в малой окрест-

ности данного состояния, и в возмущенном 

движении положим 

Tpnppn ][ 33211 s          (9) 

с заданными параметрами (3), (5). В движении 

(9) система уравнений (8) принимает вид 

,)()(

,)()(

2

1

uNpuNp

pNuBu




                (10) 

где N2 − вектор-столбец: 
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Дискретное спектральное множество 

(спектр S) собственных значений линейной 

части динамической системы (10) соответ-

ствует характеристическому уравнению этой 

части системы и имеет вид 

.)1(),,,,0,0(  iiiiiS   (11) 

Здесь 0  − характерный действительный 

параметр, равный 

,)( 2
1

2

3

1

1

2

1

1

3 nana               (12) 

является главной собственной круговой ча-

стотой колебаний. 

Из множества (11) элементов частотно-

го спектра S выделим подмножество ZS  

ненулевых значений, расположенных на мни-

мой оси комплексной плоскости Z , исключая 

ее нулевую точку на этой оси: .)(Im ZS  

Тогда точка покоя динамической системы те-

ла является изолированной точкой эллиптиче-

ского типа [1, c. 156], отвечающей спектраль-

ному множеству .zS  Для спектра значений 

(11) соответствующая резольвента представ-

ляется вырожденной матрицей [9, c. 176]. 

В частотном спектре S каждому нуле-

вому собственному значению отвечает про-

стой элементарный делитель [9, c. 146]. Нуле-

вые собственные значения в этом спектре 

означают, что начальное возмущение кинети-

ческого момента данного тела сохраняется 

постоянным. 

Фазовый портрет данной системы пред-

ставляется вращениями с угловыми коорди-
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натами вида , kk   задающими диф-

феоморфизм фазовой поверхности системы. 

Здесь τ − приведенное время согласно равен-

ству (6), k  − парциальная частота номера k. 

Фазовые траектории данной системы распо-

ложены на невырожденном торе и удовлетво-

ряют уравнениям kk    [10]. 

3. Основная динамическая система. 

Постановка задачи 

Движению твердого тела в конфигура-

ционном пространстве поставим в соответ-

ствие движение системы осцилляторов с 

квадратичной нелинейностью ,)(uB находя-

щихся на стационарных двусторонних удер-

живающих упругих связях, движущуюся в 

однородном линейном магнитном поле. При-

нимается, что возмущенное движение систе-

мы описывается движением фазовой точки в 

пространстве 
6

R  − конечномерном диффе-

ренцируемом многообразии − с безразмерным 

фазовым вектором ,]...[ 61

Twww где 

.)3,2,1,(}){};({}){;}({  jipuww jiji   (13) 

Здесь и всюду далее символ }...{  обозначает 

всю совокупность данных величин. 

Движение системы осцилляторов в 

окрестности положения (5) в переменных wj 

(13) определяется системой 

,),()( 6
RwwFwPw  T   (14) 

где P,),0[ T  − невырожденная мат-

рица, заданная над коммутативным полем, 

описание которой приведено ниже. В системе 

(14) 
T

jFF }][{  − вектор-столбец с компо-

нентами − аналитическими функциями 

,)6,5,4()(

,)3,2,1()(

62534

3211

wwwwF

wwgF





w

w
    (15) 

где jg  − заданные действительные постоян-

ные. Символы (1, … , 3), (4, … , 6) обознача-

ют циклическую перестановку данных индек-

сов, применяемую для представления осталь-

ных выражений по данным равенствам-пред-

ставителям. 

Согласно виду уравнения (14) и спек-

тральному множеству (11) это уравнение 

представляет скалярную систему типа систе-

мы Ляпунова [11, c. 68], которую назовем ос-

новной динамической системой (ОДС). 

Выражения (15) отражают квадратич-

ную нелинейность ОДС, инвариантную отно-

сительно размерности пространства R6. При 

этом представления для )6,5,4( kFk  яв-

ляются компонентами скобок Пуассона [12, 

c.182] от некоторых функций ),,(2 3211 www  

= ,),,(2, 2

6542

2



  ww www  где ве-

личины )(,)( rp ww 


ww  − соответствующие 

заданные векторы. Фазовое пространство с 

координатами },{ rp ww здесь рассматривает-

ся как конечномерное дифференцируемое 

многообразие с обобщенными импульсами wp 

и обобщенными координатами wr . 

Таким образом, ОДС (14) является де-

терминированной автономной многопарамет-

рической системой с заданными инерцион-

ными aj и позиционными nj параметрами. 

Ставится следующая задача. Найти 

для 
6, RwT  формы представления 

уравнений ОДС: диагональную и специаль-

ную кососимметрическую форму по А. Ляпу-

нову, а также аналитические условия возник-

новения резонанса в подсистеме, совпадаю-

щей с линейной частью данной системы. 

4. Диагонализация основной  

динамической системы 

Зададим вектор диагональных перемен-

ных 
Tzz ]...[ 61z и диагонализируем систе-

му (14) [6]. Представим матрицу G, образо-

ванную соответствующими собственными 

векторами матрицы линейной части ОДС (14), 

в виде 
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где обозначено 
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Матрица G (16) является полуиннорной 

[13]. В силу равенства (16) имеем матрицу 
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где обозначено .)3,1(1   inl ii   Здесь 

матрица 
1

G  также является полуиннорной. 

Выполняя преобразование zGw  [6], 

приведем ОДС (14) к диагональной форме: 

,),()( 61
RzzGFGzDz   T (17)  

где GPGD
1  − диагональная матрица, 

образованная из соответствующих собствен-

ных значений − элементов упорядоченного 

множества (11). Здесь применено свойство 

подобия матриц P, D, согласно которому эти 

матрицы имеют идентичные частотные спек-

тры [9, c. 143]. 

Обозначим 
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и введем вспомогательные переменные 
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Система уравнений (17) для диагональ-

ных переменных, представляемая в квазипо-

тенциальной форме, имеет вид 
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В системе (18) не представлены уравне-

ния с величинами ,, 53 zz   поскольку имеет ме-

сто комплексное сопряжение переменных z3, 

z5  с переменными z4, z6, соответственно. 

Введем гипотетические векторы 

TTT zzzzzz ][,][,][ 563652431  ppp  

и обозначим символом )(   скалярное умно-

жение этих векторов. 

Динамическая система (18) имеет неза-

висимые первые алгебраические интегралы 

,)()1()()1(
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(19) 

,02 1
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4  zzZZ  

где h, H − постоянные интегрирования. Соот-

ношения (19) являются первыми интегралами: 

энергии, кинетического момента относитель-

но направляющей оси орта s и тривиальным, 

соответственно. 

Наличие интегрального множества (19) 

позволяет рассматривать движение фазовой 

точки системы (18) на некоторой части мно-

гообразия меньшей размерности. При этом 

пятимерное фазовое подпространство этой 

системы определено в пространстве R6 триви-

альным интегралом (19). 
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5. Специальная диагональная 

формализация 

Приведем уравнения системы (18) и ее 

первые интегралы (19) к виду, характерному 

для системы уравнений Ляпунова [14]. При 

этой форме уравнений матрица аддитивной 

линейной части преобразованной системы 

имеет антисимметричную квазидиагональную 

структуру. Это приведение достигается ли-

нейным преобразованием ,xKw   приме-

ненным Ляпуновым. Здесь WGK  − мат-

рица результирующего преобразования, при-

чем матрица W формируется заданным пре-

образованием [14]. 

Таким образом, преобразованная дина-

мическая система принимает вид 

,),()( 6
RxxfxUx  T   (20) 

где обозначено 

.)()(, 11
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В уравнении (20) матрица K образуется 

аналогично предыдущему 
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и выражается через блочные матрицы 
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Матрица K (21) является так же, как и 

G, полуиннорной. Согласно представлению 

(21) находим 
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где блочные матрицы 
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Система скалярных уравнений (20) в 

компонентах 
Txx ]...[ 61x в силу подобия 

матриц P, U представляется в следующей ква-

зипотенциальной форме: 
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где обозначено 
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и имеет независимые первые алгебраические 

интегралы 
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   (23) 

где 21, hh  − постоянные интегрирования. 

Фазовая точка, соответствующая систе-

ме уравнений (22), для значений T  нахо-

дится внутри эллипсоидальной области фазо-

вого пространства, определяемой первым ин-

тегралом энергии. 

В силу линейной связки интегралов V1 , 

V3 системы (23) по Лагранжу имеем опреде-

ленно положительную квадратичную форму 





6

1

2 ,
j

jj xV   

где .)1,...,1,,1(}{ 1  j  Это свойство поз-

воляет установить области притяжения [15] 

системы (22) в пространстве переменных {xj}. 

6. Редуцирование динамической  

системы 

Опишем схематически алгоритм преоб-

разования системы уравнений (22), приводя-

щий с заданной точностью эту систему к по-

нижению порядка и уменьшению числа ее не-

зависимых переменных, на основе системы 

первых интегралов (23). 
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Полагая, что величины возмущений x4, 

x5, x6 малы по модулю и имеют одинаковый 

порядок малости, из первых интегралов 32 ,VV  

с указанной точностью имеем 

,)()]()1()(

)1()1([

,)(2

3

31

1

21

1

122

42

4

2

11

j

j

x

Xihx

xXXx











qqqq 

   (24) 

где обозначено 

.][,][,][

,),(),(

563652431

653441

TTT xxxxxx

xxxxXX





qqq
 

В системе равенств (24) второе соотно-

шение имеет место в силу наличия первого из 

них. Внося выражения (24) в равенства (23), с 

точностью до )( 4

jx  получаем систему урав-

нений относительно 64 , xx   и комплексно со-

пряженных им величин. Эта система здесь не 

представлена ввиду значительной громоздко-

сти результирующих выражений. 

Таким образом, в результате редуциро-

вания порядок исходной динамической си-

стемы может быть понижен до четвертого. 

7. Резонансы в основной  

динамической системе 

Следуя динамической осцилляторной 

аналогии [1, c. 236], поставим в соответствие 

состояние динамической системы (10) состо-

янию гипотетической системы трех взаимо-

связанных осцилляторов с квадратичной не-

линейностью [3, c. 554]. Эта система осцилля-

торов, отнесенная к пространству R6 перемен-

ных (u, p) (аналоговая система сравнения), в 

силу гипотетически предполагаемой слабой 

нелинейности порождает комбинационные 

частоты, учитываемые в виде линейных ком-

бинаций нормальных частот данной линейной 

подсистемы (10). Близость величин этих ча-

стот к нормальным частотам выделенной под-

системы и обусловливает возникновение ре-

зонанса в динамической системе. 

Получим ограничения, налагаемые на 

структурно-динамические параметры тела, 

связанные с возникновением резонанса. Ра-

венство (12) задает отношение частот линей-

ной подсистемы (10), идентифицированной с 

указанной системой осцилляторов. Здесь ха-

рактерный параметр ν является действитель-

ным числом − дробью, содержащей простые 

числа и единицу. 

Из равенства (12) следует: 
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где rr ab 
4

  (r = 1, 3), .0   

Уравнение (25) определяет в простран-

стве R3 координат ),,( 321 nnn  эллиптический 

цилиндр с осью, совпадающей с координат-

ной осью 2Ox  ортобазиса .  

Согласно равенствам (7), (25) имеем 
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2
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2
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откуда при 1  (резонанс вида 1:1) следует 

условие: 

,0)()( 2

3213

2

1321  IAAAIAAA  (27) 

к которому следует присоединить ограниче-

ние 02 I  (7). Резонанс вида 1:1 является 

вырождением более общего триадного резо-

нанса [3] в системе осцилляторов. 

Соотношение (27) представляет "маг-

нитный" аналог классического случая Гесса–

Аппельрота, существующего при движении 

твердого тела в однородном параллельном 

поле силы тяжести [16, c. 152]. Здесь пара-

метры 31, II , согласно равенству (5 ⃰ ), связаны 

с соответствующими координатами магнит-

ного центра М тела. 

Вводя гипотетическую прямую, прохо-

дящую через магнитный центр М тела и его 

неподвижный полюс О, находим, что эта пря-

мая направлена ортогонально плоскости кру-

гового сечения эллипсоида инерции тела. При 

этом вектор его начального кинетического 

момента расположен в данной инерционной 

плоскости. 

Как и в известном классическом случае 

для поля силы тяжести условие (27) содержит 

частные аналоги: 0,0, 31321  IIAAA  

(аналог случая Лагранжа–Пуассона), а также 

321 AAA   (аналог случая центральной ки-

нетической симметрии). В последнем случае 

прямая, проходящая через центр М тела и по-

люс О, движется подобно сферическому ма-

ятнику. 

При ν = 2 (резонанс вида 2:1) ограниче-

ние (26) имеет вид 

,0)4()4( 2

3213

2

1321  IAAAIAAA  
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откуда при условиях 

0,0,4 3121  IIAA              (28) 

следует 

.4 32 AA                          (29) 

Присоединяя к условиям (28), (29) огра-

ничение, выражающее осесимметричность  

,21 AA                           (30) 

получим структурно-кинетические условия, 

характеризующие для однородного магнитно-

го поля аналог классического случая Горяче-

ва–Колосова [16], существующего при движе-

нии тела в однородном поле силы тяжести.  

Согласно ограничениям (28)−(30) маг-

нитный центр тела в этом случае расположен 

в экваториальной плоскости его эллипсоида 

инерции, отнесенного к центру О. 

Заключение 

Идея применения методологии теории 

нелинейных колебаний к исследованию дви-

жения твердого тела вокруг неподвижного 

полюса в однородном постоянном силовом 

поле была реализована В.М. Старжинским в 

работе [17]. Им была рассмотрена задача о 

движении относительно неподвижного центра 

твердого тела в однородном поле силы тяже-

сти в случае, при котором его центр тяжести 

расположен в главной плоскости эллипсоида 

инерции. В его работе даны случаи возникно-

вения резонансов и приведены известные ра-

нее в механике твердого тела резонансные со-

отношения, определяющие классические слу-

чаи Лагранжа и Горячева при движении тела в 

однородном постоянном поле силы тяжести. 

В настоящей работе приводятся кано-

нические формы уравнений движения твердо-

го тела-парамагнетика, полученные путем 

аналитических преобразований с применени-

ем модельной осцилляторной аналогии. Пока-

зано, что структура уравнений движения тела 

в стационарном однородном постоянном маг-

нитном поле идентична структуре уравнений 

движения тела в соответствующем однород-

ном поле силы тяжести.  

Эта идентичность относится к получен-

ным формам уравнений движения и новым 

резонансным соотношениям для магнитного 

поля, соответствующим известным аналогам 

классических случаев движения тела в поле 

силы тяжести. 

Представленные уравнения могут при-

меняться при исследованиях в областях меха-

ники твердого тела: в задачах устойчивости, 

стабилизации и управления движением меха-

нических объектов, находящихся в стацио-

нарном однородном магнитном поле. 
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