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Введение 

Квантовая космология – это одна из инте-

ресных и достаточно сложных сфер теоретиче-

ской физики, так как задачи, которые рассмат-

риваются в этой области физического знания, 

не укладываются в рамки предшествующих 

разделов физики. В своей работе [1] А.Д. 

Линде заметил, что: "результаты соответству-

ющих исследований зачастую выглядят пара-

доксально, и требуется большая степень 

непредубежденности для того, чтобы не от-

махнуться от них с самого начала". 

Уиллер и ДеВитт являются идейными 

начинателями данного раздела физики. В 

конце 60-х гг. XX века было составлено урав-

нение Уилера–ДеВитта для волновой функции 

Вселенной ( , )ijh  , где ijh  – трехмерная про-

странственная метрика,  – поля материи. Дан-

ное уравнение является частным случаем урав-

нения Шредингера для волновой функции в 

стационарном случае / 0t   .  

Для случая мини-супер-пространствен-

ного квантования, которое является упрощен-

ным подходом, для однородной Вселенной 

Фридмана были получены наиболее интерес-

ные решения данного уравнения, где вместо 

величин ijh  брали масштабный фактор Все-

ленной а [2].  

В различных работах [2–5] исследуется 

квантовое рождение плоских, открытых и за-

крытых моделей Вселенной в таком разделе 

физического знания как квантовая космология. 

В работе [6] для подхода квантовой космоло-

гии авторы рассматривают космологическую 

модель, решение которой в классическом ва-

рианте было ранее найдено Вайдья и Пателем, 

где источниками гравитации являются элек-

тромагнитное поле, чистое излучение и враща-

ющеяся жидкость. Авторы работы [6] сделали 

вывод, что вероятность больших значений гло-

бального вращения невелика. В работе [7] рас-

сматриваются вращающиеся космологические 

модели типа Гёделя и их квантовая эволюция 

со спинорным и скалярным полями. В рамках 

данной модели возникает возможность найти 

вероятность осуществления именно вращаю-

щейся модели с отсутствующей начальной 

сингулярностью. В работе [8] исследуется 

квантовое рождение Вселенной с возможным 

медленным вращением.  

Авторы данной работы убедились, что 

вращение в различных случаях может как 

уменьшить, так и увеличить коэффициент тун-

нелирования Вселенной. В статье [9] в рамках 

квантовой геометродинамики рассматрива-

лось квантовое рождение горячей Вселенной 

для минисуперпространства. Также в работах 

[10–13] строились различные модели кванто-

вого рождения Вселенной с разными видами 

вращения. 

Далее в данной работе мы будем иссле-

довать квантовое рождение для модели типа II 

по Бьянки. Вычислим коэффициенттуннелиро-

вания и определим туннелирующую волновую 

функцию. 

1. Построение модели типа Бьянки II 

В теории гравитации Эйнштейна постро-

ена нестационарная космологическая модель 

для метрики типа II по Бьянки. Источникам 

гравитации нашей модели являются сопут-

ствующая анизотропная жидкость. 

Метрика типа II по Бьянки имеет следую-

щий вид:  

      

2 2 (1)

2 2 2
2 (1) (2) (3)

2 ( )

( ) ,

ds dt R t be dt

R t A e e e

  

  
        (1) 

где ,  ,  0,  0,  A b const A b    
(1) (2) (3),  , .e dx zdy e dy e dz     

Будем искать решение уравнений Эйнштейна  

1

2
R g R T                       (2) 

для метрики (1), предполагая, что источником 

гравитационного поля данной космологической 

модели являются анизотропная жидкость. Эйн-

штейновская гравитационная постоянная равна 1. 

Принято x0 = t, x1 = x, x2 = y, x3 = z. Пред-

ставим нашу метрику в тетрадной форме. Ис-

пользуется лоренцевая тетрада с ненулевыми 

компонентами: 

(0)
0 1,e  (0)

1 ,R be     (0)
2 ,R bze   

(1)
1 ,R A be                            (3) 
(2)
2 ,Re    (3)

3 .Re   

Источником гравитационного поля дан-

ной модели является сопутствующая анизо-

тропная жидкость с записанным в тетрадной 

форме тензором энергии импульса 

( ) ( )ab a b a b abT u u           ,    (4) 

где 

1,   1,   0,   0,   .a a a

a a au u u            

Предполагаем, что 0 1,   .a a a au      
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Тетрадные уравнения Эйнштейна запи-

шем в следующем виде: 

2 2 2 2

2

(8 12 8 2 )
,

4 ( )

RRb R A R b A Ab b

R A b


     



(5) 

2

2

(4 4 )
0,

2 ( )

b RR R A b

R A b

   



           (6) 

2 2 2 2

2

(8 8 4 8 3 5 2 )

4 ( )

RRA RRb R A R b A Ab b

R A b



      






σ,  (7) 

2

2

(8 4 )
.

4 ( )

A RR R A b

R A b


   



                  (8) 

Из уравнения (6) находим:  

( ),  0.
2

A b
R ch Ht H

H


                 (9) 

Из уравнений (5), (7), (8) с учетом (9) полу-

чаем: 

плотность энергии анизотропной жидко-

сти: 
2

2 2

3
,

4

A R A

A b R R
  


                  (10) 

давление анизотропной жидкости: 
2

2 2

3 3
,

4

A R A

A b R R
   


                    (11) 

давление анизотропной жидкости: 
2

2 2

3
,

4

A R A

A b R R
   


 .                (12) 

Для нашего решения 0 ( ),        но 

2
.

A

R
    При 0A  будет   . Так что 

наша жидкость не является вакуумоподобной. 

Кинематические параметры имеют сле-

дующий вид: расширение 
3R

R
  , вращение 

2

b

R
  , ускорение 

bR
a

A BR



. Сдвиг от-

сутствует. 

Отметим, что наше решение будут при-

чинным.  

Исключим из выражений (10) и (11) t, 

учитывая, что ( ),  0.
2

A b
R ch Ht H

H


    

Тогда будем иметь 

2 2

2 2

3 3 3
,  

4

AH A AH A

A b R A b R
     

 
.    (13) 

Вселенная заполнена вращающейся ани-

зотропной жидкостью.  

Мы будем исследовать квантовое рожде-

ние вселенной R=0, найдем волновую функ-

цию вселенной, вычислим коэффициент тун-

нелирования Вселенной. На этапе квантования 

анизотропная жидкость предполагается клас-

сической. 

2. Получение уравнения  

Уилера–ДеВитта  

Пространство-время с метрикой (1) 

можно расщепить на пространство и время со-

гласно стандартной процедуре [14–16]. Опи-

шем процедуру. Для этого метрику (1) можно 

представить в виде 
2 2 2 ( )( )a a b b

abds N dt g dx N dt dx N dt     , (14) 

а нормальный базис на гиперповерхностях по-

стоянного параметра t=const определяется три-

адой касательных векторов 
ae  ( a  – реперный 

индекс,   – координатный индекс); 
0 0,  b b

a a ae e    ( , 1,2,3a b  ); единичный време-

ниподобный нормальный вектор к трехмерной 

пространственноподобной гиперповерхности 

постоянного параметра t=const имеет вид 

( ,0,0,0),  0,1,2,3.n N     

Как известно,   – волновая функция Вселен-

ной удовлетворяет уравнению Уилера–Де-

Витта 

0T                            (15) 

и уравнениям суперимпульсов 

0.aT                            (16) 

Согласно литературе [16] уравнения связей 

можно записать в виде 
1/2 3

0

1/2

02 0,

ab cd

abcdT G g R

g T

  







    

  
           (17) 

1/2

|2 2 0.cd

a ac d aT g g T                    (18) 

Здесь 
1/2 ( ),ab ab abg K g K     

; ,ab a bK n   

0,  ,a aT T n n T n e T   

     

0 1,   T  – ТЭИ анизотропной жидкости. 

В итоге для метрики (1) получено: 
2 2 2 2( 12 4 )

2 ( )

AR R A R A
T

A A b




 
 


 

 

 

2 2 2 2

2 2 3 2

4 8 4

2 ( )

4
0,

2 ( )

AR R Ab R Ab R b

A A b

AR R b A A b

A A b

  



 
 



 
 



  (19) 
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1

2

( )( ) 0,

( )( ) 0,

T bR A b

T bRz A b

 

 

   

    
      (20) 

3 0.T   

Чтобы удовлетворить условию равенства нулю 

выражения (20) примем 0.b   

Будем квантовать уравнение связи (19) с 

помощью замены t конформным временем  : 

dt Rd и заменой производной 
dR

d
 операто-

ром  
1 d

i dR
, где i  – мнимая единица. 

Подставив в (19) выражения (13) получим 

уравнение Уиллера–ДеВитта: 

2
2 2 2

2
( ) 0.

4

d A
R R H R

dR

  
     

  
    (21) 

Уравнение (21) можно записать в виде  

2

2
( ) ( ) 0

d
U R R

dR

 
   

 
,               (22) 

где  
2 2

24
( ) (1 )

4

AR H
U R R

A
  .            (23) 

Обозначим для дальнейшего: 

2
2

0 2

4 1
 ,  

4

H A
V R

A H V
   .           (24) 

3. Квантовое туннелирование  

Мы будем рассматривать квантовое 

рождение вселенной с вращением из 0R   в 

рамках туннелирующего подхода Виленкина с 

туннелирующей волновой функцией 
TV  [2, 

3]. Функция 
TV  будет найдена как решение 

(22) по методу ВКБ и удовлетворяет условию 

( , , ) 1  при 0TV R A R   .         (25) 

Согласно [3], в осцилляторной области 

(
2 1VR  ) подходящая мода – решение уравне-

ния (22), найденное по методу ВКБ, имеет вид 

0

/4

1

4
exp ( )

( )

Ri

TV

R

Ae
i U R dR

U R

   
    

   
 ,       (26) 

где 
1A  – некоторая константа. 

Используя процедуру ВКБ [3, 17] можно 

получить решение уравнения (22) в туннелиру-

ющей области (
2 1VR  ), которое соответ-

ствует моде (26) в осцилляторной области и 

имеет вид 

0

0

1/21

4

1/21

4

exp ( ( ))
2 ( )

exp ( ( )) .
( )

R

TV

R

R

R

A
U R dR

U R

iA
U R dR

U R

 
    

 
 

 
  

 
 





   (27) 

У нас 
1/2

2
24

( ) 1 ,
2

A H
U R R R

A

 
   

 
          (28) 

1/2
2

24
( ) 1 ,

2

A H
U R R R

A

 
  

 
           (29) 

Тогда решение (27) можно записать в виде 

 

  

 

 

3/2
2

1

1/2
1/2

2

3/2
2

1

1/2

1/2
2

1
exp( 1 )

2 3

2 1

1
exp( 1 )

2 3 .

1
2

TV

A
A VR

V

AR VR

A
iA VR

V

A
R VR

 

  






 

 
 

    (30) 

Можно считать, что 1V  . Тогда в области 
2 1VR   (даже при больших конечных R) 

уравнение (22) можно приближенно заменить 

уравнением 
2

2

2
0.

4

d A
R

dR


                    (31) 

Введя обозначения  ,   ,
4

d A

dR



    

(у нас  – не малая величина), уравнение (31) 

перепишем в виде 
2 0.R                      (32) 

Если ввести новые переменные 

2 1/4,  ( ),
2

z R z y z


    

то (32) сведется к модифицированному уравне-

нию Бесселя: 

2 2 1
( ) 0.

16
zz zz y zy z y              (33) 

В области 
2 1VR   (при больших конечных R; 

у нас 1V  ) 
TV  из (30) можно представить 

приближенно в виде 

/31

1/4 1/8 1/4

/31

1/4 1/8 1/4

2 2

.
2

V z

TV

V z

A
e e

z

A
i e e

z













  




         (34) 

Точное решение уравнения (32) можно запи-

сать через решения уравнения (33), т.е. через 

модифицированные функции Бесселя.  
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Решение уравнения (33) можно записать 

в виде 

 
1/2

1/2

 
3

1 1 1/4 1/4

3
1 2 1/4

( ) ( ) ( )

( )

V

V

y z A f e I z I z

iA f e K z







  



.    (35) 

Тогда в области 2 1VR   функцию 
TV  

через переменную z можно представить как ре-

шение уравнения (32) в следующем виде: 

 
1/2

1/2

3
1 1/4 1/41/4

1

3
2 1/4

( ) ( )
.

( )

V

TV

V

f e I z I z
A z

if e K z









 
  

   
 
 

   (36) 

Здесь 
1

f  и 
2

f  – пока неизвестные по-

стоянные.  

Известно асимптотическое поведение 

модифицированных функций Бесселя при 

больших конечных z: 

1/4

1
( ) ,  

2

zI z e
z

                 (37) 

1/4

1
( ) ,  

2

zI z e
z

                (38) 

1/4 ( ) . 
2

zK z e
z

                     (39) 

Используя (37)–(39), получим из (36) при боль-

ших конечных R (в области 
2 1VR  ) прибли-

женное выражение для 
TV : 

/31
1 1/4

/3

1 2 1/4

2 1

2

1
.

2

V z

TV

V z

f
A e e

z

iA f e e
z













  



          (40) 

Сравнивая (34) и (40) найдем постоянные 
1

f  и 

2
f : 

1/4 1/4

1 21/8 1/8

2 2
,  

4
f f



 
  .             (41) 

Подставляя (41) в (36), получим 

 
1/4

3
1/4 1/41/8

1/4

1
1/4

3
1/41/8

2
( ) ( )

4
.

2
( )

V

TV

V

e I z I z

A z

i e K z















 
  

 
   

 

 
 

(42) 

Учитывая, что 
2 1VR   будет и при 

R0, то значит решение (42) справедливо и 

при z0. Согласно [18], можно приближенно 

при z0 считать: 

 

1/4

1/4

1/4

1/4

1/4

1/4

1
( ) ,   

2 (5 / 4)

2 1
( ) ,  

(3 / 4)

1 2
 K ( ) 1/ 4  .

2

z
I z

Г

I z
z Г

z Г
z



 
  
 

 
  
 

 
   

 

         (43) 

На основе (40) с учетом формул (41) при 

z0 можно считать: 

1/4 1/4

3
1 1/8

1/4 1/4

1 3

1/8

2 2

4 (3 / 4)

2 2
(1/ 4)

2

V
TV

V

A e
Г

A
i e Г













  



.        (44) 

Далее учитывая, что 

3 3V Ve e
 

 ,                     (45) 

из выполнения условия 

1 при z 0 ( 0)TV R     можно получить 

1/8 3
1 ~ VA e






.                    (46) 

Таким образом, туннелирующая волно-

вая функция 
TV  для рассматриваемой мо-

дели вселенной задается формулами (26)–(29), 

(46). 

4. Коэффициент туннелирования  

Используя решение (26)–(29), (46) или 

опираясь на известную формулу квантовой ме-

ханики, можно получить коэффициент тунне-

лирования Вселенной (ВКБ коэффициент про-

хождения через потенциальный барьер) в виде 

0

0
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1/2
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exp 2 ( )
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exp 2 1
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.      (47) 

Коэффициент туннелирования дает вероят-

ность рождения вселенной. В итоге имеем 

2
exp

12

A A
D

H

 
   

 
.                  (48) 

Получается, что вероятность рождения 

нашей Вселенной, выраженная через коэффици-

ент туннелирования (48) зависит от параметра 

метрики А и от параметра расширения H.  

Отметим, что квантовое рождение Все-

ленной рассматривалось нами и в работах [12, 

19, 20].  
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В работе [12] в рамках общей теории от-

носительности построена нестационарная кос-

мологическая модель с метрикой типа IX по 

Бьянки. Источником гравитации этой модели 

являются сопутствующая анизотропная жид-

кость и несопутствующая идеальная жидкость. 

Проведено исследование квантового рождения 

такой Вселенной.  

Для рассматриваемой модели выведено 

уравнение Уилера–ДеВитта, вычислен соот-

ветствующий коэффициент туннелирования. 

Найдена туннелирующая волновая функция 

как решение этого уравнения по методу ВКБ. 

При различных начальных условиях в рамках 

этой модели мы сравниваем вероятности рож-

дения вселенной с вращением и без него.  

В работе [19] в рамках общей теории от-

носительности мы построили нестационарную 

космологическую модель с метрикой IX типа 

Бьянки с параметрами, отличающимися от мо-

дели [12]. Для этой модели получено уравне-

ние Уилера–ДеВитта и соответствующий ко-

эффициент туннелирования.  

В работе [20] мы рассмотрели возмож-

ность квантового рождения Вселенной для 

типа VIII по Бьянки, было замечено, что с уве-

личением ускорения Вселенной увеличивается 

вероятность ее квантового рождения.  
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