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Аннотация. В работе вводится понятие квази абсолютно непрерывной функции на замкнутом 

отрезке и получено условие компактности множества в пространстве функций, квази абсолютно 

непрерывных на замкнутом отрезке. Полнота класса позволяет при исследовании решений 

дифференциальных уравнений заменить непрерывную функцию последовательностью прибли-
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Abstract. In this paper we introduce the notion of a quasi-continuous function on a closed segment 

and obtain the set compactness condition in the functions quasi-absolutely continuous space on a 

closed segment. The class completeness allows us to replace a continuous function by a approxima-

tions sequence, each of which is "simpler" than the original one. The differential equations investi-

gating solutions simplifying process problem is solved, for which a constructing an absolutely con-

tinuous function method is proposed. 
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Введение 

В курсе математического анализа рас-

сматриваются всевозможные семейства не-

прерывных функций, заданных на специаль-

ных множествах, а также исследуется вопрос 

о "полноте" таких семейств [1, 2]. В частно-

сти, возникает вопрос о существовании пре-

дела для последовательности непрерывных 

функций, заданных на числовых отрезках 

[𝑎, 𝑏], а также о свойствах данного предела. 

Согласно Коши, равномерный предел непре-

рывных функций также является непрерыв-

ной функцией, что означает полноту про-

странства C[a,b]. Существенным здесь являет-

ся то, что область определения функций – 

компактное подмножество X вещественной 

прямой (отрезок), а функции принимают зна-

чение в множестве Y пространства R (𝑌 ⊂ 𝑅).  

Аналогичный результат можно полу-

чить, если возьмем класс непрерывных отоб-

ражений произвольного метрического ком-

пакта в полное метрическое пространство [3–

11]. 

1.1. Определения и свойства 

Определение. Функция 𝑓, определенная 

на множестве 𝑋 ⊂  𝑅, называется непрерывной, 

если для любого 𝑥 ∈  𝑋 и любой окрестности U 

точки 𝑓(𝑥), существует окрестность V точки x в 

множестве X такая, что 

𝑓(𝑉 )  ⊂  𝑈. 

Определение. Функция 𝑓 ∶  𝑋 →  𝑅 не-

прерывна на множестве X , если для любой 

точки 𝑥0 этого множества и любой последова-

тельности точек 𝑥𝑛  ∈  𝑋, сходящейся к 𝑥0, 

будет выполнено: 𝑓(𝑥𝑛)  →  𝑓(𝑥0). 
Рассмотрим пространство C[a,b] непре-

рывных функций, заданных на отрезке  [𝑎, 𝑏], 
вместе с метрикой равномерной сходимости. 

Оно является полным метрическим простран-

ством. Чтобы некоторое подмножество пол-

ного метрического пространства было пред-

компактным, необходимо и достаточно, что-

бы оно было вполне ограниченным. 

В случае пространства C[a,b] можно ис-

пользовать более эффективный критерий 

предкомпактности, но для этого потребуется 

использовать следующие новые понятия.  

Положим, что F – семейство непрерыв-

ных функций, заданных на отрезке  [𝑎, 𝑏]. 
Вводится понятие квази абсолютно непре-

рывной функции, и дается условие компакт-

ности в пространстве квази абсолютно непре-

рывных на замкнутом отрезке [𝑎, 𝑏] функций. 

Определение. Непрерывную на  [𝑎, 𝑏] 
функцию 𝑓(𝑥) будем называть квази абсо-

лютно непрерывной, если для сколь угодно 

малого 𝜀   и сколь угодно большого 𝐾 < +∞ 

существует  𝛿  такое, что для любой последо-

вательности  

𝑎1 < 𝑏1 < 𝑎2 < 𝑏2 < ⋯ < 𝑎𝑘 < 𝑏𝑘,    (1) 

𝑘 ≤ 𝐾 < +∞, 

𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑖 = 1,2, … , 𝑘, 

удовлетворяющей условию  

∑ (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) < 𝛿𝑘
𝑖=1       (2) 

будет выполняться неравенство  

|∑ [(𝑓(𝑏𝑖) − 𝑓(𝑎𝑖)]𝑘
𝑖=1 | < 𝜀 .    (3) 

В определении абсолютно непрерывной 

функции 𝛿  зависит только от 𝜀  . Для квази 

абсолютно непрерывных функций 𝛿  зависит 

не только от 𝜀  , но и от  𝑘 ≤ 𝐾.  
Определение. Обозначим через A сово-

купность квази абсолютно непрерывных на 

 [𝑎, 𝑏] функций. Будем говорить, что функции, 

входящие в совокупность A, являются равно-

степенно квази абсолютно непрерывными, ес-

ли для сколь угодно малого 𝜀   и сколь угодно 

большого 𝐾 < +∞ существует 𝛿  такое, что 

для любой последовательности вида (1), удо-

влетворяющей условию (2), и для любой 

функции 𝑓 ∈ 𝐴 будет выполняться неравен-

ство (3).   

Определение. Множество 𝑋 ⊂  𝑅 назы-

вается компактным, если из каждой последо-

вательности (xn ∈ X) можно выбрать подпо-

следовательность, сходящуюся к точке x0 ∈ X.  

Компактные множества похожи на от-

резок, и непрерывные функции на них ведут 

себя, как на отрезке. Свойства и критерии для 

компактных множеств известны, в том числе 

в виде различных утверждений или теорем.  



Компактность в пространстве квази абсолютно непрерывных функций 

15 

Они доказываются дословно так же, как 

и для непрерывных функций на отрезке. Ис-

пользуется только определение непрерывно-

сти через последовательности и возможность 

выбора сходящейся подпоследовательности 

из последовательности точек компакта. 

Теорема Арцела. Функциональное се-

мейство Fявляется предкомпактным в полном 

метрическом пространстве C[a,b] тогда и 

только тогда, когда это семейство является 

 равномерно ограниченным; 

 равностепенно непрерывным. 

Теорема Арцела – это утверждение, ко-

торое представляет собой критерий [1] пред-

компактности множества в полном метриче-

ском пространстве в том специальном случае, 

когда рассматриваемое пространство – про-

странство непрерывных функций на отрезке 

вещественной прямой. Теорема Арцела нахо-

дит свое применение в теории дифференци-

альных уравнений. Применение теоремы Ар-

цела связано со специальными свойствами 

рассматриваемых семейств, а именно: с рав-

номерной ограниченностью и равностепенной 

непрерывностью. 

Теорема Арцела–Асколи – это обобще-

ние теоремы Арцела на тот случай, когда 

рассматриваются семейства отображений 

метрических компактов. 

Таким образом, теорема Арцела пред-

ставляет собой критерий предкомпактности 

семейства непрерывных функций, заданных 

на компакте и действующих в полное метри-

ческое пространство. 

Существующий критерий предкомпакт-

ности множества в полном пространстве тре-

бует проверки вполне ограниченности данно-

го множества. На практике, такой критерий не 

является эффективным. Поэтому представля-

ется целесообразным использовать свойства 

самих функций, входящих в семейство, чтобы 

получить критерий предкомпактности, при-

годный для применения на практике. 

1.2. Основные утверждения 

Теорема 1. Если A – совокупность рав-

номерно ограниченных и равностепенно квази 

абсолютно непрерывных на  [𝑎, 𝑏] функций, 

то из нее можно извлечь подпоследователь-

ность, равномерно сходящуюся к квази абсо-

лютно непрерывной на  [𝑎, 𝑏] функции. 

Доказательство. Очевидно, что функ-

ции, входящие в совокупность A, являются 

равностепенно непрерывными.  

Тогда в силу теоремы Арцела–Асколи 

[1] из A можно извлечь подпоследователь-

ность 𝑓𝑛, равномерно сходящуюся к некото-

рой непрерывной на  [𝑎, 𝑏] функции. 

Обозначим эту предельную функцию 

через 𝑓 и покажем, что она является квази аб-

солютно непрерывной. 

Пусть это не так. Тогда для некоторых  

и 𝐾0  < +∞ и сколь угодно малого найдется 

последовательность вида (1) с 𝑘 ≤ 𝐾0 , удо-

влетворяющая условию (2), и такая, что имеет 

место неравенство 

|∑ [(𝑓(𝑏𝑖) − 𝑓(𝑎𝑖)]𝑘
𝑖=1 | ≥ 𝜀0            (4) 

Зададимся произвольными 

 и  𝐾 ∈ [𝐾0 , +∞).  

В силу сделанных предположений по  и 

 𝐾 найдутся  и последовательность вида (1), 

удовлетворяющая условию (2), такие, что для 

любого 𝑛 будет выполняться неравенство 

|∑ [(𝑓𝑛(𝑏𝑖) − 𝑓𝑛(𝑎𝑖)]𝑘
𝑖=1 | < 𝜀,     (5) 

а для функции 𝑓 будет выполняться неравен-

ство (4). 

Выберем 𝑁 столь большим, чтобы для 

всех 𝑛 > 𝑁 и всех  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] выполнялись не-

равенства 

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| <
𝜀

2𝐾
    .  (6) 

Тогда будем иметь 

|∑[(𝑓(𝑏𝑖) − 𝑓(𝑎𝑖)]

𝑘

𝑖=1

|

= |∑{(𝑓𝑛(𝑏𝑖) − 𝑓𝑛(𝑎𝑖)]

𝑘

𝑖=1

| + 

+[𝑓(𝑏𝑖) − 𝑓𝑛(𝑏𝑖)] + [𝑓𝑛(𝑎𝑖) − 𝑓(𝑎𝑖)]} 

≤ |∑{(𝑓𝑛(𝑏𝑖) − 𝑓𝑛(𝑎𝑖)]

𝑘

𝑖=1

| + 

+ ∑{(𝑓𝑛(𝑎𝑖) − 𝑓(𝑎𝑖)] +

𝑘

𝑖=1

|𝑓𝑛(𝑏𝑖) − 𝑓(𝑏𝑖)|) < 

< 2𝜀 < 𝜀0    ,      (7) 

что противоречит неравенству (4). Это проти-

воречие и доказывает справедливость утвер-

ждения теоремы. 

Теорема 2. Если последовательность 

𝐹 = {𝑓𝑚} квази абсолютно непрерывных 

функций сходится на [𝑎, 𝑏] к квази абсолютно 

непрерывной функции 𝑓, то функции, входя-

щие в 𝐹, равномерно ограничены и равносте-

пенно квази абсолютно непрерывны. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D0%B0%D0%BA%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D0%B0%D0%BA%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C
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Доказательство. Поскольку функции 

𝑓, 𝑓1, 𝑓2, …. непрерывны, то последователь-

ность {𝑓𝑛} сходится к  𝑓 равномерно и являет-

ся равномерно ограниченной. Покажем, что 

функции, входящие в последовательность 𝐹, 

являются равностепенно квази абсолютно не-

прерывными. 

Предположим, что это условие не вы-

полняется.  

Тогда существуют , 𝐾 < +∞ такие, что 

для сколь угодно малого и сколь угодно 

большого 𝑁 найдутся 𝑛 > 𝑁 и последователь-

ность вида (1), удовлетворяющая условию (2), 

такие, что будет иметь место неравенство 

|∑ [(𝑓𝑛(𝑏𝑖) − 𝑓𝑛(𝑎𝑖)]𝑘
𝑖=1 | ≥ 𝜀0.           (8) 

Выберем произвольное  и столь боль-

шое 𝑁, что для всех 𝑛 > 𝑁 и всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 
будет выполняться неравенство (6). Из сде-

ланного предположения и из квази абсолют-

ной непрерывности функции 𝑓 следует, что 

для выбранных  𝐾 и  𝑁 найдутся 𝑛 > 𝑁 и по-

следовательность вида (1), удовлетворяющая 

условию (2), такие, что будут иметь место не-

равенства (3) и (8) одновременно. Тогда полу-

чим цепочку противоречивых неравенств: 

 𝜀0 ≤ |∑[(𝑓𝑛(𝑏𝑖) − 𝑓𝑛(𝑎𝑖)]

𝑘

𝑖=1

| = 

= |∑{[(𝑓(𝑏𝑖) − 𝑓(𝑎𝑖)] + [𝑓𝑛(𝑏𝑖) − 𝑓(𝑏𝑖]

𝑘

𝑖=1

+ [𝑓(𝑎𝑖) − 𝑓𝑛(𝑎𝑖]}| ≤ 

≤ |∑ [(𝑓(𝑏𝑖) − 𝑓(𝑎𝑖)]𝑘
𝑖=1 | +  ∑ [|𝑓𝑛(𝑏𝑖) −𝑘

𝑖=1

𝑓(𝑏𝑖| + |𝑓(𝑎𝑖) − 𝑓𝑛(𝑎𝑖)|] < 2𝜀 < 𝜀0.  (9) 

Это противоречие и доказывает теоре-

му. Объединяя теоремы 1 и 2, приходим к 

следующему результату. 

Теорема 3. Для того чтобы бесконечное 

множество A элементов пространства квази 

абсолютно непрерывных на [𝑎, 𝑏] функций 

было компактно, необходимо и достаточно, 

чтобы функции, входящие в A, были равно-

мерно ограничены и равностепенно квази аб-

солютно непрерывны. 

Доказательство. Достаточность усло-

вий теоремы доказана в теореме 1. 

Необходимость условия равномерной 

ограниченности функций из A вытекает из 

теоремы об ограниченности компактного 

множества в метрическом пространстве [1].  

Необходимость условия равномерной 

квази абсолютной непрерывности нетрудно 

доказать, опираясь на теорему 2. 

Обозначим через B совокупность абсо-

лютно непрерывных на [𝑎, 𝑏] функций. 

Будем говорить, что функции, входящие 

в совокупность B, являются равностепенно 

абсолютно непрерывными, если для любого 

найдется  такое, что для любой последова-

тельности вида (1), удовлетворяющей усло-

вию (2), и для любой функции  будет выпол-

няться неравенство (3). 

Теорема 4. Если B – совокупность рав-

номерно ограниченных и равностепенно аб-

солютно непрерывных на [𝑎, 𝑏] функций, то 

из нее можно извлечь подпоследовательность, 

равномерно сходящуюся к абсолютно непре-

рывной на [𝑎, 𝑏] функции. 

Доказательство. Поскольку функции, 

входящие в совокупность B, равностепенно 

абсолютно непрерывны, то они являются и 

равностепенно непрерывными. Тогда в силу 

теоремы Арцела–Асколи из B можно извлечь 

подпоследовательность {𝑓𝑛}, равномерно схо-

дящуюся к некоторой непрерывной на [𝑎, 𝑏]  
функции. Обозначим эту предельную функ-

цию через 𝑓 и покажем, что она является аб-

солютно непрерывной. 

Пусть это не так. Тогда для некоторого   

и сколь угодно малого  найдется конечная по-

следовательность вида (1), удовлетворяющая 

условию (2), и такая, что имеет место нера-

венство (4). 

Выберем . Тогда в силу сделанных 

предположений найдется  и конечная после-

довательность вида (1), удовлетворяющая 

условию (2), такая, что для любого 𝑛  будет 

иметь место неравенство (5), а для функции 𝑓 

– неравенство (4). 

Выберем 𝑁 столь большим, чтобы для 

всех 𝑛 > 𝑁 и сразу для всех 𝑥 ∈  [𝑎, 𝑏] выпол-

нялось бы неравенство (6). Тогда будет иметь 

место неравенство (7), которое противоречит 

предположению (4). Это противоречие и до-

казывает теорему. 

Теорема 4 не может быть обращена, т.е. 

из факта, что последовательность непрерыв-

ных на [𝑎, 𝑏]  функций равномерно сходится к 

абсолютно непрерывной функции, не только 

не следует, что функции, входящие в эту по-

следовательность, являются равностепенно 

абсолютно непрерывными, но и что они во-

обще являются абсолютно непрерывными.  
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Справедливость этого утверждения сле-

дует из простого примера. 

Пример.  

Зададим последовательность {𝑓𝑛}, по-

ложив 

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥

𝑛
𝑐𝑜𝑠

1

𝑥
, 𝑥 ∈ [0,1].    (10) 

Эта последовательность равномерно сходится 

к абсолютно непрерывной на [0,1] функции 

𝑓 ≡ 0, но ни одна из функций 𝑓𝑛 не является 

абсолютно непрерывной. 

Заключение 

Предложенный подход, с одной сторо-

ны, упрощает процесс исследования решений 

дифференциальных уравнений путем замены 

непрерывной функции последовательностью 

приближений, каждое из которых является 

функцией более простой чем исходная, а с 

другой стороны дает метод построения абсо-

лютно непрерывной функции. 
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