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Введение 

Толчком к появлению теории систем с пе-

ременной структурой (СПС) послужило в 1957 г. 

предложение С.В. Емельянова использовать не-

линейную коррекцию, в соответствии с которой, 

в зависимости от состояния системы управле-

ния, параметры обратной связи скачкообразно 

менялись. Идея оказалась крайне плодотворной 

и стала систематически применяться для улуч-

шения качества регулирования при решении са-

мых разнообразных задач управления [1–8]. 

Для систем второго порядка С.В. Емелья-

новым вводятся основные режимы работы СПС: 

движение по вырожденным траекториям, режим 

переключений и режим скольжения по прямой 

переключения структур.  

Выясняется, что в режиме скольжения 

движение в замкнутой системе не зависит от 

факторов неопределенности (неизвестных, в 

том числе и переменных параметров объекта и 

внешних сил) и потому доминирующей идеей 

синтеза СПС становится идея преднамерен-

ного введения режима скольжения по прямой 

переключения, положение которой заметно 

влияет на качество переходных процессов.  

Позднее С.В. Емельянов публикует пер-

вый вариант теории СПС с изложением основ-

ных ее идей и принципов, а также очерк методов 

анализа и синтеза СПС, который превращается в 

первую монографию по теории СПС [1]. 

Доказывается, что неидеальная инфор-

мация о состоянии системы разрушает идеаль-

ность скользящего режима, превращая его в 

реальный режим скольжения, то есть режим с 

конечной частотой переключения и конечным 

же отклонением от прямой скольжения. 

Важно, что при определенных условиях 

это не приводит к неустойчивости системы, в от-

личие, например, от систем с бесконечным коэф-

фициентом усиления. Иначе говоря, СПС демон-

стрирует робастность, т. е. работоспособность 

при наличии динамических неидеальностей.  

С.В. Емельянов, В.А. Таран и В.И. Уткин 

[3] начинают систематическое использование 

принципа переменности структуры для управ-

ления по состоянию объектами n-го порядка, в 

том числе объектами с переменными парамет-

рами и при наличии внешних воздействий. Уда-

ется доказать, что для стабилизации таких объ-

ектов методами СПС достаточно информации 

только о диапазонах изменения параметров и 

характеристиках внешних воздействий, а их 

изменение во времени не играет большой роли.  

Современные очертания теория СПС об-

рела после разработки методов синтеза обратной 

связи по выходу с использованием наблюдате-

лей состояния, создания методов управления 

объектами с распределенными параметрами и 

теории дискретных СПС и систем с переменной 

структурой для объектов с последействием.  

В работах по релейной стабилизации, ис-

следуя линейные системы с нелинейностями 

гистерезисного типа, было показано, что си-

стема, замкнутая релейным стабилизирующим 

управлением, имеет автоколебание. Но такая 

ситуация возникает при достаточно жестких 

ограничениях на параметры системы, а само 

периодическое решение располагается в доста-

точно малой окрестности нуля.  

Проведенные здесь исследования пока-

зывают, что, используя теорию систем с пере-

менной структурой, мы можем добиться, 

чтобы в управляемой системе не только воз-

никло автоколебание, но и чтобы периодиче-

ское решение системы имело заданные пара-

метры, такие, как период и амплитуда [7–18]. 

1.1. Системы и методы  

Рассмотрим управляемую систему вида 

𝑑𝒚

𝑑𝑡
= 𝑓(𝒚, 𝒘),   (1) 

где t – время; y – вектор фазовых переменных 

размерностью n; w – вектор управляющих воз-

действий размерностью r, принимающий лишь 

m разных значений w1,…, wm; заданные n, r, m 

– натуральные числа. 

В силу структуры управления в процессе 

движения система (1) совпадает с одной из си-

стем: 

𝑑𝒚

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖(𝒚) = 𝑓(𝒚, 𝑤𝑖),    (2) 

   𝑖 = 1, … , 𝑚.    
Поэтому любое решение системы (1) на 

определенных промежутках времени является 

решением одной или другой из систем (2). 

Будем считать, что переход от системы (2) 

с номером i к системе (2) с номером j осуществля-

ется в момент, когда решение системы (2) с номе-

ром i попадет на поверхность, задаваемую соот-

ношением 𝜓𝑖𝑗(𝑦) = 0 и удовлетворяет условиям 

𝜑𝑘
𝑖𝑗

(𝑦) > 0, 𝑘 = 1, … , 𝑘𝑖𝑗 .        (3) 

Здесь 𝑘𝑖𝑗  – некоторые натуральные 

числа; 𝜓𝑖𝑗(𝑦),  𝜑𝑘
𝑖𝑗

(𝑦) – некоторые функции, 

где   𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑚, 𝑖 ≤ 𝑗 , структура которых 
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зависит от специфики рассматриваемой управ-

ляемой системы, а также и от выбора методики  

синтеза искомых управляющих воздействий. 

Так, часть функций 𝜓𝑖𝑗(𝑦),  𝜑𝑘
𝑖𝑗

(𝑦)  может 

быть заданной, а другая часть подлежит допол-

нительному выбору. 

Нас будут интересовать вопросы устой-

чивости и стабилизации программных реше-

ний системы (1). Пусть заданы функции 

𝜓𝑖𝑗(𝑦),   𝜑𝑘
𝑖𝑗

(𝑦),    (4) 

(𝑘 = 1, … , 𝑘𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑚, 𝑖 ≠ 𝑗), 

программное управление 𝑤𝑝(𝑡) и соответству-

ющее ему программное решение 𝑦𝑝(𝑡)  си-

стемы (1), где 𝑤𝑝(𝑡),  𝑦𝑝(𝑡)  – заданные на про-

межутке [𝑡0, +∞) соответственно кусочно-по-

стоянная и кусочно-непрерывно дифференци-

руемая вектор-функции. 

1.2. Задачи орбитальной стабилизации  

и устойчивости  

Для задачи орбитальной устойчивости 

нужно указать условия, при выполнении кото-

рых вектор-функция  𝑦𝑝(𝑡) будет орбитально 

асимптотически устойчивым решением си-

стемы (1), соответствующим программному 

управлению 𝑤𝑝(𝑡). 

Пусть решение  𝑦𝑝(𝑡) не обладает нуж-

ными свойствами устойчивости, но структура 

его такова, что существует семейство функций 

(4) обладающее тем свойством, что для каж-

дого фиксированного набора функций 𝜓𝑖𝑗(𝑦), 

𝜑𝑘
𝑖𝑗

(𝑦)  из этого семейства вектор-функции  

𝑤𝑝(𝑡),  𝑦𝑝(𝑡)   будут по-прежнему удовлетво-

рять системе (1). 

Для задачи орбитальной стабилизации 

нужно выбрать функции (4) таким образом, 

чтобы для этих функций вектор-функция 

 𝑦𝑝(𝑡)  была орбитально асимптотически 

устойчивым  решением системы (1), соответ-

ствующим программному управлению 𝑤𝑝(𝑡) . 

1.3. Решение задачи орбитальной  
устойчивости  

Опишем способ решения, сводящийся к 

выяснению вопроса об асимптотической 

устойчивости по Ляпунову некоторой специ-

альной системы линейных разностных уравне-

ний. При этом, не умаляя общности, для про-

стоты изложения мы, в основном, рассмотрим 

лишь специальный класс программных реше-

ний и управлений, считая, что решение  𝑦𝑝(𝑡)  
в начальный  момент  времени 𝑡0 начинается 

на поверхности, задаваемой соотношением  

𝜓0(𝑦) = 0,  а управление 𝑤𝑝(𝑡)  циклическим 

образом пробегает все свои значения 

 𝑤1, … , 𝑤m   , начиная со значения 𝑤1. Именно, 

будем считать, что решение  𝑦𝑝(𝑡)   в моменты  

𝑡𝑝
𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, … , 𝑚, 𝑗 = 0,1,2, … 

пересекает поверхности 𝜓𝑖(𝑦) = 0, удовлетво-

ряя неравенствам (3) при 𝑗 = 𝑖 + 1, т.е. нера-

венствам 

𝜑𝑖
𝑘(𝑦) > 0,       (5) 

𝑘 = 1, … , 𝑘𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑚. 

На интервалах (𝑡𝑝
(𝑖−1)𝑗

, 𝑡𝑝
𝑖𝑗)  оно явля-

ется решением системы (2) с номером 𝑖, а сами 

моменты 𝑡𝑝
𝑖𝑗 удовлетворяют условиям 

ℎ1 ≤  𝜏𝑝
𝑖𝑗 ≤ ℎ2,  𝜏𝑝

𝑖𝑗 =   𝑡𝑝
𝑖𝑗 −  𝑡𝑝

(𝑖−1)𝑗,     (6) 

𝑖 = 1, … , 𝑚,   𝑗 = 0,1,2, … 

Здесь ℎ1, ℎ2  – некоторые положительные 

числа;  

𝑡00
𝑝 = 𝑡0,   𝑡0(𝑗+1)

𝑝 = 𝑡𝑚𝑗
𝑝 ,   𝑗 = 0,1, …, 

𝜓𝑖(𝑦) = 𝜓𝑖(𝑖+1)(𝑦),  

  𝜓𝑚(𝑦) = 𝜓0(𝑦) = 𝜓𝑚1(𝑦), 
𝜑𝑖

𝑘(𝑦) = 𝜑𝑖(𝑖+1)
𝑘 (𝑦),   

𝜑𝑚
𝑘 (𝑦) = 𝜑0

𝑘(𝑦) = 𝜑𝑚1
𝑘 (𝑦),        (7) 

𝑘 = 1, … , 𝑘𝑖 , 𝑘𝑖 = 𝑘𝑖𝑖+1,   
𝑘𝑚 = 𝑘0 = 𝑘𝑚1,   𝑖 = 1, … , 𝑚. 

Наряду с программным решением 

 𝑦𝑝(𝑡)  системы (1) рассмотрим произвольное 

решение 𝑦(𝑡)  этой системы, начинающееся в  

достаточно малой окрестности программного 

решения, и будем считать, что оно, как и про-

граммное решение  𝑦𝑝(𝑡), циклическим обра-

зом пересекает все поверхности  

𝜓𝑖(𝑦) = 0,   𝑖 = 1, … , 𝑚, 

удовлетворяя неравенствам (5). 

Если программное решение  𝑦𝑝(𝑡) орби-

тально устойчиво, то очевидно, что такое пред-

положение оправдано. 

Для решения 𝑦(𝑡), по аналогии с реше-

нием  𝑦𝑝(𝑡), моменты пересечения с поверхно-

стями  𝜓𝑖(𝑦) = 0, обозначим через  

𝑡𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, … , 𝑚, 𝑗 = 0,1,2, … , 

причем 𝑡00 = 𝑡0, 𝑡0(𝑗+1) =  𝑡𝑚𝑗.   

Прежде чем сформулировать условия 

разрешимости задачи орбитальной устойчиво-

сти, введем некоторые обозначения. 

Через 𝐹(𝑖−1)𝑗(𝑡, 𝑡𝑝
(𝑖−1)𝑗) обозначим фун-

даментальную матрицу решений линейной си-

стемы 
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𝑑𝜉

𝑑𝑡
=

𝑑𝑓𝑖(𝒚𝒑(𝒕))

𝑑𝑦
𝜉, 

нормированную при 𝑡 = 𝑡𝑝
(𝑖−1)𝑗 , т.е. удовле-

творяющую условию 

𝐹(𝑖−1)𝑗(𝑡𝑝
(𝑖−1)𝑗, 𝑡𝑝

(𝑖−1)𝑗) = 𝐸𝑛, 
где 𝐸𝑛 −  единичная матрица n-го порядка.  

Введем обозначения: 

𝐴̅(𝑖−1)𝑗 = 𝐹(𝑖−1)𝑗 (𝑡𝑖𝑗
𝑝 , 𝑡(𝑖−1)𝑗

𝑝 ),   

𝐵̅(𝑖−1)𝑗 = 𝑓(𝑦𝑝(𝑡𝑖𝑗
𝑝 )), 

𝑔(𝑖−1)𝑗 =
𝑑𝜓𝑖 (𝑦𝑝(𝑡𝑖𝑗

𝑝 ))

𝑑𝑦
 , 

   𝑘(𝑖−1)𝑗
∗ = 𝑔(𝑖−1)𝑗

∗  𝐴̅(𝑖−1)𝑗 ,  

𝑐(𝑖−1)𝑗 = 𝑔(𝑖−1)𝑗
∗  𝐵̅(𝑖−1)𝑗 ,  

𝐿(𝑖−1)𝑗 = 𝐴̅(𝑖−1)𝑗 + 𝑐(𝑖−1)𝑗
−1 𝐵̅(𝑖−1)𝑗𝑘(𝑖−1)𝑗

∗ ,  

𝑥(𝑖−1)𝑗
∗ = 𝑦(𝑡(𝑖−1)𝑗) − 𝑦𝑝 (𝑡(𝑖−1)𝑗

𝑝 ),  

𝜗(𝑖−1)𝑗 = 𝑡(𝑖−1)𝑗 − 𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝 ,  

 𝛾(𝑖−1)𝑗 = 𝜗𝑖𝑗 − 𝜗(𝑖−1)𝑗 ,  

𝐴̅(𝜏) = 𝐴̅(𝑖−1)𝑗 , 𝐵̅(𝜏) = 𝐵̅𝑖−1,  

𝜏 = 𝑖 − 1 + 𝑗𝑚, 𝑔(𝜏) = 𝑔𝑖−1,  
𝑘(𝜏) = 𝑘𝑖−1, 𝑐(𝜏) = 𝑐𝑖−1, 

  𝐿(𝜏) = 𝐿𝑖−1, ) 

𝑥(𝜏) = 𝑥𝑖−1, 𝜗(𝜏) = 𝜗𝑖−1, 
 𝛾(𝜏) = 𝛾(𝑖−1)𝑗 , 

𝑖 = 1,2, … , 𝑚, 𝑗 = 0,1,2, … 

Теорема 1. Пусть система (1) и ее про-

граммное решение  𝑦𝑝(𝑡) таковы, что 

𝑓𝑖(𝑦) ∈ 𝐶2(𝑇+ × 𝑆𝜌(𝑦, 𝑡)), 

𝜓𝑖(𝑦) ∈ 𝐶2(𝑇+ × 𝑆𝜌(𝑦, 𝑡)), 

𝑆𝜌(𝑦, 𝑡) = {𝑦| ‖𝑦 − 𝑦𝑝(𝑡)‖ ≤ 𝜌},   (8) 

𝑆𝜌(𝑦, 𝜏) = {𝑦| ‖𝑦 − 𝑦𝑝(𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝 )‖ ≤ 𝜌},  

𝜏 = 𝑖 − 1 + 𝑗𝑚, 𝑖 = 1,2, … , 𝑚,
𝑗 = 0,1,2, … 

‖𝑓𝑖(𝑦)‖ ∈ [𝑓1̅, 𝑓2̅];    𝜑𝑖
𝑘(𝑦) ∈ [𝜑̅1, 𝜑̅2];  

𝑘 = 1,2, … , 𝑘𝑖;  

‖
𝑑𝜓𝑖(𝑦)

𝑑𝑦
‖ ∈ [𝑔̅1, 𝑔̅2]; 

   𝑓𝑖
∗(𝑦)

𝑑𝜓𝑖(𝑦)

𝑑𝑦
∈ [𝑐1̅, 𝑐2̅]; 

  𝑦 ∈ 𝑆𝜌(𝑦, 𝜏) ,   (9) 

где 𝑓𝑠̅, 𝜑̅𝑠, 𝑔̅𝑠, 𝑐𝑠̅(𝑠 = 1,2) – некоторые положи-

тельные числа, а система линейных разност-

ных уравнений 

𝜂(𝜏 + 1) = 𝐿(𝜏)𝜂(𝜏),             (10) 

является равномерно асимптотически устой-

чивой (при 𝜏 → +∞). 

Тогда программное решение  𝑦𝑝(𝑡)  си-

стемы (1) будет орбитально асимптотически 

устойчивым. Периодическое программное ре-

шение  𝑦𝑝(𝑡)  является не только орбитально 

асимптотически устойчивым, но и устойчивым 

по Ляпунову. 

Доказательство теоремы проводится 

по следующей схеме. Сначала выписываются 

соотношения, связывающие во времени вели-

чины 𝑥(𝜏), 𝛾(𝜏), 𝜗(𝜏). 
Оказывается, что эти соотношения 

имеют следующий вид: 

𝑥(𝜏 + 1) = 𝐿(𝜏)𝑥(𝜏) + 𝑙(𝜏, 𝑥(𝜏)),    (11) 

𝛾(𝜏) = 𝑐−1(𝜏)𝑘∗(𝜏)𝑥(𝜏)) + 

+𝜆(𝜏, 𝑥(𝜏))  ,                   (12) 

𝜗(𝜏 + 1) = ∑ 𝛾(𝑠)𝜏
𝑠=0  , 

где в силу условий (8), (9) 

‖𝑙(𝜏, 𝑥)‖ = 𝜊‖𝑥‖,  
‖𝜆(𝜏, 𝑥)‖ = 𝜊‖𝑥‖,   

а именно равномерно по 𝜏 ∈ 𝛵+ , имеют место 

соотношения 

lim
‖𝑥‖→0

(‖𝑥‖)−1 ‖𝑙(𝜏, 𝑥)‖ = 0, 

lim
‖𝑥‖→0

(‖𝑥‖)−1 ‖𝜆(𝜏, 𝑥)‖ = 0. 

Затем на основании свойств систем (10), 

(11) с помощью метода функций Ляпунова 

устанавливается существование такого поло-

жительного числа δ, для которого любые реше-

ния системы (11) с начальными условиями 

𝜏 = 𝜏0, 𝑥(𝜏0) ∈ 𝑆𝛿(𝑥), 
𝑆𝛿(𝑥) = {𝑥| ‖𝑥‖ ≤ 𝛿} 

с ростом τ стремятся к 0, что в силу условий (5) 

влечет за собой орбитальную асимптотиче-

скую устойчивость программного решения  

 𝑦𝑝(𝑡).  Если программное решение  𝑦𝑝(𝑡)  яв-

ляется периодическим, то устанавливается су-

ществование таких чисел  

α ∈ (0, +∞), β ∈ (0, 1), δ ∈ (0, +∞), 

что любые решения системы (11) с началь-

ными условиями 𝜏0 ∈ 𝛵+ ,  𝑥(𝜏0) ∈ 𝑆𝛿(𝑥)  с 

ростом 𝜏 стремятся к 0, убывая по закону 

‖𝑥(𝜏)‖ ≤ 𝛼 ‖𝑥(𝜏0)‖𝛽(𝜏−𝜏0),      (13) 

𝜏 ≥  𝜏0. 
Отсюда и из уравнений (12) следует, что 

величина 𝜗(𝜏) удовлетворяет соотношениям 

‖𝜗(𝜏)‖ ≤ 𝜗̅(𝑥(0)) < +∞, 

lim
‖𝑥(0)‖→0

 𝜗̅(𝑥(0)) = 0.                 (14) 
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Выполнение условий (13), (14) влечет за 

собой не только орбитальную асимптотиче-

скую устойчивость, но и устойчивость по Ля-

пунову программного решения  𝑦𝑝(𝑡).  

Для реализации описанной схемы дока-

зательства теоремы 1 можно сформулировать 

лемму. 

Лемма 1. Если выполнены условия (8) и 

(9), то существует число δ ∈  (0, ρ/2], такое, 

что равномерно по 

𝑖 =  1, 2, . . . , 𝑚 , 𝑗  =  0, 1, 2, ... 
решение 𝑦(𝑡, 0, 𝑦0)  системы (2), начинающе-

еся при 𝑡 = 0 в точке 𝑦0, где 𝑦0 – любая точка 

множества 𝑆𝛿
𝜓

(𝑦, 𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝 ), являющаяся пересе-

чением поверхности 𝜓𝑖−1(𝑦)  =  0  с шаром 

𝑆𝛿(𝑦, 𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝 ), в момент 𝜏𝑖𝑗 = 𝜏𝑖𝑗(𝑦0) пересе-

кает поверхность 𝜓𝑖(𝑦)  =  0  и удовлетворяет 

соотношениям 

𝑥(𝑡, 0, 𝑥0) = 𝐹̌(𝑖−1)𝑗(𝑡)𝑥0 + 𝜒(𝑖−1)𝑗(𝑡. 𝑥0)  (15) 

𝑡 ∈ [0, 𝜏̅𝑖𝑗], 𝜏̅𝑖𝑗 = max{𝜏𝑖𝑗, 𝜏𝑖𝑗
𝑝

}, 

𝑥(𝑡, 0, 𝑥0) = 𝑦(𝑡, 0, 𝑥0) − 𝑦 (𝑡, 0, 𝑦𝑝 (𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

)), 

𝑥0 = 𝑦0 − 𝑦𝑝(𝑡𝑖𝑗
𝑝

) 

‖𝑥(𝑡, 0, 𝑥0)‖ = 𝑎‖𝑥0‖ + 𝜊‖𝑥0‖ ≤ 𝑎̅‖𝑥0‖ ≤ 𝑎̅𝛿, 

𝑡 ∈ [0, 𝜏̅𝑖𝑗], 𝜑𝑖
𝑘(𝑦(𝑡, 0, 𝑦0)) ≥ 𝜑̅𝑖, 

  𝑘 = 1,2, … 𝑘𝑖. 
Здесь 𝐹̌(𝑖−1)𝑗(𝑡)   – фундаментальная 

матрица решений системы 

𝑑𝜉

𝑑𝑡
=

𝑑𝑓𝑖(𝑦(𝑡,0,𝑦𝑝(𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

)))

𝑑𝑦
𝜉, 

совпадающая при 𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑖𝑗
𝑝

]  с фундаменталь-

ной матрицей 𝐹(𝑖−1)𝑗 (𝑡 + 𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

, 𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

),   

 фигурирующей в обозначениях (7); вектор-

функция 𝜒(𝑖−1)𝑗(𝑡. 𝑥0) равномерно по  

𝑡 ∈ [0, 𝜏̅𝑖𝑗], 𝑖 =  1, 2, . . . , 𝑚 , 𝑗  =  0, 1, 2, .. 
удовлетворяет неравенству 

‖𝜒(𝑖−1)𝑗(𝑡. 𝑥0)‖ ≤ 𝑏̅‖𝑥0‖2, 

𝑎 ≡ 𝑎(𝑡, 𝜏, 𝑥0) – неотрицательная величина; a, 

b – некоторые положительные числа;  

𝜏𝑖𝑗
𝑝

= 𝑡𝑖𝑗
𝑝

− 𝑡(𝑖−1)𝑗

𝑝
,  

𝑦 (𝑡, 0, 𝑦𝑝(𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

)) = 𝑦𝑝 (𝑡 + 𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

). 

Доказательство. Так как при 𝑡 ∈
[𝑡0, +∞)  вектор-функция  𝑦𝑝(𝑡)  является ре-

шением системы (1) при 𝑤 = 𝑤𝑝(𝑡),  то эта 

вектор-функция при 𝑡 ∈ [𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

, 𝑡𝑖𝑗
𝑝

] будет ре-

шением системы (2). Тогда в силу автономно-

сти системы (2) при 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑖𝑗
𝑝

] решением этой 

системы будет и вектор-функция 

𝑦 (𝑡, 0, 𝑦𝑝(𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

)) ≡ 𝑦𝑝 (𝑡 + 𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

). 

Из условий (8), (9) следует, что решение 

системы (2) 𝑧𝑝 = 𝑦 (𝑡, 0, 𝑦𝑝(𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

))  может 

быть продолжено за пределы промежутка 

[0, 𝜏𝑖𝑗
𝑝

], в частности на промежуток 

 [0, 𝜏𝑖𝑗
+], 𝜏𝑖𝑗

+ = 𝜏𝑖𝑗
𝑝

𝑓2̅
−1𝜌̃,  𝜌̃ ∈ (0,

𝜌

2
] ,  

так как при 𝑡 ∈ [𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

, 𝑡𝑖𝑗
𝑝

] это решение не по-

кидает шара 𝑆𝜌(𝑦, 𝑡𝑖𝑗
𝑝 ). 

Из соотношений (5), (8), (9) в силу тео-

ремы об интегральной непрерывности следует, 

что по любому 𝜀 ∈ (0,  𝜌̃]  найдется положи-

тельная величина 𝛿, 𝛿 ≡ 𝛿(𝜀), такая, что си-

стема (2) для любого 𝑦0 ∈ 𝑆𝛿(𝑦, 𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝 ) будет 

иметь на промежутке [0, 𝜏𝑖𝑗
+]  решение 

𝑦(𝑡, 0, 𝑦0),  удовлетворяющее неравенству 
‖𝑥(𝑡, 0, 𝑥0)‖ ≤ 𝜀,                     (16) 

𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑖𝑗
+], 

где 𝑥0, 𝑥(𝑡, 0, 𝑥0) определены в формулах (15). 

При этом вектор-функция 𝑥(𝑡, 0, 𝑥0)   является ре-

шением системы дифференциальных уравнений 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖(𝑥 + 𝑦 (𝑡, 0, 𝑦𝑝 (𝑡(𝑖−1)𝑗

𝑝
)) − 

−𝑓𝑖(𝑦 (𝑡, 0, 𝑦𝑝 (𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

)) = 

=
𝑑𝑓𝑖(𝑦 (𝑡, 0, 𝑦𝑝(𝑡(𝑖−1)𝑗

𝑝
)))

𝑑𝑦
𝑥 + 𝜅(𝑖−1)𝑗 (𝑡, 𝑥), 

где ‖𝜅(𝑖−1)𝑗 (𝑡, 𝑥)‖  является величиной не 

ниже второго порядка малости по сравнению с 

∥x∥. Поэтому вектор-функция 𝑥(𝑡, 0, 𝑥0)  до-

пускает представление (15): 

𝑥(𝑡, 0, 𝑥0) = 𝐹(𝑖−1)𝑗(𝑡)𝑥0 + 𝜒(𝑖−1)𝑗(𝑡, 𝑥0),

𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑖], 
где ‖𝜒(𝑖−1)𝑗(𝑡, 𝑥0)‖  является величиной не 

ниже второго порядка малости по сравнению с 

∥𝑥0∥. Из соотношений (9) следует, что если  

𝜀 ∈ (0,  𝜀̃],   

 𝜀̃ = 𝑐1̅𝑓2̅
−1𝑔̅2

−1𝜌̃, 𝜌̃ ∈ (0,
𝜌

2
],      (17) 

то для достаточно малых 𝜌̃ шар 

𝑆𝜀
+ = {𝑦 | ‖𝑦 − 𝑦(𝜏𝑖𝑗

+ , 0, 𝑦𝑝(𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝 ))‖ ≤ 𝜀} 

целиком находится в множестве, где 𝜓𝑖(𝑦) >
 0, а шар 

𝑆𝜀
− = {𝑦 | ‖𝑦 − 𝑦(𝜏𝑖𝑗

− , 0, 𝑦𝑝(𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝 ))‖ ≤ 𝜀} 

𝜏𝑖𝑗
− = 𝜏𝑖𝑗

𝑝 − 𝑓2̅
−1𝜌̃ 

целиком находится в множестве, где 𝜓𝑖(𝑦) <
 0 .  
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Это означает, что для всех достаточно малых 𝜌̃ 

и 𝜀, удовлетворяющих условию (17), любое ре-

шение системы (2), удовлетворяющее неравен-

ству (16), будет пересекать поверхность 

𝜓𝑖(𝑦) =  0  в некоторый момент времени 𝜏𝑖𝑗 =

𝜏𝑖𝑗(𝑦0).  При этом будет выполняться и по-

следнее из неравенств (15):  

  𝜑𝑖
𝑘 (𝑦(𝜏𝑖𝑗 , 0, 𝑦0)) ≥ 𝜑̅1, 

так как 𝑦(𝜏𝑖𝑗 , 0, 𝑦0) ∈ 𝑆𝜌(𝑦, 𝑡𝑖𝑗
𝑝

).  

Лемма доказана. 

Займемся теперь доказательством тео-

ремы 1, а именно: сначала покажем, что имеют 

место соотношения (11), (12).  

Рассмотрим решения системы (2): 

𝑦 (𝑡, 0, 𝑦𝑝(𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

)) ≡ 𝑦𝑝 (𝑡 + 𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

) ,

𝑡 ∈ [0, 𝜏𝑖𝑗
𝑝

] . 

𝑦(𝑡, 0, 𝑦0), 𝑡[0, 𝜏𝑖𝑗], 𝑦0 ∈ 𝑆𝛿
𝜓

(𝑦, 𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

), 

и положим 

𝑥𝑠 ≡ 𝑥0 = 𝑦0 − 𝑦𝑝(𝑡𝑖𝑗
𝑝

),     (18) 

𝑥𝑓 = 𝑦(𝜏𝑖𝑗 , 0, 𝑦0) − 𝑦 (𝜏𝑖𝑗
𝑝

, 0, 𝑦𝑝(𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

)) 

где 𝑦 (𝜏𝑖𝑗
𝑝

, 0, 𝑦𝑝(𝑡(𝑖−1)𝑗
𝑝

)) = 𝑦𝑝(𝑡𝑖𝑗
𝑝

).   

Из соотношений (2), (7), (15), (18) следует, что 

𝑥𝑓 = 𝑦(𝜏𝑖𝑗
𝑝

, 0, 𝑦0) − 𝑦𝑝(𝑡𝑖𝑗
𝑝

) + 

𝑦(𝜏𝑖𝑗 , 0, 𝑦0)) − 𝑦(𝜏𝑖𝑗
𝑝

, 0, 𝑦0)) = 

= 𝑥(𝜏𝑖𝑗
𝑝

, 0, 𝑥0) + ∫ 𝑓𝑖(𝑦(𝑡, 0, 𝑦0))𝑑𝑡 =
𝜏𝑖𝑗

𝜏𝑖𝑗
𝑝

= 𝐹(𝑖−1)𝑗(𝜏𝑖𝑗
𝑝

, 𝑥𝑠, 𝑦0).               (19) 

𝛾(𝜏 ) =  𝛾 (𝑖−1)𝑗 =  𝜏 𝑖𝑗 − 𝜏𝑖𝑗
𝑝

 , 

𝜒 ̃(𝜏, 𝑥𝑠 , 𝛾(𝜏 )) =  𝜒 ̃(𝑖−1)𝑗  (𝑥𝑠 , 𝛾 (𝑖−1)𝑗 )  =  

= 𝜒(𝑖−1)𝑗  ( 𝜏𝑖𝑗
𝑝

 , 𝑥𝑠 ) +  ∫ 𝑓𝑖(𝑦(𝑡, 0, 𝑦0))𝑑𝑡.

𝜏𝑖𝑗

𝜏𝑖𝑗
𝑝

 

При этом в силу своей структуры 

‖𝜒 ̃(𝜏, 𝑥𝑠 , 𝛾(𝜏 ))‖ 

является величиной не ниже второго порядка 

малости относительно ∥𝑥𝑠 ∥ и |γ(τ)|. 

Так как  

𝜓𝑖  (𝑦(𝜏𝑖𝑗  , 0, 𝑦0)) =  0,

𝜓𝑖  ( 𝑦𝑝 (𝑡𝑖𝑗
𝑝

 )) = 0,  

то отсюда и из соотношений (7), (18), (19) 

найдем, что 

𝜓𝑖  (𝑦(𝜏𝑖𝑗 , 0, 𝑦0)) =  𝜓𝑖  ( 𝑦𝑝 (𝑡𝑖𝑗
𝑝

 ) + 𝑥𝑓) =  

= (
𝑑𝜓𝑖  ( 𝑦𝑝 (𝑡𝑖𝑗

𝑝
 ))

𝑑𝑦
)

∗

𝑥𝑓 + 𝜇(𝜏, 𝑥𝑠 , 𝛾(𝜏 )) − 

– 𝑔∗(𝜏)𝜒 ̃(𝜏, 𝑥𝑠 , 𝛾(𝜏 ))

=  𝑔∗(𝜏)(𝐴̅(𝜏)𝑥𝑠 + 𝐵̅(𝜏)𝛾(𝜏))

+ 𝜇(𝜏, 𝑥𝑠 , 𝛾(𝜏 )) = 0,  

𝜇(𝜏, 𝑥𝑠 , 𝛾(𝜏 )) = 𝜓𝑖  ( 𝑦𝑝 (𝑡𝑖𝑗
𝑝

 ) + 𝑥𝑓)

− 𝑔∗(𝜏)𝑥𝑓 − 𝜒 ̃(𝜏, 𝑥𝑠 , 𝛾(𝜏 )). 

Отсюда 

𝛾(𝜏 ) = 𝑐−1(𝜏)𝑘∗(𝜏)𝑥𝑠 + 𝜆(𝜏, 𝑥𝑠) ,       (20) 

где в силу структуры функции 𝜇(𝜏, 𝑥𝑠 , 𝛾(𝜏 ))   

функция 𝜆(𝜏, 𝑥𝑠) является величиной не ниже 

второго порядка малости относительно ∥𝑥𝑠 ∥. 

Подставляя выражение (20) в соотношение 

(19) и учитывая обозначения (7), получаем, что 

𝑥𝑓  =  𝐿(𝜏 )𝑥𝑠  +  𝑙(𝜏, 𝑥𝑠),          (21) 

где ∥ 𝑙(𝜏, 𝑥𝑠)∥ равномерно по 𝜏 ∈  𝑇+ является 

величиной не ниже второго порядка малости 

относительно ∥𝑥𝑠 ∥.  

Если теперь заменить 𝑦0 на 𝑦(𝑡(𝑖−1)𝑗),  

 𝑦(𝜏𝑖𝑗  , 0, 𝑦0)  – на 𝑦(𝑡𝑖𝑗)  (где 𝑡𝑖𝑗 = 𝑡(𝑖−1)𝑗 +

𝜏𝑖𝑗)  , 𝑥𝑠  – на  𝑥(𝑖−1)𝑗  , 𝑥𝑓 – на 𝑥𝑖𝑗, 𝑥(𝑖−1)𝑗  – на 

𝑥(τ ) ,  𝑥𝑖𝑗  – на 𝑥(τ + 1) , то из соотношений 

(21), (20) мы получим соотношения (11), (12) с 

соответствующими свойствами. 

Покажем теперь, что программное реше-

ние  𝑦𝑝(𝑡)  орбитально асимптотически устой-

чиво, для чего сначала установим, что нулевое 

решение 𝑥(τ ) ≡  0  (𝜏 ∈  𝑇+)  системы (11) 

равномерно асимптотически устойчиво (при  

𝜏 →  +∞).   
Возьмем определенно-положительную 

квадратичную форму 𝑊(𝜏, 𝑥)  =  𝑥∗ 𝜒(𝜏 )𝑥 , и 

построим квадратичную форму 

𝑉(𝜏, 𝑥)  =  𝑥∗ 𝜃(𝜏 )𝑥, 

связанную с функцией W в силу уравнения (10) 

соотношением  

𝑉(𝜏, 𝑥(𝜏)) − 𝑉(𝜏 + 1, 𝑥(𝜏 + 1)) = 

 = 𝑥∗(𝜏 )𝜃(𝜏 )𝑥(𝜏 ) − 

−𝑥∗(𝜏 )𝐿∗(𝜏 )𝜃(𝜏 + 1)𝐿(𝜏 )𝑥(𝜏 ) = 

=  𝑊(𝜏, 𝑥(𝜏)) ≡ 𝑥∗(𝜏 )𝜒(𝜏 )𝑥(𝜏 ) .  
Тогда в силу свойств уравнения (10) 

квадратичная форма 𝑉(𝜏, 𝑥) также будет опре-

деленно-положительной, а именно будут вы-

полняться соотношения 

𝜃(𝜏 )– 𝐿∗(𝜏 )𝜃(𝜏 + 1)𝐿(𝜏 ) =  𝜒(𝜏 ),   (22) 

𝛾1𝐸𝑛 ≤ 𝜒(𝜏 ) ≤ 𝛾2𝐸𝑛, 

𝜗1𝐸𝑛 ≤ 𝜃(𝜏 ) ≤ 𝜗2𝐸𝑛,  𝜏 ∈  𝑇+ , 
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где 𝛾𝑠, 𝜗𝑠 (s = 1, 2) – некоторые положительные 

числа. Вычислив разность значений функций V 

в моменты τ и τ + 1, в силу уравнения (11) по-

лучим 

𝑉(𝜏, 𝑥(𝜏)) − 𝑉(𝜏 + 1, 𝑥(𝜏 + 1)) = 𝑊̅(𝜏, 𝑥(𝜏)), 

𝑊̅(𝜏, 𝑥(𝜏)) = 𝑊(𝜏, 𝑥) − 𝑙∗(𝜏, 𝑥)𝜃(𝜏 + 1)𝐿(𝜏 )𝑥 

−𝑥∗𝐿∗(𝜏 )𝜃(𝜏 + 1)𝑙(𝜏, 𝑥) 

−𝑙∗(𝜏, 𝑥)𝜃(𝜏 + 1).  (23) 

Из соотношений (22), (23) и с учетом 

свойств вектор-функции  𝑙(𝜏, 𝑥)  следует, что 

для любого числа 𝛾̅1 ∈ (0, 𝛾1) найдется поло-

жительная величина 𝜌̅, 𝜌̅ = 𝜌̅( 𝛾̅1), для которой 

равномерно по 𝜏 ∈  𝑇+, 𝑥 ∈  𝑆𝜌(𝑥) , будут вы-

полняться неравенства 

𝛾̅1  ∥ 𝑥 ∥2 ≤ 𝑊̅(𝜏, 𝑥) ≤ 𝛾̅2  ∥ 𝑥 ∥ 2 

𝛾̅2 = 𝛾1 + 𝛾2 − 𝛾̅1.                (24) 

Соотношения (22)–(24) позволяют уста-

новить, что любые решения системы (11)  

δ̅  =  ( ϑ1ϑ2
−1 ρ̅ )1/2      (25) 

с начальными условиями  

𝜏0 ∈  𝑇+, 𝑥(𝜏0)  ∈  𝑆δ̅(𝑥) 

при всех 𝜏 ∈ [𝜏0, +∞)  не покидают шара 

𝑆ρ̅(𝑥), удовлетворяя предельному условию 

 lim
τ→∞

𝑥(𝜏) =  0. 

Более того, удается показать, что нулевое 

решение системы (11) является равномерно 

асимптотически устойчивым (при τ → ∞). Сде-

лать это можно с помощью известных методик, 

поэтому здесь делать этого мы не будем.  

Используя соотношения (12), (15) легко 

установить, что имеет место предельное равен-

ство: 

lim
τ→+∞

max
t∈[0,𝜏𝑖𝑗 )

∥ 𝑥 (𝑡, 0, 𝑥(𝜏 )) ∥ = 0. 

Как нетрудно проверить, это влечет за 

собой орбитальную асимптотическую устой-

чивость программного решения  𝑦𝑝(𝑡) , 𝑡 ∈
[𝑡0, +∞).  

Рассмотрим теперь ситуацию, когда про-

граммное решение  𝑦𝑝(𝑡) является T-периоди-

ческим (T – некоторое положительное число), 

причем, не умаляя общности, для простоты бу-

дем считать, что  

𝑡0𝑗
𝑝

= 𝑡0 + 𝑗𝑇, 

𝑦𝑝(𝑡0𝑗
𝑝

) = 𝑦𝑝(𝑡0).                    (26) 

Это влечет за собой выполнение соотношений  

𝑡𝑖𝑗
𝑝

= 𝑡𝑖 + 𝑗𝑇, 

𝑦𝑝(𝑡𝑖𝑗
𝑝

) = 𝑦𝑝(𝑡𝑖).    (27) 

𝑇 =  ∑ 𝑡𝑖

m

i=1

, 𝑡𝑖 = 𝑡𝑖0
𝑝

 , 

 𝑖 =  1, … , 𝑚, 𝑗 =  0, 1, …  

 и m-периодичность по τ величин L(τ ), C(τ ), 

k(τ), l(τ, x), λ(τ, x) в соотношениях (10)–(12). 

Покажем, что имеют место соотношения 

(13), (14). Для этого изучим поведение реше-

ний, 𝜂(𝜏), 𝑥(𝜏) систем (10), (11) при 𝜏 = 𝜏(𝑗) . 

Будем считать, что в выражении 𝜏 = 𝑖 − 1 +
𝑗𝑚 (см. (7)) i фиксировано, а j изменяется от 𝑗0 

до +∞, где 𝑗0 ∈ {0,1,2, … }.  

Положим 

𝜁𝑖(𝑗) = 𝜂(𝜏(𝑗), 𝑧𝑖(𝑗)) = 𝑥(𝜏(𝑗)), 

𝑁(𝑝, 𝑞)  = {
𝐸𝑛

∏ 𝐿(𝑝 − 𝑟)
p−q
r=0

, при 𝑝 < 𝑞
, при 𝑝 ≥ 𝑞   (28) 

𝑁1
𝑖  =  𝑁(𝑖 −  2, 0), 𝑁2

𝑖  =  𝑁(𝑚 −  1, 𝑖 −  1), 

𝑁𝑖 = 𝑁1
𝑖𝑁2

𝑖 = 𝑁(𝑚 + 𝑖 − 2, 𝑖 − 1), 
𝑁0 = 𝑁2

𝑖𝑁1
𝑖 = 𝑁(𝑚 − 1,0), 

𝑁𝑖 (𝑧𝑖(𝑗)) = ∑ 𝑁

𝑚+𝑖−2

𝑟=𝑖−1

(𝑚 + 𝑖 − 2, 𝑟 + 1) 

𝑙(𝑟 + 𝑗𝑚, 𝑥(𝑟 + 𝑗𝑚)). 

Тогда величины 𝜁𝑖(𝑗) ,  𝑧𝑖(𝑗)  будут удо-

влетворять уравнениям  

𝜁𝑖(𝑗 + 1) = 𝑁𝑖𝜁𝑖(𝑗),               (29) 

𝑧𝑖(𝑗 + 1) = 𝑁𝑖𝑧𝑖(𝑗) + 𝑛𝑖 (𝑧𝑖(𝑗)).  (30) 

Прежде чем изучать поведение величин  

 𝜁𝑖(𝑗), 𝑧𝑖(𝑗), сформулируем и докажем следую-

щую лемму.  

Лемма 2. Пусть задана система 

𝑧(𝑗 + 1) = 𝑁𝑧(𝑗) + 𝑛(𝑧𝑖(𝑗)) ,      (31) 

у которой матрица N и функция n(𝑧) удовле-

творяют условиям  

‖𝑁𝑠‖ ≤ 𝑎𝑏𝑠, 𝑆 ≥ 0, 
𝑎 ∈ (1, +∞), 𝑏 ∈ (0,1), 

∥ 𝑛(z) ∥ ≤ 𝑐‖𝑧‖2,   𝑐 ∈ (0, +∞) ,      (32) 

где a, b, c – некоторые числа.  

Тогда существуют числа  

𝑎̃ ∈ (1, +∞), 𝛿 ∈ (0, +∞) 
такие, что любые решения системы (31), начи-

нающиеся при 𝑗 = 𝑗0  в множестве 𝑆𝛿̃(𝑧), при 

𝑗 > 𝑗0  будут удовлетворять оценке  

∥ 𝑧(𝑗) ∥ ≤  𝑎̃𝑏𝑗−𝑗0  ∥ 𝑧(𝑗0) ∥.   (33) 

При этом в качестве 𝑎̃, 𝛿 , можно брать 

любые величины, удовлетворяющие условиям  

𝛿 ̌ ∈ (0, 𝛿0),  𝛿0 = 𝑏(1 − 𝑏)(4𝑎2𝑐)−1 ,  
 𝑎̃ ∈ (𝑎1, 𝑎2) , 

𝑎̃1, 𝑎̃2 = 𝑏(1 − 𝑏)(4𝑎2𝑐)−1 {1 ± [1 −

−4𝑎2𝑐𝛿(𝑏̌(1 − 𝑏))−1]
1/2

   }     (34) 

Доказательство. При 𝑗 > 𝑗0  решение 

системы (31) можно записать так:  
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𝑧(𝑗) = 𝑁(𝑗−𝑗0)𝑧(𝑗0) +

∑ 𝑁(𝑗−𝑗0−1−𝑟)𝑛(𝑧

𝑗−𝑗0−1

𝑟=0

(𝑗0 + 𝑟)),
 

тогда из условий (32) следует, что  

‖𝑧(𝑗)‖ ≤ 𝑎𝑏(𝑗−𝑗0)‖𝑧(𝑗0)‖ + 

∑ 𝑎𝑏(𝑗−𝑗0−1−𝑟)𝑐‖𝑧(𝑗0)‖2

𝑗−𝑗0−1

𝑟=0

. 

Подставляя сюда оценки (33) в предположе-

нии, что они имеют место, получим 

‖𝑧(𝑗)‖ ≤ 𝑎𝑏(𝑗−𝑗0)‖𝑧(𝑗0)‖ + 

∑ 𝑎𝑏(𝑗−𝑗0−1−𝑟)𝑐(𝑎̃𝑏(𝑟)‖𝑧(𝑗0)‖)
2

=

𝑗−𝑗0−1

𝑟=0

= 𝑎𝑏(𝑗−𝑗0)‖𝑧(𝑗0)‖[1
+ 𝑐‖𝑧(𝑗0)‖𝑏−1 (1 − 𝑏) 

(1 − 𝑏(𝑗−𝑗0))].  
Отсюда ясно, что для выполнения оце-

нок (33) достаточно, чтобы параметры 𝑎̃, 𝛿  
удовлетворяли неравенству  

𝑎[1 + 𝑐(𝑏(1 − 𝑏))−1 𝛿̌ 𝑎̃2] ≤ 𝑎̃.      (35) 

Анализируя корни полинома относительно 𝑎̃: 

𝑓(𝑎̃) = 𝑎𝑐𝛿[𝑏(1 − 𝑏)]−1𝑎̃2 − 𝑎̃ + 𝑎, 

убеждаемся, что величины 𝑎̃, 𝛿 , удовлетворяю-

щие условиям (34), удовлетворяют и неравенству 

(35). Это и завершает доказательство леммы 2. 

Вернемся к системам (29), (30). Так как 

система (10) по условию теоремы 1 является 

равномерно асимптотически устойчивой (при 

𝜏 →  +∞), то 𝜂(𝜏 )  →  0 при 𝜏 →  +∞ .  
Следовательно, 𝜁 𝑖(𝑗 )  →  0  при 𝑗 →

 +∞ (см. (28)). Отсюда вытекает, что система 

(29) является равномерно асимптотически 

устойчивой (при 𝑗 →  +∞) и имеет постоянные 

коэффициенты. В силу леммы 2 это означает, 

что 𝑁𝑖 ∈ 𝑍𝑖 для любого 𝑖 ∈  {1, . . . , 𝑚}.  
Рассмотрим систему (30). Из соотноше-

ний (28) следует, что  

(𝑁𝑖)
𝑠

= 𝑁1
𝑖𝑁0

(𝑠−1)
𝑁2

𝑖 , 𝑠 ≥ 1, 

а функции 𝑛𝑖(𝑧𝑖)  являются величинами не 

ниже второго порядка малости относительно 

∥ 𝑧𝑖 ∥, следовательно, матрицы 𝑁𝑖  и функции 

𝑛𝑖(𝑧𝑖) удовлетворяют оценкам 

‖(𝑁𝑖)
𝑠
‖ ≤ 𝑎𝑖𝑏(𝑠) ≤ 𝑎𝑏(𝑠), 

𝑠 ≥ 0, 𝑏 ∈ (0,1),  
𝑎 = max{𝑎1, … , 𝑎𝑚} ∈ (1, +∞), 

‖𝑛𝑖(𝑧𝑖)‖ ≤ 𝑐𝑖‖𝑧𝑖‖
2

≤ 𝑐‖𝑧𝑖‖
2

,         (36) 

𝑐 = max{𝑐1, … , 𝑐𝑚} ∈ (0, +∞), 

Это означает, что система (30) удовле-

творяет всем требованиям леммы 2.  

Следовательно, существуют положитель-

ные числа 𝑎̃,  𝛿̌, такие, что решения системы (30), 

начинающиеся при 𝑗 = 𝑗0  в множестве 𝑆δ̅(𝑧𝑖), 

при 𝑗 > 𝑗0  будут удовлетворять оценке  

‖𝑧𝑖(𝑗)‖ ≤ 𝑎̃ 𝑏(𝑗−𝑗0)‖𝑧𝑖(𝑗0)‖ .   (37)  

При этом величины 𝑎̃,  𝛿̌  можно опреде-

лить в соответствии с соотношениями (34), в 

которых a, b, c взяты из неравенств (36). 

Выполнение для системы (30) нера-

венств (37) является достаточным для выпол-

нения неравенств (13), (14) для системы (11), 

(12), а это, как уже отмечалось, влечет за собой 

устойчивость по Ляпунову программного ре-

шения  𝑦𝑝(𝑡)  системы (1). Доказывается это 

легко (поэтому мы этого делать не будем). 

Замечание 1. Ранее мы считали, что 

функции 𝜓𝑖𝑔(𝑦), 𝑓𝑖(𝑦), (𝑖 =  1, . . . , 𝑚)  дважды 

непрерывно дифференцируемы по 𝑦. Требова-

ние это можно ослабить: достаточно считать, 

что они непрерывно дифференцируемы по 𝑦, а 

функции  𝑙(𝜏, 𝑥), 𝜆(𝜏, 𝑥)  из соотношений (11), 

(12) удовлетворяют оценкам. 

Замечание 2. Ранее для удобства изло-

жения был рассмотрен лишь  𝑦𝑝(𝑡)  системы 

(1), своеобразием которого был циклический 

переход от одного значения управления 

 𝑤𝑝(𝑡)  к другому. Все полученные ранее ре-

зультаты остаются в силе и тогда, когда такая 

цикличность нарушена. Нужно лишь, чтобы 

время, в течение которого управление сохра-

няет свое значение, было ограниченным, а 

именно: чтобы моменты 𝑡𝑠  (s = 0, 1, . . .) пере-

хода от одного значения управления к другому 

удовлетворяли требованиям типа (5): 

Замечание 3. Ранее мы считали, что си-

стема (1) автономна, т.е. функции 

  𝑓𝑖, 𝜓𝑖𝑔(𝑦), 𝜑𝑖𝑔
𝑘 (𝑦) явно не зависят от времени 

𝑡. Требование это не носит принципиального 

характера, ибо, как известно, всегда неавто-

номную систему можно преобразовать в авто-

номную путем увеличения размерности на 

единицу. 

1.4. Решение задачи орбитальной  
стабилизации 

Опишем способ решения задачи орби-

тальной стабилизации, сводящийся для рас-

сматриваемой далее ситуации к построению 

линейного управления вида  

𝑢(𝜏) = 𝑀∗(𝜏)𝑥(𝜏)) ,                 (38) 

стабилизирующего систему 
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𝑥(𝜏 + 1) = 𝐴̅(𝜏)𝑥(𝜏) + 𝐵̅(𝜏)𝑢(𝜏) 
и удовлетворяющего некоторым дополнитель-

ным требованиям (обозначение 𝐴̅, 𝐵̅ см. в (7)). 

Для простоты изложения будем считать, что 

программное решение  𝑦𝑝(𝑡)  и программное 

управление  𝑢𝑝(𝑡) имеют ту же структуру, яв-

ляются T-периодическими функциями, удо-

влетворяющими соотношениям (26), (27) и по-

строены, например, опираясь на некоторые 

функции: 

𝜓𝑖𝑔(𝑦) = 𝜓𝑖𝑔
𝑝 (𝑦), 𝜑𝑖𝑔

𝑘 (𝑦) = 𝜑𝑖𝑔
𝑘𝑝(𝑦), 

в частности, на функции  

𝜓𝑖(𝑦) = 𝜓𝑖
𝑝(𝑦), 𝜑𝑖

𝑘(𝑦) = 𝜑𝑖
𝑘𝑝(𝑦), 

(см. обозначения (6)), для которых система 

(10) равномерно асимптотически устойчивой  

(при 𝜏 →  +∞) не оказалась. 
Также для простоты будем считать, что 

функции 𝜓𝑖
𝑝(𝑦) линейны по y, вследствие чего 

они будут иметь вид 

𝜓𝑖
𝑝(𝑦) = 𝑔𝑝∗(𝑖 − 1)(𝑦 − 𝑦𝑝(𝑡𝑖)),    (39) 

  𝑖 = 1, … , 𝑚, 
где  𝑔𝑝(𝑖 − 1)  – некоторые постоянные век-

торы. Прежде чем сформулировать резуль-

таты, обозначим через 𝑣(𝜏)  m-периодичную 

вектор-функцию размерностью n и положим 

𝐴̅𝑣 = 𝐴̅(𝜏) + 𝐵̅(𝜏)𝑣∗(𝜏), 

𝑆+(𝐴̅𝑣 , 𝐵̅) ≡ 𝑆(𝜏) = (𝑠1(𝜏), … , 𝑠𝑛(𝜏)), 

𝑆(𝜏) = 𝐵̅(𝜏 − 1),  

𝑠𝑙(𝜏) = ∏ 𝐴̅𝑣(𝜏 − 𝑘)𝐵̅(𝜏 − 𝑙), 𝑙 ≥ 2,

𝑙−1

𝑘=1

 

𝑝(𝜏) = (𝑝1(𝜏), … , 𝑝𝑛(𝜏))
∗

= −𝑆−1(𝜏)𝑠𝑛+1(𝜏), 

Σ+(𝐴̅𝑣 , 𝐵̅) ≡ Σ(𝜏) = (𝜎1(𝜏), … , 𝜎𝑛(𝜏)), 

𝜎𝑙(𝜏) = 𝐸𝑛
𝑛+1−𝑙 + 𝐼𝑛

𝑙 𝑝(𝜏 + 1), 𝑙 = 1, … , 𝑛, 
𝐼𝑛 = (0, 𝐸𝑛

1, … , 𝐸𝑛
𝑛−1), 

𝑞∗(𝜏) = (𝑞1(𝜏), … , 𝑞𝑛(𝜏)) =

= (𝑝1(𝜏 + 1), … , 𝑝𝑛(𝜏 + 𝑛)), 

𝑟∗(𝜏) = 𝑞∗(𝜏) + 𝑣∗(𝜏)𝑆(𝜏)Σ(𝜏),    (40) 

Λn−1 = (𝜆1, … , 𝜆𝑛−1)∗, 
  𝑑(Λn−1) = (𝑑1, … , 𝑑𝑛−1)∗, 

𝑓(𝜆, Λn−1) = 𝜆𝑛−1 + ∑ 𝑑𝑛−1−𝑙𝜆
(𝑛−2−𝑙),

𝑛−2

𝑙=0
 

ℎ∗ = (𝑑∗(Λn−1, 1)), 

𝑔𝑠∗(𝜏) = ℎ∗[𝑆(𝜏 + 1)Σ(𝜏 + 1)]−1. 

Здесь 𝐸𝑛  – единичная матрица n-го по-

рядка, 𝜆1, … , 𝜆𝑛−1  – вещественные или по-

парно комплексно-сопряженные числа; 

𝑓(𝜆, Λn−1) – многочлен, корнями которого яв-

ляются числа 𝜆1, … , 𝜆𝑛−1 ,  матрицы 𝐴̅(𝜏) , 

𝐵̅(𝜏), 𝐴̅𝑣, 𝑆+(𝐴̅𝑣 , 𝐵̅), Σ+(𝐴̅𝑣 , 𝐵̅), 𝑞𝑠(𝜏) явля-

ются m-периодическими функциями аргу-

мента τ , что есть следствие T-периодичности 

вектор-функции 𝑦𝑝(𝑡)  и m-периодичности 

вектор-функции v(τ ). 

Из структуры определенных в соотно-

шениях (40) величин  𝑆+(𝐴̅𝑣 , 𝐵̅),  Σ+(𝐴̅𝑣 , 𝐵̅),  
𝑔𝑠(𝜏),  следует, что для того, чтобы вектор-

функция 𝑔𝑠(𝜏)  была определена, должно вы-

полняться условие  

𝑆+(𝐴̅𝑣 , 𝐵̅) ∈ 𝑍(Τ).              (41) 

Легко убедиться, что столбцы матрицы  

𝑆+(𝐴̅𝑣 , 𝐵̅)  являются линейными комбинаци-

ями столбцов матрицы 𝑆+(𝐴̅𝑣 , 𝐵̅),    а именно: 

имеет место представление  

𝑆+(𝐴̅𝑣 , 𝐵̅) = 𝑆+(𝐴̅𝑣 , 𝐵̅) 𝐶, 
где C – верхняя треугольная матрица, у кото-

рой по главной диагонали стоят единицы, т.е. 

𝐶 ∈ 𝑍(Τ) . Это означает, что для всех 𝑣(𝜏) 

условие (41) эквивалентно условию  

𝑆+(𝐴̅𝑣 , 𝐵̅) ∈ 𝑍(𝛵).   (42) 

Таким образом, чтобы вектор-функция 

𝑔𝑠(𝜏) была определена, необходимо и доста-

точно выполнения условия (42).  

Теорема 2. Пусть функции 

𝑓𝑖(𝑦), 𝜑𝑖
𝑘(𝑦), (𝑘 = 1, … 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑚) 

удовлетворяют ограничениям, наложенным на 

эти величины в теореме 1, а матрицы 𝐴̅(𝜏),
𝐵̅(𝜏)  – условию (42). Пусть, кроме того, суще-

ствует постоянный вектор Λn−1 и m-периодич-

ная функция 𝑣(𝜏), удовлетворяющие условиям  

|𝜆𝑙| < 1, 𝑙 = 1, … , 𝑛 − 1,           (43)  

𝜓𝑖
𝑠(𝑦𝑝(𝑡)) = 𝑔𝑠∗(𝑖 − 1)(𝑦𝑝(𝑡) −

𝑦𝑝(𝑡𝑖)) < 0                   (44) 

𝑡 ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖), 𝑖 = 1, … , 𝑚. 

Тогда задача орбитальной стабилизации 

разрешима, а именно: если вектор-функция 

𝑔𝑠(𝑖 − 1)   удовлетворяет неравенствам (43), 

(44), то вектор-функция  𝑦𝑝(𝑡) является орби-

тально асимптотически устойчивым и устой-

чивым по Ляпунову T-периодическим реше-

нием системы (1), у которой поверхности пе-

реключения 𝜓𝑖(𝑦)  задаются по формуле  

𝜓𝑖(𝑦) = 𝑔𝑠∗(𝑖 − 1)(𝑦 − 𝑦𝑝(𝑡𝑖)),   (45) 

𝑖 = 1, … , 𝑚, 
где коэффициенты 𝑔𝑠(𝑖 − 1)  определены по 

формулам (40). 



Стабилизация программных движений систем переменной структуры 

25 

Доказательство. Для разрешимости за-

дачи орбитальной стабилизации в классе линей-

ных по y функций 𝜓𝑖(𝑦) нам достаточно пока-

зать существование m-периодичной вектор-

функции 𝑔(𝑖 − 1) , такой, что, во-первых, век-

тор-функция  𝑦𝑝(𝑡) является решением системы 

(1) не только с поверхностями переключения:  

𝜓𝑖(𝑦) = 𝑔𝑝∗(𝑖 − 1)(𝑦 − 𝑦𝑝(𝑡𝑖)), 
но и с поверхностями переключения (39): 

𝜓𝑖(𝑦) = 𝑔∗(𝑖 − 1)(𝑦 − 𝑦𝑝(𝑡𝑖)), 
(для этого не только коэффициенты 𝑔𝑝(𝑖 − 1), 
но и коэффициенты 𝑔(𝑖 − 1) должны удовле-

творять соотношениям (38)), и, во-вторых, си-

стема (10), построенная для выбранных функ-

ций (39), является равномерно асимптотически 

устойчивой (при 𝜏 →  +∞ ). Тогда будут вы-

полнены все требования теоремы 1, и, следова-

тельно, вектор-функция  𝑦𝑝(𝑡)  будет орби-

тально асимптотически устойчивым и устой-

чивым по Ляпунову T-периодическим реше-

нием системы (1) с построенными поверхно-

стями переключения вида (39). 

Покажем сначала, что вектор-функция 

 𝑦𝑝(𝑡)  является решением системы (1) с по-

верхностями переключения (45). Из условий 

теоремы 2 следует, что  𝜑𝑖
𝑘(𝑦𝑝(𝑡𝑖)) > 0,  а 

векторы  𝑔𝑠(𝑖 − 1)  удовлетворяют неравен-

ствам (44). Из структуры величин 𝑔𝑠(𝑖 −
1), 𝑆(𝑖), Σ(𝑖) (см. (40)) вытекает, что  

𝑔𝑠∗(𝑖 − 1)𝐵̅(𝑖 − 1) = ℎ∗𝐸𝑛
|𝑛|

= 1. 
Следовательно, выполняются все усло-

вия (38), а это и означает, что вектор-функция 

 𝑦𝑝(𝑡)  является решением системы (1) с по-

верхностями переключения (45), (44), (40).  

Покажем теперь, что система (10), по-

строенная для поверхностей переключения 

(45), (44), (43), является равномерно асимпто-

тически устойчивой (при 𝜏 →  +∞). 

Перепишем уравнения (10)–(12) в виде, 

подчеркивающем то обстоятельство, что функ-

ции 𝜓𝑖(𝑦), точнее говоря, коэффициенты 

𝑔(𝑖 − 1)  этих функций, подлежат выбору. С 

этой целью, используя соотношения (7), (10)–

(12), (19), (20) и сопутствующий текст, устано-

вим, что величины 𝜂(𝜏), 𝑥(𝜏)  удовлетворяют 

уравнениям 

𝜂(𝜏 + 1) = 𝐴̅(𝜏)𝜂(𝜏) + 𝐵̅(𝜏)𝑢(𝜏),   (46) 

𝑢(𝜏) = 𝑐−1(𝜏)𝑘∗(𝜏)𝜂(𝜏), 
𝑐(𝜏) = −𝑔∗(𝜏)(𝜏), 

𝑘∗(𝜏) = 𝑔∗(𝜏)𝐴̅(𝜏),   (47) 

𝑥(+1) = 𝐴̅(𝜏)𝑥(𝜏) + 𝐵̅(𝜏)𝑢(𝜏)

+ 𝜒̃(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏)), 

𝛾(𝜏) ≡ 𝑢(𝜏) = 𝑐−1(𝜏)[𝑘∗(𝜏)𝑥(𝜏)

+ 𝜇(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏)), 

где функции 𝜒̃(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏)), 

𝜇(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))  являются величинами не 

ниже второго порядка малости относительно 

𝑥, 𝑢.  
Рассмотрим систему (46), (47) и перепи-

шем ее в виде 

𝜂(𝜏 + 1) = [𝐴̅(𝜏) + 𝐵̅(𝜏)𝑣∗(𝜏)]𝜂(𝜏) +
𝐵̅(𝜏)𝑢(𝜏),               (48) 

𝑢(𝜏)𝑐−1(𝜏)𝑔∗(𝜏) 

[𝐴̅𝑣(𝜏)    − 𝐵̅(𝜏)𝑣∗(𝜏)]𝜂(𝜏),      (49) 

причем будем считать, что 𝑔(𝜏) = 𝑔∗(𝜏), бла-

годаря чему  

𝑐(𝜏) = −1.     (50) 

Положим 

𝜂(𝜏) = 𝑆(𝜏)Σ(𝜏)𝜁(𝜏). 

Тогда получим, что система (48)–(49) 

преобразуется в систему  

𝜁(𝜏 + 1) = {[𝐼𝑛 − 𝐸𝑛
[𝑛]

𝑞∗(𝜏)]

− 𝐸𝑛
[𝑛]

𝑣∗(𝜏)𝑆(𝜏)Σ(𝜏)} 𝜁(𝜏)

+ 𝐸𝑛
[𝑛]

𝑢(𝜏)

= [𝐼𝑛 − 𝐸𝑛
[𝑛]

𝑟∗(𝜏)]

− 𝐸𝑛
[𝑛]

𝜁(𝜏) + 𝐸𝑛
[𝑛]

𝑢(𝜏), 

𝑢(𝜏) = −ℎ∗ {[𝐼𝑛 − 𝐸𝑛
[𝑛]

𝑞∗(𝜏)]

− 𝐸𝑛
[𝑛]

𝑣∗(𝜏)𝑆(𝜏)Σ(𝜏)} 𝜁(𝜏)

= −ℎ∗ [𝐼𝑛 − 𝐸𝑛
[𝑛]

𝑟∗(𝜏)] 𝜁(𝜏). 

Здесь мы использовали соотношения 

(40), (50). 
Система (10), совпадающая с системой 

(46), замкнутой управлением (47), после ука-

занного преобразования переменных перейдет 

в систему 

𝜁(𝜏 + 1) = 

= [𝐼𝑛 − 𝐸𝑛
[𝑛]

(0, −𝑑∗(Λn−1)] 𝜁(𝜏).  (51) 

Характеристический многочлен этой си-

стемы совпадает с многочленом  

𝑓(𝜆) = (−1)𝑛𝜆𝑓(𝜆, Λn−1). 
В силу условий (43) теоремы 2 все корни 

этого многочлена по модулю меньше 1.  

Следовательно, система (51), а тогда и 

система (10), будет равномерно асимптотиче-

ски устойчивой (при 𝜏 →  +∞  ), причем, по-

следняя – с периодическими коэффициентами.  

Таким образом, выполнены все условия 

теоремы 1. Это и доказывает теорему 2. 
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Заключение 

Ранее мы рассмотрели методику реше-

ния задачи орбитальной стабилизации для спе-

циального класса программных решений 

 𝑦𝑝(𝑡)  системы (1) в ситуации, когда в про-

цессе решения выбору подлежат все поверхно-

сти переключения. Описанная методика легко 

переносится и на случай программных реше-

ний системы (1) общего вида. 

Для систем с кусочно-постоянными 

управлениями изложен общетеоретический 

подход к задаче орбитальной стабилизации 

программных движений.  

В [7] мы рассматривали системы с тран-

зисторными ключами. Очевидно, что и эти по-

следние можно рассматривать как системы пе-

ременной структуры, относящиеся к классу 

рассматриваемых в настоящей работе систем.  

Таким образом, работу [7] можно рас-

сматривать как нетривиальный пример приме-

нения изложенного в настоящей работе метода 

исследования таких систем. 
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