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Аннотация. Рассматривается задача численного решения линейной системы m интегральных 

уравнений Фредгольма второго рода. Впервые предложено обобщение проекционного метода 

Петрова–Галеркина для решения данной задачи. Количество координатных функций n двух ли-

нейно независимых систем может быть равно, больше или меньше m – количества интегральных 

уравнений. Преимущество данного алгоритма заключается в том, что он не чувствителен к мало-

сти параметров λ в системе интегральных уравнений. Алгоритм требует правильного выбора двух 

линейно независимых систем координатных функций и их числа. Определена диагональная и ан-

тидиагональная задача. Для антидиагональной задачи из двух уравнений Фредгольма алгоритм 

решения сведен к матричному решению. Решены два примера для антидиагональной задачи из 

двух уравнений Фредгольма, в которых численные решения задачи совпадают с точными решени-

ями системы. Доказаны две теоремы для достаточных условий корректности предложенных чис-

ленных алгоритмов в двух случаях. В первом случае рассматривается антидиагональная задача с 

двумя уравнениями Фредгольма второго рода. Вторая теорема рассматривает условия корректно-

сти для диагональной задачи общего вида. Несомненно, предложенный алгоритм будет полезен в 

задачах механики и вычислительной математики. 
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the first time. n is a coordinate functions number of two linearly independent systems. It can be equal, 

more or less then the m – the integral equations number. This algorithm advantage is that it is not sensitive 

to the parameters λ smallness in the integral equations system. The algorithm requires the correct choice of 

two linearly independent coordinate functions systems and their number. The solution algorithm is re-

duced to a matrix solution for an antidiagonal problem. Two examples are solved for the antidiagonal 

problem, and numerical solutions of the problem coincide with the exact solutions. Two theorems are 

proved for sufficient conditions for the proposed numerical algorithms correctness in two cases. In the first 

case, an antidiagonal problem is considered with two Fredholm equations of the second kind. The second 

theorem considers well-posedness conditions for a general diagonal problem. Undoubtedly, the proposed 
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Введение  

В работах [1], [2], [3] описана постанов-

ка задачи для интегрального уравнения Фред-

гольма второго рода и различные ее методы 

численного решения. Одним из важных мето-

дов является проекционный метод Петрова–

Галеркина, применяемый для одного инте-

грального уравнения Фредгольма в конечно-

мерных пространствах линейно-независимых 

координатных функций. Уравнение Фред-

гольма второго рода подробно изучено в ра-

боте [4], в частности, для малых значений λ и 

для больших значений параметра λ.   

Однако при удачном выборе системы 

координатных функций применение проекци-

онного метода Петрова–Галеркина не требует 

малости параметра λ (требуется проверка уда-

ленности λ от всех собственных значений ин-

тегрального ядра [1], [2]).  

В данной работе мы обобщили метод 

Петрова–Галеркина на систему интегральных 

уравнений Фредгольма. В последнее время 

уравнения Фредгольма второго рода активно 

применяются в конформных отображениях 

[5], в механике [6]. В работе [7] для численно-

го решения уравнения Фредгольма с двойной 

точностью при небольших параметрах λ при-

менен метод замены интеграла в матричной 

форме.  

Постановка задачи 

Рассмотрим систему линейных уравне-

ний Фредгольма 2-го рода, которую будем 

решать проекционным методом Петрова–

Галеркина. Метод решения одного интеграль-

ного уравнения Фредгольма (1) описан в ра-

боте [1], [2], [3].  

)()(),()( xfdssysxKxy
b

a

  ,             (1) 

где:
 

 ],[],[),( babaCsxK 
 
 – непрерывная 

функция (кусочно-непрерывная на квадрате 

],[],[),( babasx   – ядро интегрального урав-

нения Фредгольма (1)), ],[)( baCxf   – задан-

ная непрерывная правая часть уравнения (1), 

  – известный параметр. Обобщим уравнение 

(1) на случай m интегральных уравнений и m 

неизвестных квадратично-интегрируемых 

функций mibaLxyi ,1],,[)( 2   [1, 2]. Правые 

части уравнений mixf i ,1),(   и параметры

mjiji ,1,,,   в задаче (2) заданы. Число инте-

гральных ядер   mjibabaCsxK ji ,1,,],[],[),(,   

в системе интегральных уравнений (2) равно
2m . 

mjixfdssysxKxy ij

b

a

ji

m

j

jii ,1,),()(),()( ,

1

.  


 .    (2) 
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Определение 1. Задачу (2), у которой 

интегральные ядра имеют только равные ин-

дексы ji  , назовем диагональной. Очевидно, 

что каждая неизвестная функция )(xyi  в диа-

гональной задаче входит только в свое i-е 

уравнение, а система интегральных уравнений 

разбивается на m независимых уравнений с 

разделенными функциями mixyi ,1),(  . 

Например, явление квазиупругости в 

механике сводится к диагональной задаче из 

двух интегральных уравнений [8], в которой 

функции механического напряжения и отно-

сительной деформации связаны дополнитель-

но линейным законом Гука. 

Определение 2. Задачу (2), у которой 

интегральные ядра содержат произвольные 

индексы )( jiji  , назовем смешанной. Ес-

ли при этом отсутствуют ядра ),(, sxK ii  и па-

раметры ii.  с равными индексами ji  , то 

задачу (2) назовем антидиагональной. 

Сначала решим задачу (2) методом 

Петрова–Галеркина в общем виде. Затем в 

качестве частного случая рассмотрим анти-

диагональную систему двух интегральных 

уравнений.  

Как и в работе [1], выберем две системы 

линейно независимых функций 

   n

ii

n

ii xx
11

)(,)(


 .  

По первой системе координатных 

функций  n

ii x
1

)(


  запишем разложение неиз-

вестных функций решения mjxy j ,1),(  , для 

удобства добавляя каждый раз функцию пра-

вой части системы (2) mixfi ,1),(  .  

Решение системы уравнений (2) ищем в 

виде (3): 

njmixCxfxy j

n

j

i

jii ,1,,1),()()(
1

 


 .     (3) 

Коэффициенты разложения njmiC i

j ,1,,1,   в 

формуле (3) неизвестны ( mn   неизвестных). 

Подставим искомые функции )(xyi  в систему 

интегральных уравнений (2): 









 



dssCsfsxKxCxf k

n

k

j

kj

b

a

ji

m

j

jij

n

j

i

ji )()(),()()(
1

,

1

.

1

  

 


)()()(
1

xCxRxf j

n

j

i

jii 

nkdssCsfsxK k

n

k

j

kj

b

a

ji

m

j

ji ,1,)()(),(
1

,

1

. 







 



   .     (4) 

В формуле (4) функция mixRi ,1),(   

представляет собой невязку i-го уравнения в 

системе уравнений Фредгольма (2). Потребу-

ем ортогональности невязки mixRi ,1),(   всем 

функциям линейно-независимой второй си-

стемы: 

 n

ll x
1

)(


 nlmiR li ,1,,1,0,   .       (5) 

Запишем формулу (5) – mn   условий 

более подробно с учетом формулы (4), в пер-

вой сумме заменим индекс j на k. 




dxxxC l

b

a

k

n

k

i

k )()(
1











  



0)()(),()(
1

,

1

. dsdxsCsfsxKx k

n

k

j

kj

b

a

ji

b

a

l

m

j

ji 

  


dsdxssxKxCdxxxC k

b

a

ji

b

a

l

n

k

j

k

m

j

jil

b

a

k

n

k

i

k )(),()()()( ,
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.

1



nlkmjidsdxsfsxKx j

b

a

ji

b

a

l

m

j

ji ,1,,,1,,)(),()( ,

1

.   


 .   

 

(6) 

Введем в формуле (6) обозначения: 

dsdxssxKxbdxxxa k

b

a

ji

b

a

l

li

kjl

b

a

klk )(),()(,)()( ,

,

,,      

nlkmjidsdxsfsxKxf j

b

a

ji

b

a

l

li

j ,1,,,1,,)(),()( ,

,    . 

Тогда формула (6) примет вид 

nlkmjifbCaC li

j

m

j

ji

li

kj

nkmj

kj

jikjlk

n

k

ki ,1,;,1,,,

1

.

,

,

,

1,1

,,,

1

,  






  .   (7)

 

 

В формуле (7) всего nm   условий для 

определения nm   элементов неизвестной мат-

рицы коэффициентов разложения. Коэффици-

енты nlka lk ,1,;,  , nlkmijb li

kj ,1,;,1,;,

,  , li

jf ,  найде-

ны, а матрица параметров mjiji ,1,;.   задана 

в задаче (2). Система условий (7) содержит 

трехиндексные li

jf ,  и четырехиндексные ко-

эффициенты. По нижним индексам )(, jkj

проводится суммирование. 

Как частный пример задачи (2) рас-

смотрим антидиагональную систему двух ин-

тегральных уравнений Фредгольма с двумя 

неизвестными функциями )(),( xvxu : 





















)()(),()(

),()(),()(

21,21,2

12,12,1

xfdssusxKxv

xfdssvsxKxu

b

a

b

a





.      (8)   
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Решение (8) ищем в виде (9) 

























n

j

jj

n

j

jj

xCxfxv

xCxfxu

1

2

2

1

1

1

)()()(

,)()()(





  .                (9) 

Невязки системы (8) имеют вид 











































  

  

 

 

n

j

b

a

n

j

jjjj

n

j

b

a

n

j

jjjj

sCsfsxKxCR

sCsfsxKxCR

1 1

1

11,21,2

2

2

1 1

2

22,12,1

1

1

)()(),()(

,)()(),()(





. 

Условия ортогональности невязок име-

ют вид  

  .  (10) 

Запишем 2n условий формулы (10) 













































  

  

 

 

n

j

b

a

n

j

jjkj

b

a

kj

n

j

b

a

n

j

jjkj

b

a

kj

dsdxsCsfxsxKdxxxC

dsdxsCsfxsxKdxxxC

1 1

1

11,21,2

2

1 1

2

22,12,1

1

0)()()(),()()(

0)()()(),()()(





 

Для упрощения последних формул вве-

дем обозначения:

  

b

a

b

a

kkj

b

a

kjk dsdxsfxsxKfdxxxa )()(),(,)()( 11,2

1

, 

   

b

a

b

a

kk

b

a

b

a

kjjk dsdxsfxsxKfdsdxxssxKb )()(),(,)()(),( 22,1

2

2,1, 

njkdsdxxssxKd

b

a

b

a

kjjk ,1,,)()(),(1,2,     . 

















 

 

 

 

n

j

n

j

kjjkjjk

n

j

n

j

kjjkjjk

fCdCa

fCbCa

1 1

1

1,2

1

,1,2

2

,

1 1

2

2,1

2

,2,1

1

,





  .                 (11) 

Система двух уравнений (11) допускает 

матричную запись и ее решение: 











1

1,2

1

1,2

2

2

2,1

2

2,1

1

FDCAC

FBCAC




 .                   (12) 

Решая (12), получим такой результат 

    1

1,2

1

1,2

22

2,1

2

2,1

11 , FDCACBCFAC 

     1

1,2

2

2,1

2

2,1

1

1,2

2 FBCFADAC   

   21

2,11,2

1

1,2

11

2,11,2

2 FDAFBDAAC    .  (13) 

Аналогично, получим, используя систему 

(12): 











1

1,2

1

1,2

2

2

2,1

2

2,1

1

FDCAC

FBCAC




, 

    2

2,1

2

2,1

11

1,2

1

1,2

12 , FBCACDCFAC 

     2

2,1

1

1,2

1

1,2

1

2,1

1 FDCFABAC   

   11

1,22,1

2

2,1

11

1,22,1

1 FBAFDBAAC    . (14) 

В формулах (13), (14) элементы матриц 

A, B, D и векторов F1, F2 определяются фор-

мулами (11).  

Рассмотрим численный пример 

)15(

3/22)()()(

,)()(

1

0

1

0





















xdssusxxv

xdssvxsxu

 ,        (15) 

sxsxKxssxK  ),(,),(,1 1,22,11,22,1  , 

1,0,3/22)(,)( 21  baxxfxxf . 

Пример (15) имеет тот же алгоритм ре-

шения, что и задача (8). Вид функций 

3/22)(,)( 21  xxfxxf  показывает, что ли-

нейно-независимые системы состоят из двух 

функций:
  

    2,)(,1)(,)(,1)( 2121  nmxxxxxx  .  

По формулам (11) находим матричные 

элементы для СЛАУ: 

2,1,,)()(

1

0

,   jkdxxxa jkjk  , 

1)()(
1

0

1

0

1

1

0

11,1   xdxdxxxa  , 

1,2

1

0

21

0

2

1

0

12,1
2

1

2
)()( a

x
xdxdxxxa    , 

,
3

1

3
)()(

1

0

31

0

2

2

1

0

22,2  
x

dxxdxxxa   

2,1,,)()(

1

0

1

0

,    jkdsdxxsxsb kjjk   , 

,
4

1

22
)()(

1

0

2
1

0

21

0

1

0

1

0

1

0

111,1    
xs

xsdsdxdsdxxsxsb 

,
6

1

23
)()(

1

0

2
1

0

31

0

1

0

2

1

0

1

0

122,1    
xs

dsdxxsdsdxxsxsb 

,
6

1

32
)()(

1

0

3
1

0

21

0

1

0

2

1

0

1

0

211,2    
xs

sdsdxxdsdxxsxsb   

nkRnkR kk ,1,0,;,1,0, 21  
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,
9

1

33
)()(

1

0

3
1

0

31

0

1

0

22

1

0

1

0

222,2    
xs

dsdxsxdsdxxsxsb 

2,1,,)()()(

1

0

1

0

,    jkdsdxxssxd kjjk   , 

,1
222

)(

1

0

1

0

1

0

21

0

1

0

2

1,1    




























xx
dx

s
xsdsdxsxd

,
12

7

3432
)(

1

0

1

0

1

0

2
1

0

321

0

2,1   




























xx
dx

ss
xsdsdxsxd

,
12

7

432
)(

1

0

1

0

1

0

23
1

0

2
2

1

0

1,2   




























xx
dx

xs
sxxdsdxsxd

,
3

1

6632
)(

1

0

1

0

1

0

23
1

0

32
2

1

0

2,2   




























xx
dx

xss
xsxdsdxsxd

2,1,)()()()()(

1

0

1

0

1

0

1

1

0

1     ksdsdxxsxdsdxsfxsxf kkk  , 

,
12

7

3432
)(

1

0

2
1

0

1

0

321

0

1

0

1

1 


























  

xx
dx

ss
xsdsdxsxf

,
3

1

6632
)(

1

0

23
1

0

1

0

32
2

1

0

1

0

1

2 


























  

xx
dx

xss
xsdsdxxsxf

  2,1,3/22)()()(

1

0

1

0

1

0

2

1

0

2     kdsdxsxxsdsdxsfxxsf kkk  , 

 
6

1

66

2

6

2

3

2
3/22

1

0

221

0

1

0

231

0

1

0

2

1 


























  

xx
dx

xsxs
dsdxsxsf , 

 
9

1

99

2

6

2

3

2
3/22

1

0

331

0

1

0

22231

0

1

0

22

2 


























  

xx
dx

sxxs
dsdxssxf . 

Используя найденные коэффициенты, 

составим СЛАУ (11): 



















 

 

 

 

n

j

n

j

kjjkjjk

n

j

n

j

kjjkjjk

nkfCdCa

nkfCbCa

1 1

1

1,2

1

,1,2

2

,

1 1

2

2,1

2

,2,1

1

,

2,1,,

2,1,,





 
 
 
 























1

2

1

222

1

121

2

222

2

121

1

1

1

212

1

111

2

212

2

111

2

2

2

222

2

121

1

222

1

121

2

1

2

212

2

111

1

212

1

111

fCdCdCaCa

fCdCdCaCa

fCbCbCaCa

fCbCbCaCa

 

)16(

3

1

3

1

12

7

3

1

2

1

12

7

12

7

2

1

9

1

9

1

6

1

3

1

2

1

6

1

6

1

4

1

2

1

1

2

1

1

2

2

2

1

1

2

1

1

2

2

2

1

2

2

2

1

1

2

1

1

2

2

2

1

1

2

1

1





























































CCCC

CCCC

CCCC

CCCC

          (16) 

1,
3

2
,1,0 2

2

2

1

1

2

1

1  CCCC , подстановкой 

убеждаемся, что найденные коэффициенты

1,
3

2
,1,0 2

2

2

1

1

2

1

1  CCCC удовлетворяют 

СЛАУ (16). 

Согласно формуле (3), решение задачи 

(15) имеет вид 

)17(
3

3

2

3

2
2)()()()(

,2)()()()(

2

2

21

2

12

2

1

21

1

11













xxxxCxCxfxv

xxxxCxCxfxu





17) 

Подставляя численно найденные решения (17) 

в условие примера (15), получим, что 





























)(
3

2
2

3

2
32)(3

)(232

2

1

0

32

1

0

1

1

0

3

1

0

xfxsxsxsdssxx

xfxxsxsdsxsx

 

численное решение (17) является точным в 

примере (15). 

Замечание 1. В некоторых частных 

случаях, используя дополнительную инфор-

мацию о правых частях задачи вида (2) или 

(8), точное решение задачи вида (2) или (8) 

можно получить с меньшим набором коорди-

натных функций. Найдем численное решение 

примера (18), используя по одной координат-

ной функции (поскольку правые части (18) 

содержат всего одну координатную функцию 

степенного вида xxxx  )(,)( 11  . В этом 

случае матрицы A, B, D и векторы F1, F2 яв-

ляются числами. 

)18(

2)()(

,)()(

1

0

1

0





















xdssuxxv

xdssvxsxu

 ,               (18) 

xsxKxssxK  ),(,),(,1 1,22,11,22,1  , 

1,0,2)(,)( 21  baxxfxxf . 

,
3

1

3
)()(

1

0

31

0

2

1

1

0

11,1  
x

dxxdxxxa   

  

1

0

1

0

112,11,1 )()(),( dsdxxssxKb 

,
9

1

33

1

0

3
1

0

31

0

1

0

  
xs

xdsdxsxs

6

1

23
)()(),(

1

0

2
1

0

31

0

1

0

1

0

1

0

111,21,1    
sx

xdsdxsxdsdxxssxKd  , 
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  
b

a

b

a

dsdxsfxsxKf )()(),( 212,1

2

1 

,
9

2

33
22)(

1

0

3
1

0

31

0

1

0

  
xs

sdsdxxxs

  
b

a

b

a

dsdxsfxsxKf )()(),( 111,2

1

1 

6

1

62

1

0

31

0

1

0

221

0

1

0




























  

x
dx

xs
sdsdxxx .

 

Запишем СЛАУ, используя формулу (11),

 

11,22,1   . 



























6

1

6

1

3

1

9

2

9

1

3

1

1

1

2

1

2

1

1

1

1

1

1

111

2

111

2

1

2

111

1

111

CC

CC

fCdCa

fCbCa

1,1 2

1

1

1  CC . 

По формуле (9) получим 











xxxxCxfxv

xxxxCxfxu

312)()()(

,21)()()(

1

2

12

1

1

11




.

 
Сделаем проверку: 

 




















)(2323

)(232

2

1

0

2

1

0

1

1

0

3

1

0

xfxxsxsdsxx

xfxxsxsdsxsx

. 

В примере (18) найденное численное ре-

шение xxvxxu 3)(,2)(   является точным. По 

сравнению с примером (15), в котором вычис-

лено 16 интегральных коэффициентов, в при-

мере (18), мы вычислили всего 5 интегральных 

коэффициентов, то есть в три раза меньше. 

Замечание 2. Предположим, что точное 

решение задачи (2) имеет разложение по си-

стеме координатных функций в виде беско-

нечного ряда или с конечным числом слагае-

мых N>n, превышающим число координат-

ных функций   Nnx
n

ii 


;)(
1

 .  

Тогда точное решение имеет вид [1], 

[2], [3]: 

NjmixCxfxy j

N

j

i

jiexacti ,1,,1),()()(
1

 


    (18) 

или     ,...3,2,1,,1),()()(
1

 




jmixCxfxy j

j

i

jiexacti 

  

(19) 

njmixCxfxy j

n

j

i

jinumi ,1,,1),()()(
1

 


  

С учетом формулы (3) получим невязку 

для каждой функции решения задачи (2) соот-

ветственно в случаях (18) и (19):  

mixCxyxyxr j

N

nj

i

jnumiexactii ,1),()()()(
1

 


 ,

    

(20)

 

mixCxyxyxr j

nj

i

jnumiexactii ,1),()()()(
1

 




  .     (21) 

Если системы линейно-независимых 

функций    n

ii

n

ii xx
11

)(,)(


  являются полино-

мами, то, как показано в работах [1], [2], [3] они 

выбираются, начиная с самых грубых функций 

(дающих максимальный вклад погрешности без 

их использования), например, в виде степенных 

мономов (n+1 функция в системе) 

 n

nn xxxxxxxx  )()(,...,)()(,1)()( 1100  . 

Тогда невязки решения в формулах (20), 

(21) дают одинаковую асимптотику решения:  

  mixOxCOyyr n

j

nj

i

jnumiexactii ,1,)( 1

1















 





  .   (22) 

Рассмотрим достаточные условия кор-

ректности алгоритма (13), (14) численного 

решения задачи (8). 

Теорема 1. Достаточные условия кор-

ректности численного решения задачи (8). 

Пусть матрица A обратима (существуют мат-

рица А-1обратная к А) и выполнено условие

1
2

1

1,22,1  qDBA , тогда алгоритм (13), 

(14) корректен и верна оценка 

  DBAq
q

A
BDAA

2
1

1,22,1

1

11

2,11,2 ,
1





 


 

 
q

A
DBAA








1

1

11

2,11,2   .                          (23) 

Доказательство 

Согласно формулам (13), (14) задачи (8)  

   11

1,22,1

2

2,1

11

1,22,1

1 FBAFDBAAC    , 

   21

2,11,2

1

1,2

11

2,11,2

2 FDAFBDAAC     

векторы 21,CC  коэффициентов разложения 

функций решения )(),( xvxu  по системе коор-

динатных функций  n

ii x
1

)(


  существуют то-

гда и только тогда, если существуют обрат-

ные матрицы 
1A и   11

1,22,1

 DBAA  ,

  11

2,11,2

 BDAA  . 
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Матрица А обратима по условию теоре-

мы 1, что обеспечивает существование векторов

 11

1,22,1

2

2,1 FBAF   ,  21

2,11,2

1

1,2 FDAF    в 

формулах (13), (14) с конечной нормой 

  21

2,11,2

1

1,2

11

1,22,1

2

2,1 , FDAFFBAF  . 

Отметим, что условие 

1
2

1

1,22,1  qDBA  является общим для 

матриц   11

1,22,1

 DBAA  ,   11

2,11,2

 BDAA  , 

поэтому достаточно доказать обратимость од-

ной из матриц.  

Так как матрица Z представима в виде 

произведения двух матриц 

 DBAAIADBAAZ 11

1,22,1

1

1,22,1

   , 

то если матрица Z обратима, получим 

  1111

1,22,1

1   ADBAAIZ  . Здесь I – еди-

ничная квадратная матрица размерности ( nn ). 

По условию Теоремы 1 выполнено условие 

1
2

1

1,22,1  qDBA , следовательно, 

     k
k

k
DBAADBAAI 11

0

1,22,1

111

1,22,1






  

    111

0

1,22,1

1 














  ADBAAZ

k

k

k
 . 

С учетом последней формулы и условия 

1
2

1

1,22,1  qDBA  оценим по норме 

матрицу 1Z : 

    













 





  111

0

1,22,1

1 ADBAAZ
k

k

k


  
















 




 1
2

1

0

1,22,1 ADBA
k

k

k



q

A
Aq

k

k





















1

1

1

0

. 

Теорема 1 доказана.  

Сравним условия корректности в диа-

гональной задаче (24) из системы уравнений 

Фредгольма второго рода с условиями кор-

ректности численного алгоритма для одного 

интегрального уравнения (частный случай си-

стемы уравнений (24) при i=m=1): 

mixfdssysxKxy ij

b

a

iiiii ,1),()(),()( ,.   .       (24)  

Система (24) имеет решение и невязку: 

njmixCxfxy j

n

j

i

jii ,1,,1),()()(
1

 


 , 

midssCsfsxKxCxR j

n

j

i

ji

b

a

iiiij

n

j

i

ji ,1,)()(),()()(
1

,.

1















 



 . 

   

Требуем ортогональности невязок всем n

  

линейно-независимым функциям второй си-

стемы  n

ll x
1

)(


 nlmiR li ,1,,1,0,      

,0)()()(),()()(
1

,.

1
  


















b

a

j

n

j

i

ji

b

a

liiii

b

a

lj

n

j

i

j dsdxsCsfxsxKdxxxC 

nljmi ,1,,,1 

  


b

a

j

b

a

lii

n

j

i

jii

b

a

lj

n

j

i

j dsdxsxsxKCdxxxC )()(),()()( ,

1

.

1



njmidsdxsfxsxK

b

a

i

b

a

liiii ,1,,1,)()(),(,.       (25)

  

b

a

j

b

a

liiiil

b

a

j

i

jl dsdxsxsxKdxxxa )()(),()()( ,.. 

njlmi ,1,;,1 

nlmidsdxsfxsxKf i

b

a

b

a

liiii

i

l ,1,,1,)()(),(,.     . 

Тогда формула (25) примет простой вид: 

  miFACFCA iiiiii ,1,
1




.            (26) 

В формуле (26) 

 

minnAi ,1),(   матрица 

коэффициентов с номером i, minC i ,1),1(   – 

вектор-столбец размерности n с номером i. 

miF i ,1,   – вектор-столбец правой части в i-й 

строке системы интегральных уравнений (вы-

соты n). Все указанные коэффициенты опре-

деляются формулой (25). Как показано в ра-

ботах [1], [2], [3], для одного интегрального 

уравнения Фредгольма в системе уравнений 

(26), решение существует и единственно тогда 

и только тогда, если   0det A , соответственно 

в (26) 

 

  miAi ,1,0det  , что дополнительно 

накладывает ограничения. Ограничения на 

элементы матриц miAi ,1,  , в том числе на ве-

личину параметров ii. и норму интегральных 

ядер miK ii ,1,,  .  

Разобьем матрицу minnAi ,1),(   на 

разность двух матриц и введем обозначения: 

  

b

a

j

b

a

lii

i

jljll

b

a

j

i

jl dsdxsxsxKdbdxxxb )()(),(;)()( ,.,.  , 

miDBAdba iii

ii

jliijl

i

jl ,1,,.,,.   .      (27) 

Докажем Теорему 2. 

Теорема 2 (достаточные условия кор-

ректности алгоритма (25), (26)). Пусть 

матрицa B в (27) обратима и выполнены усло-

вия  1max,,1,1
,1

1

, 


 qqmiqDB i
mi

i

i

ii Di 1max,,1,1
,1

1

, 


 qqmiqDB i
mi

i

i

ii , 
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тогда алгоритм (26) вычисления коэффициен-

тов miC i ,1,   корректен.  

Верны оценки: 

  mi
q

B
Ai ,1,

1

1

1








.                 (28) 

Доказательство 

По условию Теоремы 2 матрица B  об-

ратима, тогда 

  miDBIBDBA iiiiii

i ,1,1

,,   .  

Тогда формула (26)   miFAC iii ,1,
1




 кор-

ректна, если и только если обратимы матрицы 

  miDBIBA iii

i ,1,1

,   ,

    111

,

11

, ,   BDBIZDBIBZA iiiiiiii

i  . 

По условию Теоремы 2 ,11

, 

i

i

ii qDB Di ,11

, 

i

i

ii qDB  

имеем:  

    miBDBBDBIZ
k

k

iiiiiii ,1,1

0

1

,

111

,

1









 







  . 

Последнюю матрицу 
1

iZ  оценим по норме 

  
















 












 1

0

1

0

1

,

1
BqBDBZ

k

k

i

k

k

iiii 

mi
q

B
Bq

k

k ,1,
1

1

1

0





















 . 

Теорема 2 доказана.  

По сравнению с одним интегральным 

уравнением Фредгольма второго рода в диаго-

нальной задаче с системой интегральных урав-

нений(24) (Теорема 2) требуется не только об-

ратимость матрицы B  с одним условием 

11  qDB , но и m неравенств (условий-

ограничений 1max,,1,
,1

1

, 


 qqmiqDB i
mi

i

i

ii Di 1max,,1,
,1

1

, 


 qqmiqDB i
mi

i

i

ii ). 

В работе получены основные результаты: 

1) Поставлена задача для системы инте-

гральных уравнений Фредгольма второго 

рода с непрерывными ядрами на квадрате

  mjibabaCsxK ji ,1,,],[],[),(,  . Введено 

определение диагональной задачи и ан-

тидиагональной задачи.  

2) Впервые для задачи общего вида (2) 

предложен алгоритм ее численного ре-

шения обобщенным проекционным ме-

тодом Петрова–Галеркина (3)–(7). Идея 

состоит в требовании ортогональности m 

невязок интегральных уравнений систе-

мы к n функциям второй линейно-

независимой системы  n

ii x
1

)(


 . Предло-

жен алгоритм решения антидиагональной 

системы двух уравнений Фредгольма 

второго рода (8)–(14). Формулы (13), (14) 

матричного вида для коэффициентов раз-

ложения nRCC 21,  решения )(),( xvxu  по 

первой системе  n

ii x
1

)(


  функций. Указа-

на формула для невязки неизвестных 

функций между точным и численным 

решением. 

3) Используя алгоритм (8)–(14) численно 

решены два примера (15) и (17), в кото-

рых численные решения примеров совпа-

ли с точными решениями. 

4) Доказаны Теоремы 1, 2 (достаточные 

условия корректности численных алго-

ритмов (13), (14) для антидиагональной 

задачи с двумя уравнениями Фредгольма 

и (25), (26) для диагональной задачи (24) 

общего вида). 
 

Отметим также, что решение краевых за-

дач в частных производных иногда сводится к 

решению интегральных уравнений [5], [6], [9]. 

Последние 10 лет активно изучаются уравне-

ния с производными дробного порядка, сво-

димые к интегральным уравнениям [10]. 
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