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Введение  

Начиная с фундаментальной работы [1] 

во многих работах были изучены задачи оп-

тимального управления, описываемые раз-

личными обыкновенными дифференциаль-

ными уравнениями (см., напр., [2–4], где 

имеются соответствующие ссылки и обзоры). 

В частности, при некоторых предположениях 

типа гладкости на правые части рассматрива-

емых уравнений и на области управления до-

казаны необходимые условия оптимальности 

первого порядка, а в некоторых случаях ис-

следованы случаи их вырождения (особый 

случай [4]) с помощью различных схем. В по-

следние годы разными авторами большое 

внимание уделяется исследованию качествен-

ной теории задач оптимального управления, 

описываемых различными дифференциаль-

ными уравнениями с дробными производны-

ми (см., например, [5, 6]). 

В предлагаемой работе также рассмат-

ривается задача оптимального управления, 

описываемая системой обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений, но с дробной произ-

водной Капуто и с многоточечным функцио-

налом качества.  

Как известно, самым сильным необхо-

димым условием оптимальности в теории 

оптимального управления является необходи-

мое условие оптимальности в форме прин-

ципа максимума Понтрягина.  

Исходя из этого в данной работе с 

помощью модифицированного метода прира-

щений установлено необходимое условие 

оптимальности первого порядка в форме 

принципа максимума Понтрягина для рас-

сматриваемой задачи. 

1. Постановка задачи  

Допустим, что управляемый непрерыв-

ный процесс на заданном отрезке [𝑡0, 𝑡1] опи-

сывается системой нелинейных дифференци-

альных уравнений с дробной производной 

Капуто: 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)),          (1) 

с начальным условием 

𝑥(𝑡0) = 𝑥0,                    (2) 
где 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼𝑥(𝑡) =

1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫

𝑥(𝑛)(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1+𝛼−𝑛
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

, 

𝑛 = [𝛼] + 1, 𝛼 ∈ 𝑅+ 

левая дробная производная Капуто (см., напри-

мер, [7]).  

Здесь 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)′ −   состояние 

управляемого объекта, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑟)′ −
𝑟-мерная управляющая функция, знак (') озна-

чает для векторов операцию скалярного про-

изведения, а для матриц – операцию транспо-

нирования, 𝑥0 − заданный постоянный на-

чальный вектор, 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) − заданная r-мер-

ная, непрерывная по совокупности перемен-

ных вместе с частными производными по 𝑥 

вектор-функция, 𝑢 = 𝑢(𝑡) – кусочно-непре-

рывная (с конечным числом точек разрыва 

первого рода) r-мерная функция, со значени-

ями из заданного непустого и ограниченного 

множества 𝑈, т.е. 

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟.                    (3) 
Каждую такую управляющую функцию 

назовем допустимым управлением.  

Пусть 𝜑(𝑎1, … , 𝑎𝑘) − заданная непре-

рывно дифференцируемая скалярная функция. 

На решениях задачи Коши (1)–(2), по-

рожденных всевозможными допустимыми 

управлениями, определим многоточечный 

функционал: 

𝑆(𝑢) = 𝜑(𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), … , 𝑥(𝑇𝑘)).      (4) 

Здесь 𝑇𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅ (𝑡0 < 𝑇1 < 𝑇2 < ⋯ <
𝑇𝑘 ≤ 𝑡1) − заданные точки. 

Допустимое управление 𝑢(𝑡), доставля-

ющее минимальное значение функционалу (4), 

при ограничениях (1)–(3), назовем оптималь-

ным управлением, а соответствующий процесс 

(𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)) – оптимальным процессом.  

Нашей целью является установление 

необходимого условия оптимальности в рас-

сматриваемой задаче при сделанных предпо-

ложениях.  

2. Построение приращения 

функционала цели  

Пусть 𝑢(𝑡), и 𝑢̅(𝑡) = 𝑢(𝑡) + ∆𝑢(𝑡) – не-

которые допустимые управления.  

Решение задачи Коши (1)–(2), соответ-

ствующее этим допустимым управлениям, 

обозначим через 𝑥(𝑡) и 𝑥̅(𝑡) = 𝑥(𝑡) + ∆𝑥(𝑡) 

соответственно, и вычислим приращение 

функционала (4). Используя формулу Тейло-

ра, получим, что  

∆𝑆(𝑢) = 𝑆(𝑢̅) − 𝑆(𝑢) = 

= 𝜑(𝑥̅(𝑇1), 𝑥̅(𝑇2), … , 𝑥̅(𝑇𝑘)) − 

−𝜑(𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), … , 𝑥(𝑇𝑘)) = 
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= ∑
𝜕𝜑′(𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), … , 𝑥(𝑇𝑘))

𝜕𝑎𝑖

𝑘

𝑖=1

𝛥𝑥(𝑇𝑖) + 

+𝑜1 (∑‖𝛥𝑥(𝑇𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

).                  (5)  

Здесь, и в дальнейшем, ‖𝛼‖ означает 

норму вектора 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)′ определяе-

мая формулой ‖𝛼‖ = ∑ |𝛼𝑖|𝑛
𝑖=1 , а 𝑜(𝛼) есть ве-

личина более высокого порядка чем 𝛼, 

т.е. 
𝑜(𝛼)

𝛼
→ 0 при 𝛼 → 0. 

Из введенных обозначений ясно, что 

приращение ∆𝑥(𝑡) траектории 𝑥(𝑡) является 

решением следующей задачи Коши: 

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) − 

−𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)),                    (6) 

𝑥(𝑡0) = 0.                         (7) 

Предположим, что 𝜓(𝑡) пока произ-

вольная n-мерная вектор-функция. Введем 

аналог функции Гамильтона–Понтрягина сле-

дующим образом: 

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜓) = 𝜓′𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢). 
Умножая обе стороны уравнения (6) 

слева скалярно на 𝜓(𝑡) и интегрируя обе сто-

роны полученного соотношения по 𝑡 от 𝑡0 до 

𝑡1, получим 

∫ 𝜓′(𝑡) 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

= 

= ∫ 𝜓′(𝑡)[𝑓(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))]𝑑𝑡.               (8) 

Тогда, принимая во внимание тожде-

ство (8), приращение (5) функционала каче-

ства (4) можно записать в виде 

∆𝑆(𝑢) = 

= ∑
𝜕𝜑′(𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), … , 𝑥(𝑇𝑘))

𝜕𝑎𝑖

𝑘

𝑖=1

𝛥𝑥(𝑇𝑖) + 

+𝑜1 (∑‖𝛥𝑥(𝑇𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+ ∫ 𝜓′(𝑡) 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 .             (9) 

Далее из формулы приращения (9) 

функционала (4) получаем, что  

∆𝑆(𝑢) = 

= ∑
𝜕𝜑′(𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), … , 𝑥(𝑇𝑘))

𝜕𝑎𝑖

𝑘

𝑖=1

𝛥𝑥(𝑇𝑖) + 

+𝑜1 (∑‖𝛥𝑥(𝑇𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+ ∫ 𝜓′(𝑡) 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) + 

+𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 

−𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 = 

= ∑
𝜕𝜑′(𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), … , 𝑥(𝑇𝑘))

𝜕𝑎𝑖

𝑘

𝑖=1

𝛥𝑥(𝑇𝑖) + 

+𝑜1 (∑‖𝛥𝑥(𝑇𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) + 

+ ∫ 𝜓′(𝑡) 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 − 

− ∫ 𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 − 

− ∫ 𝑜2(‖∆𝑥(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

= 

= ∑
𝜕𝜑′(𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), … , 𝑥(𝑇𝑘))

𝜕𝑎𝑖

𝑘

𝑖=1

𝛥𝑥(𝑇𝑖) + 

+ ∫ 𝜓′(𝑡) 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 − 
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− ∫ 𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 − 

− ∫ [𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]′ ∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝑜1 (∑‖𝛥𝑥(𝑇𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ 𝑜2(‖∆𝑥(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

.                   (10) 

Займемся преобразованием отдельных 

слагаемых в формуле приращения (10). 

Пусть 𝛼𝑖(𝑡) – характеристические 

функции отрезков [𝑡0, 𝑇𝑖], 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅. 

Так как  

𝐼𝑡0

 
𝑡
𝛼𝑥(𝑡) =

1

𝛤(𝛼)
∫

𝑥(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

,   𝛼 ∈ 𝑅+ 

есть левая производная Римана–Лиувилля, то 

в нашем случае получаем, что 

∆𝑥(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
∫

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

. 

Поэтому  

∆𝑥(𝑇𝑖) =
1

𝛤(𝛼)
∫

𝐷𝑡0

𝐶
𝑇𝑖

𝛼 ∆𝑥(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑇𝑖

𝑡0

= 

=
1

𝛤(𝛼)
∫

𝛼𝑖(𝑡) 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡1

𝛼 ∆𝑥(𝑡)

(𝜏 − 𝑡)1−𝛼
𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

. 

Далее 

∫ 𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 = 

= ∫ 𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

× 

× (
1

𝛤(𝛼)
∫

𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

) 𝑑𝑡 = 

= ∫ (
1

𝛤(𝛼)
×

𝑡1

𝑡0

 

× ∫
𝐻𝑥

′ (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)) 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

) 𝑑𝑡 = 

= ∫ (
1

𝛤(𝛼)
∫

𝐻𝑥
′ (𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏), 𝜓(𝜏))

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡1

𝑡 

) ×

𝑡1

𝑡0

 

× 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡. 

Далее получим 

∑
𝜕𝜑′(𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), … , 𝑥(𝑇𝑘))

𝜕𝑎𝑖

𝑘

𝑖=1

𝛥𝑥(𝑇𝑖) = 

=
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1 ×

𝑡1

𝑡0

 

× ∑
𝜕𝜑′(𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), … , 𝑥(𝑇𝑘))

𝜕𝑎𝑖

𝑘

𝑖=1

× 

× 𝛼𝑖(𝑡) 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡. 

Поэтому формула приращения критерия 

качества может быть представлена в виде 

∆𝑆(𝑢) =
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡1

𝑡0

× 

× ∑
𝜕𝜑′(𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), … , 𝑥(𝑇𝑘))

𝜕𝑎𝑖

𝑘

𝑖=1

× 

× 𝛼𝑖(𝑡) 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 − 

− ∫ [𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]′ ∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 + 

+ ∫ 𝜓′(𝑡) 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 − 

− ∫ (
1

𝛤(𝛼)
∫

𝐻𝑥
′ (𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏), 𝜓(𝜏))

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡1

𝑡 

) ×

𝑡1

𝑡0

 

× 𝐷𝑡0

𝐶
𝑡
𝛼∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 − 

+𝑜1 (∑‖𝛥𝑥(𝑇𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ 𝑜2(‖∆𝑥(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

.             (11) 
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Предположим, что 𝜓(𝑡) является реше-

нием дробного интегрального уравнения 

𝜓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
× 

× ∫
𝐻𝑥

 (𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏), 𝜓(𝜏))

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡1

𝑡 

− 

− ∑ 𝛼𝑖(𝑡)
𝜕𝜑′(𝑥(𝑇1), 𝑥(𝑇2), … , 𝑥(𝑇𝑘))

𝜕𝑎𝑖

𝑘

𝑖=1

.      (12) 

Тогда формула приращения (11) будет 

иметь следующий окончательный вид:  

∆𝑆(𝑢) = − ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 − 

− ∫ [𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻𝑥
 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]′ ∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡 + 

+𝑜1 (∑‖𝛥𝑥(𝑇𝑖)‖

𝑘

𝑖=1

) − 

− ∫ 𝑜2(‖∆𝑥(𝑡)‖)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

.               (13) 

3. Оценка нормы приращения  

траектории  

Полученная формула приращения (13) 

позволяет доказать необходимое условие оп-

тимальности. Для этого нам понадобится 

норма приращения ∆𝑥 (𝑡) траектории 𝑥 (𝑡).  

Из (6)–(7), используя определение про-

изводной Капуто, получаем, что  

∆𝑥(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
× 

× ∫
𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

= 

=
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑥 − 𝜏)𝛼−1[𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) −

𝑡

𝑡0

 

−𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) + 𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 

−𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))]𝑑𝜏 = 

=
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑥 − 𝜏)𝛼−1[𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) −

𝑡

𝑡0

 

−𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢̅(𝜏))]𝑑𝜏 + 

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑥 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× ∆𝑢̅𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))𝑑𝜏.         (14) 

Так как, в силу сделанных предположе-

ний, функция 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) удовлетворяет усло-

вию Липщица по 𝑥, то переходя к норме, по-

лучаем, что 

‖∆𝑥(𝑡)‖ ≤
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑥 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× ‖𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢̅(𝜏))‖𝑑𝜏 + 

+
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑥 − 𝜏)𝛼−1‖∆𝑢̅𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

. 

Используя аналог формулы Гронуолла–

Беллмана [7], получим 

‖∆𝑥(𝑡)‖ ≤ 

≤ 𝐿1

1

𝛤(𝛼)
∫(𝑥 − 𝜏)𝛼−1‖‖∆𝑥(𝜏)‖‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

+ 

+ 
1

𝛤(𝛼)
∫(𝑥 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑡0

× 

× ‖∆𝑢̅𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))‖𝑑𝜏,        (15) 

где 𝐿1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  – некоторая постоянная.  

Отсюда получаем, что 

‖∆𝑥𝜀(𝑡)‖ ≤ 𝐿2

1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑥 − 𝜏)𝛼−1

𝜃+𝜀

𝜃

× 

× ‖∆𝑢̅𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))‖𝑑𝜏,    (16) 

где 𝐿2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  – некоторая постоянная.  

Пусть 𝜀 > 0 произвольное достаточно 

малое число, 𝑣 ∈ 𝑈 произвольный вектор. 

Специальное приращение управления 𝑢(𝑡) 

определим по формуле  

∆𝑢𝜀(𝑡) = {
𝑣 − 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜃,𝜃 + 𝜀),
0,             𝑡 ∈ 𝑇\[𝜃,𝜃 + 𝜀) ,

  (17) 

где 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) – произвольная точка непре-

рывности управляющей функции 𝑢(𝑡). 

Через ∆𝑥𝜀(𝑡) обозначим специальное 

приращение 𝑥(𝑡), соответствующее специ-

альному приращению (игольчатая вариация) 

(17) управления 𝑢(𝑡).  

Из неравенства (16) следует, что  

‖∆𝑥𝜀(𝑡)‖ ≤ 𝐿3𝜀,                (18) 

где 𝐿3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  некоторая положительная по-

стоянная.  

Принимая во внимание оценку (18) и 

формулу (17) из формулы приращения (13) на 

основании теоремы о среднем получаем спра-

ведливость разложения  
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∆𝑆𝜀(𝑢) = 𝑆(𝑢 + ∆𝑢𝜀) − 𝑆(𝑢) = 

= − ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡) + ∆𝑢𝜀(𝑡), 𝜓(𝑡)) −

𝑡1

𝑡0

 

−𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 = 

= − ∫ [𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑣, 𝜓(𝑡)) −

𝜃+𝜀

𝜃

 

−𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]𝑑𝑡 + 𝑜(𝜀) =  

= −𝜀[𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑣, 𝜓(𝜃)) − 

−𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃))] + 𝑜(𝜀).      (19) 

Если предполагать, что 𝑢(𝑡) – опти-

мальное управление, то из разложения (19) 

следует, что 

𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑣, 𝜓(𝜃)) − 

−𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃)) ≥ 0,  
т. е. 

max
𝑣∈𝑈

𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑣, 𝜓(𝜃)) = 

= 𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃)).              (20) 

Следовательно, имеет место следующая 

Теорема (принцип максимума Понтря-

гина). Для оптимальности допустимого 

управления 𝑢(𝑡) необходимо, чтобы условие 

максимума (20) выполнялось для всех 𝑣 ∈ 𝑈 и 

𝜃 ∈ [𝑡0,𝑡1).  

Доказанное утверждение является ана-

логом принципа максимума Понтрягина в 

рассматриваемой задаче. 
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